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TD — Intégrales curvilignes et multiples - corrigé

1- L’aire de la surfac& est évidemment donnée pHrdS. L’élément de surfacdS doit donc
S

étre relié aux variationdx et dy des coordonn.éesety du point couranM de la surfacé&.
Lorsque x est fixé, la variationdz de ce point courant s’exprime simplement par

dz = g—zdy . Lorsquex est fixé, le point courant se déplace donc le Idp vecteur de
y

composantey/, = dy De méme, lorsqueg est fixé, la variation de est simplement

0z . .
dz:a—dx et le point courant se déplace alors le long duoters de composantes
X

dx
\7y = 5 0 . Lorsque les coordonnérgty du point courant changent simultanément, le point
z
—dx
0x
courant se déplace donc dans le parallélépipedé par les deux vecteurs précédents. L'aire
de ce secteur est égal a I'élément de surfacera@en compte dans l'intégrale de surface

sur S et, par propriété du produit vectoriel on a laatieh dS= NX D\7yH. Le résultat

_0z
0X

o
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1

recherché est alors obtenu directement en exprilaardrme du vecteu?X D\7y = dxdy|

Remarque :Dans le cas plus général d’'une surface dont l'gugparamétrique est

X = X(u,v)
y = y(u,v), le calcul de la surface se fait par l'intégralévante :”,/GUGv -G, dudv,
Z= Z(U,V) uv
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2- La surface S délimitée par les poiit®3,C admet pour équatiort+y+z=1, ou bien
encorez=z(x,y)=1-x-y. Par application du résultat démontré au 1-, oavie que I'aire
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recherchée vaut Aire = jx o \/ (azj (ZZJ dxdy, avec
y

2
1+[gzj (?J =1+ (-1 +(-1f° =3. On trouve alors immédiatement que I'aire
X y

1 1-x
vaut I j\/édydng. On remarque par ailleurs que ce résultat est todrérent

x=0y=0

avec le fait que le triangks,B,C est équilatéral de co@= V2. Sa hauteur est en effet

donnée pah = \/\/52 —(\/5/2)2 = \/37 et son aire pacla— = —\/_\/7 \/7

. . 7 x . N - 8:‘ g — -
[, s’obtient en expriman¥V a partir du parametre tV :?I +2j+2tk . On obtient

alors | —Ith— Ith—8In2| +2] +3k . En utilisant le fait qud =x/2, on

t=1

x=4
obtient ensuite |, = J'\7dx = J' (EST +2] + xjdx =16In2{ +4j +6k. En utilisant le
C x=2 X
fait que t=2/y, on obtient aussi
y=1
I, = j\7dy = j (4yf +2] +£jdy =—-6i —-2j —4In2k . Finalement, avec, lorsque M
- y
C y=2

se déplace sur le contour @OM =dxi +dyj +dzk = 2dt —t%dt j, on obtient

jvmom j[lG 4]dt—16ln2 2.

Pour tout contour fermé sur lequel le théoreme ke dans un plan s’applique, on

sait que aQ it dxdy = de+Qdy Le choix particulier Q=x et P=0 donne
ay
y

j _fdxdy = Aire= Eﬁxdy. En utilisant la représentation paramétrique

X = acoyY, y:bsine,HD[O,Zn[ pour lellipse considérée, on obtient alors
6=2 =2

Aire= J.(abco§9)d9—@ jl+00529)d9 mab. Il faut noter que plusieurs

=0 =0
choix de P et Q conduisent a des expressionsaltiis pour estimer I'aire d’'une
surface plane a partir d’'une intégrale sur son ammmtPar exemple Q=0 et P=-y

conduit a Aire:§—ydx, le choix P=-y et Q=x donne quant a lui

Aire:%§— ydx+ xdy. On pourra vérifier que ces intégrales curviligmesduisent

bien a la méme estimation de I'aire de I'ellipsasidérée.
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5-

Le vecteur normal a S s’exprime simplement danddse naturelle associée aux
coordonnées sphériques p@ir=€ =& et sur la sphereedgecO de rayon R
l'élément de surface s’exprime en coordonnées gpieEs (r,¢,6?) par

dS = R®singdgdd. Le flux de V & travers S ne fait donc intervenir que la

composante de \ portée par &, soit
V. = (y—X)singcosd + x’zsingsing + (x> + z)cosp. On a utilisé pour établir ce
résultat les relations suivantes qui lient les doanées (vecteurs de base) cartésiennes
et sphériques : X =rsing cosd

y =rsingsing

Z2=rcosg

i’ =singcoste +cospcos, —sin,

j =singsinés +cospsine, + cosE,

k = cosgé +singe,
En utilisant les coordonnées sphériques uniquemeoh a alors
V. = Rsin’ ¢(sind — cosd) cosd + R’ sin’ g cosp cos’ sind + R(Rsin® ¢ cos 8 + cosg) cosp

Le flux de V a travers S est alors donné par [lintégrale
ml2 2

”\7 hdS = RZJ' J'Vr singdgdéd . Les plus courageux pourront verifier que cette
S $#=0 6=0
intégrale donne bien le résultat obtenu de maniuwe élégante dans la question
suivante.

On choisit de fermer S en ajoutant S’, le disqueay®n R, de centre 0 et contenu
dans le plan z=0, soit S’ définie paf +y*< R, z= . On noteX la surface fermée
>=S+S’ et on se propose d’appliquer le théoremeadivergence au champ vectoriel
V etalasurfacg : J'”div\7dv = {:W (fidS = ”\7 [FidS + ”\7 [(fidS. Un simple calcul

\% z S S'

permet de montrer que le champ est a divergence nulle, si bien que le flux
recherché s’exprime simplement péf\7 EﬁdS:—J-J.V (MdS. Sur S’, le vecteur
S S

normal unitaire extérieur est simplemenk et la doonée z est nulle si bien que
H\7 (RdS = —H— x?dxdy . En introduisant alors les coordonnées pola(;zegsﬁ) dans
S S

le plan (xOy) telles que x=pcosB,y=psinB, on obtient facilement

R _ R 2m 5 _7R4
jjvnﬁds_j jp coszﬁdpdﬁ—T

s p=0 B=0

En introduisant les coordonnées polail(es9) telles quex=rcosd, y =rsiné on

L, . _r2 G oo . . 212

trouve que | s’écritl = He "rdrd@. On a utilisé ici le fait que I'élément de surface
RZ

s’écrit en polaire sous la formeS=rdrdé (voir la remarque ci-dessous). En

explicitant les domaines de variations des coordesn polaires on obtient



Polytech’Montpellier Méthodes Mathématiques polrdénieur STE4

o 27T

| = J' je‘fzrdrde soit | :Zn{—%e‘rz} =s. Par ailleurs on remarque que |
0

r=0 6=0
N N N N 2
je‘yzdy =4 je‘xzdx je‘yzdy = 4[ je‘xzdx] . On en
=—c0 x=0 y=0 x=0

J

déduit le résultat attendl{e’xzdx = -
0

e . s —y2
s’écrit également | = je “dx

X y

Remarque L'expression de dS en polaire s’obtient géoméiment en disant que dS est
égal a laire du «rectangle » porté par les veste(ﬁdr,égdﬁ) ce qui conduit bien a
dS, 4 =rdrdd. De méme en cartesien, l'aire portée par les uect(éxdx, E’ydy): (de, Tdy)

donne directementdS, ,, = dxdy. La relation de passage entre les deux expressans

X,Y)

intervenir le déterminant suivant (aussi appelé le Jacobien) :
ox 0x
ar Al |cosd  —rsin

J=|or 06| _ =r. On a la relationdxdy =J drd6d. Notez que cette
oy 0y| |sind rcosd
or 06

relation généralise au cas de plusieurs variablésrinule de changement de variable utilisée

. . R . 0X
pour les intégrales simples, a savdir=—adu .
u



