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Calcul différentiel 

Corrigé 
 

 
 

 
1-   

a) 

( ) ( ) )2exp(42)),((det
),(

),(
)),((

)2exp(2)2exp(

24
)),((

21

22

11

yxyxyxDf
yxD

ffD
yxJac

yxyx

yx

y

f

x

f
y

f

x

f

yxDf

f +−===










++
=



















∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
 

 

b) 

( ) rrDf
rD

ffD
rJac

r

r
f

r

f

f

r

f

rDf

f ===








 −
=

















∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

)),((det
),(

),(
)),((

cossin

sincos
)),((

21

22

11

θ
θ

θ

θθ
θθ

θ

θθ
 

Il s’agit du jacobien de passage des coordonnées cartésiennes aux coordonnées 
polaires θθ sin,cos 21 ryfrxf ====  
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Il s’agit du jacobien de passage des coordonnées cartésiennes aux coordonnées 
sphériques ϕθϕθϕ cos,sinsin,cossin 321 rzfryfrxf ======  

 
 
2-  

a) f est continue en zéro si 0)0,0(),(lim
)0,0(),(

==
→

fyxf
yx

. Pour calculer cette 

limite et s’affranchir de la manière dont (x,y) tend vers (0,0), on peut par 
exemple considérer la limite de l’inverse de f(x,y) en ce point. En effet on 

trouve facilement +∞=







+=

→→ 22)0,0(),()0,0(),(

11
lim

),(

1
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xyyxf yxyx
. Par suite on 
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vérifie bien que 0),(lim
)0,0(),(

=
→

yxf
yx

 et que f est continue en (0,0). Un autre 

moyen consiste à remarquer que  ( )22222

2

1
0),,( yxyxyx +≤≤∀ . Par suite, 

( ) 0lim
2

1
),(lim0 22

)0,0(),()0,0(),(
=+≤≤

→→
yxyxf

yxyx
, d’où le résultat. 

b) Pour étudier la Gâteaux-différentiabilité il faut tout d’abord calculer la dérivée 
de f en (0,0) dans une direction arbitraire ( )βα ,=v

r
. Pour cela on calcule la 

limite 
( ) ( )

0lim
)0,0(),(

lim
22

222

00
=

+
=−

→→ βα
βαβα h

h

fhf
hh

. f admet donc une dérivée 

directionnelle en (0,0) dans toutes les directions et cette dérivée est nulle. De 

plus l’application ( ) 0)0,0(, =
∂
∂=
v

f
v ra
r βα étant linéaire, f est Gâteaux-

différentiable en (0,0).  
 
c) La différentiabilité de f en (0,0) se démontrer de la manière suivante : les 

dérivées partielles de f suivant x et y sont nulles en (0,0) donc si la 
différentielle de f en ce point existe, c’est nécessairement l’application nulle 

car : 0)0,0()0,0(),( =
∂
∂+

∂
∂= dy

y

f
dx

x

f
dydxL . Pour que f soit différentiable, 

c’est-à-dire que ),(0),( )1,1( dydxdfdydxL == , il faut encore que 

22

22

),()0,0(),(),(
dydx

dydx
dydxLfdydxfdydx

+
=−−=ε  soit négligeable devant 

22),( dydxdydx += , c’est-à-dire 0
),(

lim
22)0,0(),(

=
+→ dydx

dydx
dydx

ε
. Pour obtenir 

ce résultat, on utilise les coordonnées polaires en posant 
θθ sin,cos rdyrdx == . On obtient alors 

θθ
θθ

θθε 22
3

2222

224

3
22

22

22
sincos

sincos

sincos),(
r

rr

r

dydx

dydx

dydx

dydx =
+

=
+

=
+

. Cette 

quantité tend bien vers 0 lorsque )0,0(),( →dydx  puisque 

022 →+= dydxr  et 1sincos 22 ≤θθ . f est donc bien différentiable en 

(0,0), de différentielle nulle. 
 
f étant différentiable, elle est continue en (0,0). De même, la Gâteaux-differentiabilité 
est acquise dès lors que la différentiabilité est démontrée. 

 
3- On utilise le fait que dzfdyfdxfdf 321 ++= est exacte ssi 
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 b- exacte : 
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Puisque dz
z
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y

f
dx
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∂
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∂
∂= , on obtient par identification : 
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Finalement on déduit : Ctezxzydxxzyxf ++++= ∫
2/32

3
2

)2(exp),,(  

 
Attention : la primitive f de df, si elle existe, s’obtient en utilisant  successivement les 
dérivées partielles par rapport aux différentes coordonnées x, y et z (ordre indifférent). 
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4-  ( ) 222, yxyxf += . 
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  d - Les dérivées partielles en x et y de f existent et sont continues sur tout R2 
donc la différentielle de f en (1,1) existe et est définie par : 
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y

f
dx

x

f
dydxf 1,1)1,1(),('

1,1 ∂
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5- ( ) xyyxyxg
2
3

4
7

4
5

, 22 ++=  est une forme quadratique que l’on peut exprimer 

comme ( ) XAXyxg t .., = avec 







=

y

x
X  et 





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










=

4
7

4
3

4
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4
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A est une matrice symétrique 

dont les valeurs propres 21 =λ  et 12 =λ sont associées aux vecteurs propres normés 

jiV
rrr

2
3

2
1

1 +=  et jiV
rrr

2
1

2
3

2 +−= . La matrice [ ]

















−

==

2
1

2
3

2
3

2
1

21 VVP
rr

contient 

par colonne les composantes des vecteurs ( )21,VVB
rr

=  dans la base ( )jiB
rr

,= . Il s’agit 

donc de la matrice de passage de B à B . Les coordonnées 







=

y

x
X d’un point dans la 

base B sont reliées aux coordonnées 







=

y

x
X du même point dans la base B  par 

XPX = , ou encore PXXPX t== −1  (car P est une matrice orthogonale). La fonction 

g(x,y) peut alors s’écrire ( ) ( ) ( ) XXPXPXXPPAPPXyxg ttttttt ....)...()...(, Λ=Λ==  où 









=Λ

10

02
. Finalement on trouve l’équation d’une ellipse dans la base B  : 

( ) ),(2.., 22 yxfyxXXyxg t =+=Λ= . C’est la forme canonique de g. Les iso-contours 
de g sont des ellipses dont les axes principaux sont tournés de 60° par rapport aux axes 
x et y. 

 
 
Un calcul direct à partir de la définition des dérivées directionnelles donne : 
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∂
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∂
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  c - 
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∂
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d- Les dérivées partielles en x et y de g existent et sont continues sur tout R2 
donc la différentielle de g en (1,1) existe et est définie par : 

( )dy
y

g
dx

x

g
dydxg 1,1)1,1(),('

1,1 ∂
∂+

∂
∂= , soit, puisque 
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( )
2

37
)1,1(1,1,

2
35

)1,1()1,1(
+=∂=

∂
∂+=∂=

∂
∂

g
y

g
g

x

g
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 (g étant 

différentiable), dydxdydxgdg
2

37
2

35
),('

1,11,1

+++==  

 
Comme indiqué précédemment, g peut-être vue comme une fonction de ( )yx,  et 

( ) 222),(, yxyxfyxg +== . Dans la baseB , les dérivées partielles au point ( )yx,  = 

(1,1) s’écrivent ( ) 21,1,4)1,1( =
∂
∂=

∂
∂

y

f

x

f
 et sont numériquement différentes de 

( )1,1,)1,1(
y

g

x

g

∂
∂

∂
∂

 pour deux raisons : ( ) ( )1,1, =yx  et ( ) ( )1,1, =yx  ne correspondent pas 

au même point géométrique (même lieu de l’espace) et les vecteurs des bases B et B ne 
sont pas colinéaires. Pour retrouver la même information physique dans les deux bases il 
faut tout d’abord utiliser la formule de changement de base pour les dérivées partielles : 

( ) ( )

( ) ( )












+=
∂
∂+

∂
∂=

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂=

∂
∂

−=−
∂
∂+

∂
∂=

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂=

∂
∂

yx
y

f

x

f

y

y

y

f

y

x

x

f

y

g

yx
y

f

x

f

x

y

y

f

x

x

x

f

x

g

2
2

1
4

2

3

2

1

2

3

2
2

3
4

2

1

2

3

2

1

 

 

En se plaçant au point géométrique ( ) ( )1,1, =yx , soit ( ) 








 −+=
2

31
,

2

31
, yx on obtient 

alors 
( )( ) ( )

( )( ) ( )









+=−++=
∂
∂

+=−−+=
∂
∂

2

37
31

2

1
312

2

3
2

35
31

2

3
312

2

1

y

g
x

g

, 

 
 ce qui est cohérent avec les valeurs obtenues en travaillant directement dans la base B. 
 
 
 
 

6- On considère ( )
x

z
yxzzyxf 2ln,, ++=  et ( ) 2

2

1
1

1)1ln(
t

t
etttg t

+
+++++= . 

 
  a - la dérivée de g en 0 est obtenue par dérivation directe de g puis en prenant 
t=0. Cela donne après calculs : 

( ) ( ) t

t
t

et

et

t

t

t

tt
et

t
tg

++

+
+
++

+
+−−+++

+
=

2222

2
2

1

2

1

1

2

1

1

12
1

1

1
' , d’où l’on déduit 

( )
4

254
0'

+=g  
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  b – la différentielle de f s’écrit dz
z

f
dy

y

f
dx

x

f
dfdydxf

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂==),('  soit 

dz
x

yx

z
dy

yxx

z
dx

yxx

z
yx

x

z
df













 +
++

+
+















+
++−=

21

222
2

2
 

 
  c – la dérivée de la fonction ( )tetf t ++ 1,2/,1 2  se déduit de la différentielle en 
« divisant » par dt : 

dt

dz

x

yx

zdt

dy

yxx

z

dt

dx

yxx

z
yx

x

z

dt

df












 +
++

+
+















+
++−=

21

222
2

2
 et en prenant 

tzeytx t +==+= 1;2/;1 2  . On obtient alors 

( ) ( )

( ) 













+
+++

+
+

+++

++















+++

++++
+

+−=

2

2

22

22

2
22

1

1

1

1

211

1

2
112

1
1

1

1

t

et

t

e

ett

t

t
ett

t
et

t

t

dt

df

tt

t

t

t

 

 

Pour t=0, on a 
4

254 +=
dt

df
, ce qui est cohérent avec le fait que 

( ) )(1,2/,1 2 tgtetf t =++  et que donc pour tout t on a nécessairement 

( ) )('1,2/,1 2 tgtet
dt

df t =++ . 

 
 
7- Les cordonnées cartésiennes et sphériques étant liées par les relations 

ϕθϕθϕ cos,sinsin,cossin rzryrx === , ( [ ] [ [πθπϕ 2,0,,0 ∈∈ ), on définit g par 
),,(),,( zyxfrg =θϕ . Ces deux applications sont les représentations mathématiques 

en coordonnées cartésiennes et sphériques de la même quantité physique (c’est pour 
cela que les physiciens ne font en général pas la distinction et note la quantité 
physique toujours par f, prise comme fonction de ),,( zyx  ou bien comme fonction de 

),,( θϕr . Par application de la formule de changement de base pour les dérivées 
partielles on obtient : 

 
 















+−=
∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂=

∂
∂

−+=
∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂=

∂
∂

++=
∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂=

∂
∂

θϕθϕ
θθθθ

θϕ

ϕθϕθϕ
ϕϕϕϕ

θϕ

ϕθϕθϕθϕ

2sinsin32sinsin
),,(),,(),,(),,(

sinsin2sin3cos2sin
),,(),,(),,(),,(

cossinsin6cossin2
),,(),,(),,(),,(

2222

2222

2222

rr
z

z

zyxfy

y

zyxfx

x

zyxfrg

rrr
z

z

zyxfy

y

zyxfx

x

zyxfrg

rr
r

z

z

zyxf

r

y

y

zyxf

r

x

x

zyxf

r

rg
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Par exemple, la dérivée de g par rapport à r au point géométrique A de coordonnées 
cartésiennes (x,y,z)=(1,1,1) s’obtient alors en 

écrivant ϕθϕθϕθϕ
cossinsin6cossin2

),,( 2222 ++=
∂

∂
rr

r

rg  au point A de coordonnées 

polaires :

( ) ( ) ( ) 4//arctan;3/3arccos/arccos;3 222222 πθϕ ===++==++= xyzyxzzyxr . On 

obtient ϕθϕθϕ cossin)cos1(6cos)cos1(2 2222 +−+−=
∂
∂

rr
r

g

A

 ou encore 

 

3/393/32/)3/11(362/)3/11(32 =+−+−=
∂
∂

Ar

g  

 
 
Alternativement, le calcul peut se faire en repartant de 

ϕθϕθϕθϕ
cossinsin6cossin2

),,(),,(),,(),,( ++=
∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂=

∂
∂

yx
r

z

z

zyxf

r

y

y

zyxf

r

x

x

zyxf

r

rg  ce qui 

donne pour (x,y,z)=(1,1,1) et puisque sinϕ>0 : 

3/32/23/1162/23/112cossincos16coscos12 22 +−+−=+−+−=
∂
∂ ϕθϕθϕ

Ar

g , ou 

encore : 3/393/32/23/1162/23/112 =+−+−=
∂
∂

Ar

g . 

 
Remarque : puisque [ [πθ 2,0∈ et que l’ensemble d’arrivée de arctan est] [2/;2/ ππ− , la 
relation ( )xy /arctan=θ  n’est valide que lorsque x>0. Dans le cas contraire, il faut écrire 

( )xy /arctan+= πθ . 
 
 
 
 

8-  
a) ( )22

0
2

0 1 tV ω+  

b) Le bateau-sonde ne fournit de l’information que sur une trajectoire 1D ; il est 
nécessaire de rajouter de l’information pour avoir accès aux dérivées partielles 
dans l’espace à 2 dimensions. Avec l’hypothèse suggérée : 









+−−=

∂
∂

max
00

0 exp at
V

r
aa

V

C

r

g  car 
dt

dg

dt

dr

r

g

dt

dC θ
θ∂

∂+
∂
∂= avec 

θ∂
∂g  supposé nul. 

Par ailleurs, des expressions de x et y on peut déduire facilement 

tVyxtr 0
22)( =+=  

c) La concentration s’écrit donc également 







+−= max

0
0 exp),( at

V

r
aCrg θ , qui 

donne aussi 






 −
−=

0

max
0

)(
exp),(

V

rr
aCrg θ  puisque tVtr 0)( =  et donc 
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max0max tVr = . La pollution est diminuée d’un facteur 5 lorsque 

2.0
)(

exp
0

max =






 −
−

V

rr
a , d’où 2.0ln0

max a

V
rr −=  

d) ( )












 −+
−−=

∂
∂+∂

∂
∂=

∂
∂

0

max
22

0

0 exp2
V

ryx
aa

V

C
x

dx

dg

dx

r

r

g

x

f θ
θ

 

( )












 −+
−−=

∂
∂+∂

∂
∂=

∂
∂

0

max
22

0

0 exp2
V

ryx
aa

V

C
y

dy

dg

dy

r

r

g

y

f θ
θ

 

e) Pour le deuxième bateau, la distance à l’origine est égal à 
( )( )ttVtr 1

222
0

2
2 sin1)( ω+= , alors que pour le premier bateau : 22

0
2

1 )( tVtr = . Il 

suffit alors de comparer les valeurs prises par la fonction 








 −
−=

0

max
0

)(
exp),(

V

rr
aCrg θ  pour les valeurs 1r  et 2r de la distance à 

l’origine. La variation du signal enregistré par chaque bateau est liée à la 
dérivée temporelle du signal de concentration. Dans la situation considérée où 
la concentration ne dépend pas de l’angle θ , il faut donc comparer en t=200 s 

les quantités 
dt

dr

r

g

dt

dC

∂
∂= calculées pour les deux bateaux (1rr =  et 2rr = ). A 

l’inverse, pour connaître le bateau situé dans la zone de plus forte variation en 
concentration, il faut comparer les dérivées en espace de la concentration. 
Puisque le problème est à symétrie angulaire, il suffit de comparer les quantités 

r

g

∂
∂ évaluées aux positions 1rr =  et 2rr = . 

 


