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a)

b)

MMI - TD
Calcul différentiel

Corrigé
of,  ofy
_|ox ay|_ 4x 2y
PO = 1ot of, {exp(X+2y) Zexp(x+2y)}
ox oy
Jac, (x,y)) = % = det(Df ((x.y))) = 2(4x - y)exp(c+ 2y)
of, of
_lar 9@ |_|cos8 -rsind
PH(r.o) = i of, _Line rcose}
o 08
Jac, ((r,0)) = % = defDf ((r,8)))=r

Il s’agit du jacobien de passage des coordonnédés@annes aux coordonnées
polaires f, =x=rcosf, f, =y =rsinéd

c)

o, of, on]

gfr gf¢ gfg singcosd rcospcosd -rsingsingd
Df ((r,8,¢)) = a_r2 a—; a—; =| singsiné rcos¢.sin9 r sing cosg

of, of, of, cosyp -rsing 0

| or 0¢ 00|

D(f,, f,, ;)

Jac, ((r,6,8)) = = defDf ((r,#,0))) =r?sing

D(r.¢.6)

Il s’agit du jacobien de passage des coordonnédés@mnnes aux coordonnées
sphériquesf, = x=rsingcosd, f, =y =rsingsing, f, =z=rcosp

a)

f est continue en zéro s(i I)im(oo) f(x,y)=f (00) =0. Pour calculer cette
X,y) - (Y,

limite et s’affranchir de la maniére dont (x,y) demers (0,0), on peut par
exemple considérer la limite de l'inverse f{ey) en ce point. En effet on

trouve facilement( lim

. 1 1 .
= lim |—+-—|=+0. Par suite on
xy)- 00 f(X,y) ¥-00

y2 X2
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vérifie bien que( I)im(oo) f(x,y) =0 et quef est continue en (0,0). Un autre
X,y)- (U,
moyen consiste a remarquer qua(x, y),0< x’y? s%(x2 + yz)z. Par suite,

) 1 .
0< lim f(xy)<= lim (x*+y?)=0, dou le résultat.
(x¥) - (00) (xy) 2(x,y>a(o,0)( y)

b) Pour étudier la Gateaux-différentiabilité il faout d’abord calculer la dérivée
de f en (0,0) dans une direction arbitraire (a',ﬁ). Pour cela on calcule la

_ 2,2 n2
imite fim (@A)~ 1(O0) _ . 0°a®B° _ o ¢ et donc une dérivee
h-0 h h-0 g2 + B2
directionnelle en (0,0) dans toutes les directiensette dérivée est nulle. De
plus I'application V = (a,ﬁ)H% (00) =0étant linéaire,f est Gateaux-
V

différentiable en (0,0).

c) La différentiabilité¢ def en (0,0) se démontrer de la maniére suivante : les
dérivées partielles dé suivant x et y sont nulles en (0,0) donc si la
différentielle def en ce point existe, c’est nécessairement I'apjdinanulle

car: L(dx,dy):g—f(0,0)dx+g—f(0,0)dy:O. Pour quef soit différentiable,
X y

c'est-a-dire que L(dx,dy)=0=df,,(dx,dy), il faut encore que

2 2

£(dx,dy) = f (dx,dy) — f (0,0) — L(dx,dy) :% soit négligeable devant
X y

2

|(dx, dy)| = /dx* +dy? , c'est-a-dire . in)m(om% =0. Pour obtenir
&= EY AT +dy

ce résultat, on utilise les coordonnées polaires gmsant
dx =rcosd,dy =rsiné. On obtient alors

g(dxdy) _ dx’dy’ _  rcos’dsin’8
Vax* +dy? \/dx2+dy23 Jricog +r?sin?@
guantité tend bien vers 0 lorsque(dx,dy) - (0,0) puisque
r=,dx*+dy> -~ 0 et ‘cos2 Qsinzﬁ‘sl. f est donc bien différentiable en
(0,0), de différentielle nulle.

=rcos fsin’ 8. Cette

f étant différentiable, elle est continue en (O[M.méme, la Gateaux-differentiabilité
est acquise des lors que la différentiabilité éshantrée.

3- On utilise le  fait que df =fdx+f,dy+f,dzest exacte ssi
of, _of, of, _of, of, of;

dy ox 0z ox 9z ay

2
a— pas exactea_(x +y+2) —12 d(xexpz)
0 0X

= expz
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a(expx2 +2y+ z) 02X 6(\/2 + x) a(expx2 +2y+ z)

=2= : =1=
b- exacte : % [ ] ox ox 0z
% =0= 0 \/E + X
0z oy
Puisquedf = ﬂdx +ﬂdy + ﬂdz, on obtient par identification :
0x oy 0z

o _ expx’+2y+z= f(x,y,2) = jexpxzdx+ 2y +2)x+g(y, 2)

0X

i:2x=2x+a—g:> a(y,2) =h(2)
ay oy

ﬂ: z+x:x+ﬁ:>h(z):gz3/2
0z dz

Finalement on deduit f (x,y, z) = jexpxzdx + 2y + Z)x + % 2 + Cte

Attention: la primitivef dedf, si elle existe, s’obtient en utilisarsticcessivement les
dérivées partielles par rapport aux différentegadoonées X, y et z (ordre indifférent).

2
c—pas exacte 2 X+62y+ 32) _ g, 4 d*/?) = 2x
Z X

4- f(xy)=2x+y>.
of of of of
-—10=4—=0)=0—=(-100=-4—=0-1D=0
aai(l) ai('l) ai(l) ai( )

of of of of
b'T O:O,TO :2,7_ O:O,T 0,_1:_2
aj(l) aj(,l) aj(l) aj( )

of of
, —— = 6, S =12
ol +j) & 0(2i +2j) @

d - Les dérivées partielles en x et yfdexistent et sont continues sur t@Rft
donc la différentielle de f en (1,1) existe et est définie par:
f.p (dx,dy) = g_f (ll)dx+g—f(l1)dy, soit, puisque

X y

% =o.f@N=4, g—;(ll) =0.f (1) =2 (f étant différentiable),

of of
-— = 4, — =2
c 5 @1 3 @1

df,, = f,,(dx,dy) = 4dx + 2dy .
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J3

5- g(x,y)=§x2+zy2+7xy est une forme quadratique que l'on peut exprimer

4
5 3

X
comme g(x, y)='X.AX avec X = et A=| 4 4 lest une matrice symétrique
y V37
4 4
dont les valeurs propred =2 et A, =1sont associées aux vecteurs propres normes
1 3
- 1 d 3 g - 3 e 1 - . - - E 7 .
V,==1+—] etV,=——i +=]. La matriceP = V,|= contient
5 J 2 5 2] B/l 2] NE 1

2 2
par colonne les composantes des vectéms&,\@) dans la bas® = (T, I) Il s’agit

_ X
donc de la matrice de passageBdie B . Les coordonnéeX ={ }d'un point dans la
y

L, - |X
baseB sont reliées aux coordonneesz{_
y

X =PX, ou encoreX = P*X='PX (carP est une matrice orthogonale). La fonction
g(x,y) peut alors s'écrireg(x, y)=X.(P.P).A(P!P).X= (t PX )./\.(t PX )=‘>7./\.)7 ou

}du méme point dans la bas® par

2 0 . . . . =
/\:{ J. Finalement on trouve I'équation d'une ellipse slala baseB :

g(x, y)="XAX =2%% + y* = f(X,y). C'est la forme canonique de Les iso-contours
deg sont des ellipses dont les axes principaux samhés de 60° par rapport aux axes
X ety.

Un calcul direct a partir de la définition des #éas directionnelles donne :

a-2 o=, (01)_§ H(10=-2 2 0- =3B

2" or 2
09 (lo)—£ 6_9(01)_1 a_g( 10) = - £ a_g(o 1)__2
a—?(n)—“f % (11)_7+_f,
a(| )(11)— ﬁ - ﬁ) (1) =12+ 243

d- Les dérivées partielles en x et yglexistent et sont continues sur t&ft
donc la différentielle de g en (1,1) existe et edéfinie par:

g, (dx, dy) =g—g (ll)dx+g—g(l1)dy, soit, puisque
, . y
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ag 5+4/3  dg 7+43 .

—= (1)) =0. = , —(11)=0- = tant
5 =090 =" 5y ()=0,90n="— (  étan
différentiable),dg,, = g, (dx,dy) = > +2\/§ dx + ! +2\/§ dy

Comme indiqué précédemment, g peut-étre vue comnee fanction de(i,y) et
a(x,y)= f(X,y) =2x*>+y>. Dans la basB, les dérivées partielles au poifK,y) =

(1,1) s’écrivent%(l,l):4 , g—f_(u):z et sont numériquement différentes de
X y

g_g @ g—g(ll) pour deux raisons (X, y) = (11) et (X,y) = (11) ne correspondent pas
X y

au méme point géométriqgue (méme lieu de I'espacksevecteurs des basBset B ne
sont pas colinéaires. Pour retrouver la méme irdition physique dans les deux bases il
faut tout d’abord utiliser la formule de changeméatase pour les dérivées partielles :

dg _of ax of ay _of 1 of -3 =L (43)- \/§(2y)

OX  OX O ayax 6x2 ay 2 2
dg _of ax of ay _of 43 of 1 f(4)

2

oy axay ay oy X 2 672 2

1+\/§ 1—\/5

2 2

En se plagant au point géométrighey) = (11), soit (X, y) :[ Jon obtient

B 164, 5)-L2f- )54

alors
ag \3 1 7+\/
oy ((3“rV )) 5(1‘V3) >

ce qui est cohérent avec les valeurs obtenuasealtant directement dans la bdse

6- On considérd (x,y,z)=In z+1/x+2y§ et gt)=In(l+t) +V1+t* +¢ 11::2 :

- la dérivée dg en 0 est obtenue par dérivation directe de g gmiprenant

t=0. Cela donne apres calculs :
—t2 _ t
gt)=- T +1rtive L AL LI AYE 4oy pon deduit
L+ +ef 21 v e
(O) 4+i\/§
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b — la différentielle dd s'écrit f (dx,dy) = df :ﬂdx+idy+—dz soit
ox ay 0z

+2
E+ X y]dz
z X

z z z
df =| ——\/x+2y + dx + dv +
[ X2 Y 2x,/x+2y] Xy X + 2y y [

¢ — la dérivée de la fonctio(L+t2,e' /21+t) se déduit de la différentielle en
par dt:
df z z dx z dy [1 +/X+2y|dz
— = ——4/X+2y + —+ i — et en prenant
dt [ X2 y 2x1/x+2y]dt Xy X+ 2y dt [Z X dt P
x=1+t%y=¢€/2,z=1+t . On obtient alors
o —1Lt2\/1+t2+et + 1+t 2t
dt f+12) 2+t W1+t +¢
N 1+t e_t+ 1 +\/1+t2+et

+ . p :
Pour t=0, on a %:4 iﬁ ce qui est cohérent avec le fait que

f(1+t2,et /2;L+t):g(t) et que donc

%(1+t2,e‘ /2;L+t): g'(t).

« divisant »

pour tout t on a nécessairement

7- Les cordonnées cartésiennes et sphériques étams ligar les relations
X=rsingcosd, y =rsingsing, z=r cosg, (¢D[O,77],HD[O,277[), on définitg par
a(r,9,0) = f(x,y,2). Ces deux applications sont les représentatiorthémetiques
en coordonnées cartésiennes et sphériques de |la opéantité physique (c’est pour
cela que les physiciens ne font en général pasisknction et note la quantité
physique toujours pdr prise comme fonction déx,y,z 9Qu bien comme fonction de
(r,9,0). Par application de la formule de changement d& lgour les dérivées

partielles on obtient :

99(r.¢.6) _ ot (x,y,2) 0x , 0f(xy,2) 9y , O(x,¥,2) 0z 2r sin® ¢ cos’ 8 + 6r sin” g sin® @ + cosg
or ox  or ady or Jz or
99(r.9.6) _ 0f(x.y,2) 0x | of(xy.2) 9y A 0f(xy.2) 9z r?sin2¢cos” 8+ 3r*sin2¢sin® 8 -r sing
Y, ox 0 oy 0p oz 0og
ag(rl¢|0) - af (X, yl Z)% + af (X, yl Z)ﬂ + af (X, y) Z) E = _r2 SinZ ¢Sin20+3r2 SinZ ¢S|n29
06 ox 08 dy 06 0z 06
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Par exemple, la dérivée dg par rapport ar au point géométriqué de coordonnées

cartésiennes (xy,2=(1,1,1) s’obtient alors en
écrivantw =2rsin® gcos’ §+6rsin® gsin’G+cosp au point A de coordonnées
polaires : r
r=x?+y2+22 =3, ¢ = arcco{z/ X2 +y? + 72 )= arccoé/é /3) @=arctafy/x)=m/4. On
obtientg—? =2r (1 cos’ ¢)cos’ 8 + 6r (L- cos’ ¢) sin 8 + cosg OU encore

A
og

=2J301-1/3)/2+6J3(1-1/3)/2+/3/3=93/3

A

Alternativement, le calcul peut se faire en repdrta de

o9(r,¢,0) _0f (x,y,2) ox  0f(xy,2) dy , 0f(xy,2) 9z _ 2xsing cosd + 6ysingsing + cosp C€ qui
or ox or dy or dz or

donne pour (xy,2=(1,1,1) et puisque sing>0:

Jg .

=2 =2./1-cos ¢ cosf+6y1-cos ¢ sinf+cosp = 24/1-1/3v2 /2+641-1/32 /2+/3 /3, ou
A

encore -9 =2 1-1/3y2 12+ 6J1-1/3v2 12+ 3 /3= 93 /3.

or |

Remarque : puisque9D[0,2n[et que l'ensemble d’'arrivee darctan est]— ml2, 7T/2[, la
relation @=arctafy/x) n'est valide que lorsque>0. Dans le cas contraire, il faut écrire
0= rr+arctay/ x).

8-
a) V2(L+awft?)
b) Le bateau-sonde ne fournit de I'information que e trajectoire 1D ; il est
nécessaire de rajouter de l'information pour aagcicés aux dérivées partielles
dans l'espace a 2 dimensions. Avec [I'hypothése énégg:

99 _ _Cohex —a +at car 9 09.dr , 90 46 56 99 supposé nul.
or V, 0 dt or dt 086 dt 06
Par ailleurs, des expressions de x et y on peutuidedfacilement

rt) ={x* +y* =Vt

c) La concentration s’écrit donc égalemg(tg)=C, ex;{—aVL+atmaxJ, qui
0

donne aussi g(r,d) =C, EXF{— a (r _\/rmax)

0

j puisque r(t)=V,t et donc
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d)

Moo =Volma- L& pollution est diminuée d'un facteur 5 lorsque
r—=r N V
ex —aw =02,dou r=r_ ——2In02
V, a

ﬂ_a_gar a_g%:—zxﬁaex ( X +y _r )
Oox Or dx 08 dx V,

dy or dy 06 dy V,
Pour le deuxieme bateau, la distance a [loriginet eégal a
r2(t) =V2t?(L+sin?(et)), alors que pour le premier bateau?(t) =Vt?. |
suffit alors de comparer les valeurs prises par fanction

g(r,8) =C, ex;{— aw
VO

'origine. La variation du signal enregistré paraghe bateau est liée a la
dérivée temporelle du signal de concentration. Darsstuation considérée ou
la concentration ne dépend pas de I'argél faut donc comparer en t=200 s
JAC _og dr
or dt
l'inverse, pour connaitre le bateau situé danstezle plus forte variation en
concentration, il faut comparer les dérivées eraespde la concentration.
Puisque le probléme est & symétrie angulaireffit sl comparer les quantités

0

of _ogor  ogde_ 2y&aex;{ (x+y -, )J

j pour les valeursr, et r,de la distance a

les quantités— — calculées pour les deux bateaux=¢, etr=r,). A

Z—gévaluées aux positions=r, etr=r, .
.



