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1 Introduction

Au début des années 1990, B.Dubrovin explique, dans 'article [Dub93], le lien
entre les solutions des WDVV équations (Witten-Dijkgraff-E. Verlinde-H.Verlinde)
et les variétés de Frobenius, notion apparue a la fin des années 1970. Dans ce
méme article, B.Dubrovin construit une structure de Frobenius sur les espaces de
Hurwitz. Ces résultats ont étés rafinés par Markus Rosellen dans ’article [Ros98|.

Les espaces de Hurwitz, notés H,;, sont des espaces de modules de fonctions
méromorphes d’une surface de Riemann de genre g avec des podles d’ordre ng +
1,...,ny + 1 et des points critiques simples sur C.

Pour mon mémoire de DEA, j’ai étudié certains objets que Rosellen a intro-
duits dans son article.

La premiere partie regroupe des résultats sur les revétements qui seront uti-
lisés dans la suite. Tout d’abord, on montre qu’on peut remonter de facon unique
une structure complexe grace a un revétement topologique d’une variété com-
plexe. Puis, sous de bonnes hypotheses, il existe un lien entre les revétements,
les revétements ramifiés et une action transitive d’un groupe fondamental sur un
ensemble fini.

Dans la deuxiéme partie, on définit de fagon ensembliste les espaces de Hur-
witz Hg;. Puis, grace a un revétement, on met une structure complexe sur
H, ;. Ensuite, on construit une courbe "universelle” C et un revétement ramifié
I':C — H,; x CP'. Finalement, on construit, localement, un revétement ”uni-
versel fibré” Cy de H, ., x CP'.

Dans la troisieme partie, on fixe une surface de Riemann de genre g. On définit
le faiseau des 1-multi-formes abéliennes et on en donne une expression locale.

Dans la quatriéme partie, on définit le faisceau des 1-formes descendantes et
on donne, sans démonstration, la structure de Frobenius sur H, C Hg;.
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— Michele Audin, Yann Bugeaud, Thomas Delzant, Mihai Paun et Tilmann

Wurzbacher pour leurs cours de DEA ;
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— Claude Sabbah qui m’a consacré beaucoup de temps pour m’expliquer

les différentes idées de cet article. De plus, ses précieuses corrections ont
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2 Comment remonter une structure complexe ?

Proposition 2.1. Soient X une variété complexe conneze et (E,\) un revéte-
ment topologique a d feuillets de X. Alors il existe sur E une unique structure
complezxe telle que A soit holomorphe, c’est-a-dire (E,\) est un revétement ho-
lomorphe.

Preuve : — Existence :
La structure complexe de X est la donnée d’une classe d’équivalence d’atlas :
soit (U;, gi)ier un altlas qui définit la structure complexe de X. De plus,
quitte a réduire les U;, on peut supposer que chaque U; est trivialisé par
d

A, c’est-a-dire pour i € I on a A" (U;) = HV}’ ol les V; sont des ouverts
=1

disjoints homéomorphe a U; via A; := A |yi. Les applications g; == 9i o A;
J

de V/ dans C sont des cartes sur E. De plus sur ViNViona:

, -1 ; -1 _
giogy, =gioXoA, ogil=gog*

car X} o )\2_1 =Xo)! |V]¢nV’£: id. Comme g; o g, ' est biholomorphe, on a
construit un atlas A holomorphe sur E. On a alors remonté une structure
complexe sur F et A est holomorphe.
— Unicité :

Supposons que F soit muni d’une autre structure complexe, un atlas noté
A’, telle que A soit une application revétement holomorphe. Ainsi I’appli-
cation A\ est holomorphe pour deux structures différentes de E. On note
A4 (resp. Ag) Papplication A de E sur X ou E est muni de la structure
complexe associée a 'atlas A (resp. A').

Ainsi on a le diagramme commutatif :

(B, A) =" (B, A)

A
Al A

X

Comme les applications A4 et A4 sont des revétements holomorphes, elles
sont localement des biholomorphismes. Ainsi I'identité de (F, .A) sur (E, A’
est un biholomorphisme et les deux atlas définissent la méme structure
complexe sur F.

O

Remarque 2.1. Ainsi, quand on a un revétement d’une variété complexe, on
peut toujours supposer que le revétement est holomorphe.

Définition 2.1. Soient E et X deuz surfaces de Riemann, (E, \) est un revéte-
ment ramifié de degré d de X si on a :



1. X est une application holomorphe surjective de E dans X ;

2. il existe un ensemble discret A C X tel que (E — A7(A), \) soit un revéte-
ment de X — A de degré fini, noté d

3. pour tout a € A et z, € A\7!(a), il existe un voisinage U,, C E de x, tel que
A, vu dans les cartes, soit la fonction z — 262N | 04 z est la coordonnée
compleze. On appelle multiplicité de z,, Uentier e,, (A). On dit que a € A
est une valeur critique.

Remarque 2.2. 1. Le point x € F est un point critique de A si et seulement
siegz(A) > 1.
On dit que a est une valeur critique simple si #X~!(a) = d—1. Il existe alors
un unique T € A1 (a) tel que e,,(A) =2 et e,(A\) =1siz € A 1(a) — {zo}-

2. On a pour tout b € B, Z ez(A) =d.
z€A~L(b)
Définition 2.2. Soit X une surface topologique (resp. complexe). Deuz revéte-
ments topologiques (resp. holomorphes), ou deux revétements ramifiés, f : Y —»
X etg:Y — X sont équivalents s’il existe un homéomorphisme (resp.
biholomorphisme) ¢ :' Y — Y tel que le diagramme suivant soit commutatif :

Yy —2sy7

"

X

Le théoreme ci-dessous répond par ’affirmative a la question suivante : peut-
on prolonger un revétement holomorphe défini sur X — A, ou A est en ensemble
discret, en un revétement ramifié sur X 7

Théoréme 2.1. [Ful69, p.544] Soient X une surface de Riemann conneze, A un
sous ensemble discret de X, d un entier positif et x un élément de X — A. Les
ensembles suivants sont en correspondance bijective :

(i) Uensemble des classes d’équivalence des revétements ramifiés holomorphes
connezes 4 d feuillets de X ou les valeurs critiques sont dans A ;

(#) Uensemble des classes d’équivalence des revétements holomorphes connezes
a d feuillets de X — A ;

(#ii) le sous-ensemble de Hom(m (X — A, z),&,) dont les éléments ont pour
1mage un sous-groupe transitif de S .

Preuve : — On va montrer que les ensembles définis par (i7) et (4i7) sont
en bijection : la donnée d’un revétement f induit une action du groupe
fondamental (X — A, z) sur f~(z) = {y1,.--,ya}- En effet, siy € m (X —
A, z), on note ¥; le relevé de  d’origine y;, alors on note y*y; 'extrémité
de ;. On a bien défini une action de m (X — A, z) sur f~!(z). Cette action
est transitive car le revétement est connexe (cf. [God71, p. 122]).

7



Inversement, soit le morphisme « : 7 (X — A,2) — S4. On pose Hy :=
{g € m(X — A,z) | a(g) laisse fixe 1}; alors H; est un sous-groupe de
m (X — A, z). Comme I'm(a) est un sous-groupe transitif de &4, alors pour
tout 7 € {2,...,d} il existe g; € m (X — A, z) tel que a(g;)(1) = i. De
plus H; := a(g;)Hia(g; ') est le sous-groupe de m (X — A, x) qui laisse
fixe ¢. Ainsi H; est un sous-groupe d’indice d de m (X — A, z) en d’autre
termes on peut lui associer un revétement topologique connexe (E, ) a d
feuillets. Puis, d’apres la proposition 2.1, on munit £ d’une unique structure
complexe telle que A soit un revétement holomorphe.

D’apres la définition 2.1, on a une application oubli, noté oub, de ’ensemble
des revétements ramifiés de X ou les points critiques sont dans A dans
I’ensemble des revétements de X — A. Supposons qu’on ait deux revétements
ramifiés Ay : Y7 — X et Ay : Yo — X équivalents, c’est-a-dire qu’il existe
un biholomorphisme ¢ : Y7 — Y5 tel que A\; = A;0¢. Alors les applications
MY —{A (A} — X —Aet Ay: Yo—{\,'(A)} — X — A sont des re-
vétements. Et ils sont équivalents car ¢ : Y7 — {A\; ' (4)} — Y1 — {1 (4)}
est encore un biholomorphisme qui vérifie A\; = A5 0 . Ainsi 'application
oub passe au quotient, et on a bien une application, noté encore oub, de
I'ensemble défini par (i) dans celui défini par (7).

Pour montrer la bijectivité de oub, on va construire son application inverse.
Supposons qu’on ait un revétement connexe A : Y° — X — A. Il faut voir
comment on compléte Y° en un revétement ramifié de X.

Comme il n’y a qu'un seul modele de revétement connexe du disque épointé :
le modele cyclique, on va recoller ce modeéle aux points de A.

Soit a € A et U, un ouvert de X provenant, par une carte g,, d'un disque
D, de C tel que U,N A = {a}. On note U? = U, —{a}. L’ensemble A\~ (U?)
est une réunion disjointe d’ouverts connexes, notons les V°, ..., V;’. Et pour
chaque V;°, I'application g, o A [ye: V> — D; est un revétement. Or les
revétements connexes de DS sont de la forme D° — D2, z — zF ol D°

a’
est un disque épointé. Ainsi, pour ¢ = 1,...,k, le revétement g, o A |V¢° est

équivalent au revétement 7; : DY — D2 qui & z associe 2°(), ot D{ est un
disque épointé ; c’est a dire, il existe un biholomorphisme ¢; de V;° sur D7
tel que le diagramme suivant soit commutatif :

@2
ve -2 D;

gao’\Viol /
1)

D,
On va préciser 'indice e(7) : au revétement A correspond, d’apres (4i7), un
morphisme ¢, de m (Ug, z) ~ Z dans &,4. On considére alors un lacet vy qui
engendre 71 (U;, ). Puis on décompose ¢5(7) en produit de cycles, il y en a
k (autant que de composantes connexes de A1 (U?)), et e(7) est la longueur
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du cycle qui correspond a V°.
On définit la relation d’équivalence suivante : & ~ y si et seulement si x €
Ve, y € D; et ¢f(z) =y. L'application (¢35, Id) : V2 II D; — D, passe au
quotient par cette relation d’équivalence. On note ¢; ’application quotient
de V; := (VP U D;)/ ~ sur D;. Et ¢; est clairement un homéomorphisme.
Puis, on met une structure complexe sur V;; elle coincide avec celle sur V°
c’est-a-dire ¢; est un biholomorphisme.
Ensuite, si pour chaque i = 1,...,k on complete V;° en V;, on a construit
(Y, ) un revétement ramifié de X.
Supposons que (Y%, A1) et (Y5, A2) soient deux revétements équivalents de
X — A via le biholomorphisme ¢° : Y — Y7, alors on compléte ces deux
revétements en des revétements ramifiés Y] et Yy de X . Soit a € A et U, un
petit voisinage de a dans X. Soit y; € Y; tel que A;(y1) = a. Localement,
autours de y;, 'application ¢° s’écrit dans les cartes comme une application
holomorphe de U, — {a} dans lui méme. Donc on peut prolonger cette
application de maniere unique en une application holomorphe de U, dans
lui méme, c’est-a-dire qu’on a prolonger ¢° en un biholomorphisme de Y;
sur Ys.
Finalement, la complétion d’un revétement de X — A en un revétement
ramifié de X est clairement I'application réciproque de oub.

O

Proposition 2.2. Soient X et Y deux surfaces de Riemann compactes ot X est
conneze. Soit X une application holomorphe de Y dans X. Alors X\ est surjective.
De plus X est un revétement ramifié, plus précisement X est ramifiée en ses points
critiques.

Preuve : Comme Y est compacte et A\ est continue alors A(Y) est compact
donc fermé dans X.

De plus comme A est holomorphe, alors A est ouverte donc A(Y") est ouvert.
Ainsi par connexité de X, A est surjective.

On note X' la différentielle de A vu dans les cartes. Soit A = {z € X |
Jy € A7!(z) tel que X'(y) = 0}. Comme ) est une fonction holomorphe, A est
un ensemble discret. De plus X est compacte donc A est un ensemble fini.

D’abord, on va montrer que pour tout z € X — A le cardinal de A\~!(z), noté
n(z), est localement constant.

Soient 29 € X — A et {y1,...,Yn(ze)} = A '(zo). Comme en chaque y;, on
peut appliquer le théoreme d’inversion locale, il existe un ouvert connexe U,, de
X — A contenant z, et des ouverts disjoints V; de Y — {A\71(A)} contenant y;
tels que A est un biholomorphisme de V; sur U,,. Ainsi, pour tout z € U,, on
a n(z) > n(xg). Soit E(n(xy)) := {z € Uy, tel que n(z) = n(xy)}. Comme la
fonction x — n(z) est localement croissante, le complémentaire de E(n(zg))
dans Uy, est un ouvert, c’est-a-dire E(n(xg)) est fermé. Supposons que E(n(zg))
ne soit pas un ouvert, alors il existe x € E(n(zy)) et une suite (z,)pen dans



X — A telle que (zp)pen converge vers z. On construit une suite (yp)pen dans
Y —{A1(A)} telle que y, € A () et y, ¢ LIV;. Soit y un point d’accumulation
de la suite (yp)pen. On a A(y) = z et y ¢ IIV;, ce qui est absurde. Ainsi, E(n(zo))
est ouvert et fermé dans U,,, donc par connexité de U,,, E(n(zg)) = Uy,, c’est-
a-dire le cardinal de A7(z) est localement constant pour tout z € X — A. En
d’autre termes, AN (Uy,) = Vi IL.. . II Vy(4p).

Finalement, \ est localement trivialisable sur un recouvrement convenable de
X — A, cest-a-dire A : Y — {A\71(A)} — X — A est un revétement.

De plus, au voisinage d’un point de A™1(A), A s’écrit, via des cartes, A\(z) = z
ot k est le plus petit indice tel que A*)(0) # 0. O

k

Remarque 2.3. Cette proposition permet de voir les fonctions holomorphes
comme des revétements ramifiés. Ainsi, se donner une fonction holomorphe sur
une surface de Riemann compacte et connexe revient a se donner un revétement
ramifié.

3 Espaces de Hurwitz

3.1 Définition et structure complexe d’un espace de Hur-
witz

On va construire 'espace de Hurwitz H,; qui est un revétement d’une variété
complexe; ainsi on pourra munir Hy, d’une structure complexe en utilisant les
résultats du paragraphe 2.

Définition 3.1. Soient g et M dans N, t = (ng,...,ny) € N¥T1 et d :=
M

Z(nj + 1).
=0
On fize le point a linfini sur CP!.
(1) Un revétement ramifié X : C — CP! est de type t si les poles de X sont
d’ordres ng +1,...,ny + 1.

(i1) L’espace de Hurwitz, noté Hy,, est le quotient ensembliste de I’ensemble
des revétements ramifiés de type t a valeurs critiques simples sur C par la
relation d’équivalence de la définition 2.2. On note [A] les classes dans Hy .

(111) Un revétement ramifié marqué de CP' est un couple (\, Q) ou A : C —
CP! est un revétement ramifié et Q € A7'(o0).

(iv) L’espace de Hurwitz marqué, noté H'y,, est le quotient ensembliste de
l’ensemble des revétements ramifiés marqués (X, Q) de type t, ou Q est un
pole de A d’ordre ng + 1, a points critiques simples sur C par la relation
d’équivalence : (A, Q) ~ (XN,Q') si et seulement s’il existe un biholomor-
phisme ¢ : C — C' qui envoie Q sur Q' tel que le diagramme suivant soit
commutatif :

10



CP!
On note X les classes dans H,,.

On note C()), la courbe associée au revétement \ : C(\) — CP*.

Remarque 3.1. 1. Le nombre de points critiques de A, compté avec multi-
plicité, est b := 2(g + d) — 2.
En effet la fonction A : C — PC! est un revétement ramifié de degré d.
Puis la formule de Riemann-Hurwitz (voir [Mir91, p.52]) donne

29— 2=-2d+) (e,(\)—1)=—-2d+b

peC
dottb=2(g+d) — 2.

2. Soient P,(A) € C(A) les points critiques simples de A. Ainsi les valeurs
critiques, notées u, () := A(P,) € C, sont distinctes et il y en a exactement
N:=b— Z ;.

En effet on a :

b=>(esN) = 1) =D (eq,(V) ~ 1) + .

De plus si A et A’ sont équivalents au sens de la définition 2.2 alors pour
i=1,...,N,onau()) = AF;) = XNo ¢(F;), ol ¢ est un biholomorphisme
de C(X) sur C()\'). Comme ¢(P;) est un point critique de A’ qui n’est pas
un pole pour X, il existe j € (1...,N) tel que u;(A) = wu;(X). Ainsi les
valeurs critiques ne dépendent que de la classe de A dans H,;. On les notes

{ur([AD), -, un([AD}-

On peut alors définir ’application II suivante :

m : H,, — CV
Al — {w(A]), ... un((AD}

avec CN = (CN — D)/Sy ol D est la réunion des hyperplans diagonaux
d’équation u; = u; pour ¢ # j, et Gy agit par permutation des coordonnées
sur CV.

3. Soient A ~ X', c’est-a-dire il existe un biholomorphisme, noté ¢, de C())
sur C(X'). On note Pi(A),...,Pn(A) (resp. Pi(N),..., Py(X)) les points
critiques de A (resp. A'). Comme les valeurs critiques ne dépendent que de
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la classe de A, ¢ envoie les fibres des valeurs critiques sur elles-mémes. De
plus, les valeurs critiques sont simples, c’est-a-dire qu’il n’y a qu’un seul
point critique par fibre. Ainsi, pour i = 1,..., N, ¢(P;()\)) = P;(\'). On
note P;([A]) les points critiques de [)].
Proposition 3.1 (Exemple). /[Dub93, p. 298] Soient g =0, M =0 et ng = N.
L’espace de Hurwitz Ho n s’identifie a l’ensemble E' des polynémes X de la forme :

Ap) :=p" T a1V ..+ ap+a avec a; € C

tels que A(N'71(0)) soit un ensemble a N éléments distincts.

Remarque 3.2. Comme la dimension de I'espace de Hurwitz est [V, il est normal
d’avoir le choix sur N coefficients.

Preuve : Existence : Soit A € [A] ou [\ est un élément de Hoy n. Puisque
toute surface de Riemann compacte connexe de genre 0 est biholomorphe & CP?,
on peut supposer que A\ est une fonction méromorphe sur CP!. Par hypothese,
A a un pole, noté (), d’ordre N + 1. Soit A une homographie qui envoie () sur
I’infini. Ainsi on a le diagramme commutatif suivant :

CP! —2~ Cpt

A

CP*

Et \; appartient a [A] avec un p6le d’ordre N+1 a 'infini. Comme les fonctions
méromorphes sur CP! sont les fractions rationnelles, \; s’écrit :

M (p) = enp1pV T +enp™ + ... 4o avec ¢; € C et cyyy # 0.

Puis en considérant I’homographie h(p) = p/c ou c est une racine N + 1 iéme de
cni1, A1 est équivalente & une fonction du type :

)\g(p) = pN+1 + prN + ...+ by avec b; € C.

Finalement, la fonction p — Ax(p — %) est encore dans [A] et elle est de la
forme : Nt N
Ao(p—) = (p—) +bN]§p—bWN) + ...+ by
= pM*tlran_1pV 1+ +ap.

En conclusion, chaque [A\] € Hq x a un représentant qui est de la forme p™ 1t +
an_1pV 14 ...+ a avec a; € C.

Unicité : Supposons qu’étant donné une classe de ’espace de Hurwitz on ait
deux représentants A\; et Ay de la forme :

Moo= PV ran VT + L+ ag
)\2 = pN'H + bN_le_l —+ ...+ bo.

12



Puisque les biholomorphismes de CPP! sont les homographies, il existe une homo-
graphie h telle que A\; = Ay o h. Comme h envoie le pole de A; sur celui de As, h
préserve l'infini c’est-a-dire h est de la forme : h(p) = ap + b avec a,b € C. Le
coefficient dominant de A; et Ay impose a = 1 et le fait que ay = by = 0 impose
b = 0 c’est-a-dire h = id et donc A\; = M. O

Proposition 3.2 (Exemple). [Dub93, p. 298] Soient g =0 etng= ... =ny =
0. L’espace de Hurwitz HS,(O,...,O) s’identifie a l’ensemble des fractions rationnelles
de la forme :

M

T .. .

p+zp—zQi avecr;,Q; € C et Q; # Q; st it # j.
i=1

Preuve : Existence :

Soit (A, Q) € A. Les poles de A sont Q,Q1, ..., Qa. On envoie Q & l'infini en
composant & droite par une homographie h. Ainsi (A\; :== Ao h,00) € X et A; est
de la forme :

M !

7‘. AY

A1 :rop+00+zp_—b, ot Cy, 7}, Q) € C et 1o # 0.
i=1 J

Puis, on note Ay la fonction p — )\1(”;000). On a alors (\g,00) € A et g est de
la forme :

M "
7l .
Xo(p)=p+> —— our!,Qf €C. (1)
im P~ Q;
Unicité :
Soit (X, Q') ~ (), Q) c’est-a-dire il existe une homographie h de CP' dans
CP! qui envoie @ sur @' telle que A = ) o h. Il reste & montrer que Xy = Ao.
Quitte a renuméroter les pdles \', on peut supposer que h(Q;) = Q; pour i =
1,..., N. Puis comme précédemment, on considére (Ag,00) € X et (A, 00) € N
de la forme (1), ainsi on a la diagramme commutatif suivant :

ho h h(f !
CP' 2~ cpt —- cpt > Cpt
AI
\ lA/ X
ot '

ou

N )
X(p) = p+22i0
N !
X)) = p+20in pjb{i-
On pose H := h{; ' ohohg et H vérifie \y = \jo H. On en déduit que H préserve
I'infini c’est-a-dire H est de la forme ap + b. Puis, d’apres la forme de Aj et A\g on
aa=1et b=0.Ce qui impose Q; = Q; et r; = r;.

13



On conclut que Hy , ) s’identifie & I'ensemble des fractions rationnelles de
la forme (1). O

Remarque 3.3. L’espace Hy , ) s'identifie & (C¥ x (CV — D)) /&y ot D est

la réunion des hyperplans diagonaux et (r, Q) ~ (', Q') si et seulement s’il existe
o E_GN telque o-7 =71 et 0-Q = Q. A I'élément = Hf),(o,...,o)a on associe

(r(N), Q) == ({ri(V), -, 7N} QL) - -, @v(N)})-
Théoréme 3.1. L’ensemble Hy; est naturellement muni d’une structure com-

plexe telle que I1 : Hy ; — @\V soit un revétement holomorphe.

Preuve : On va mettre une topologie sur Hy; pour laquelle II est une appli-
cation de revétement. D’apres la proposition 2.1 p.6, ceci permet de munir H,
d’une structure complexe pour laquelle II est holomorphe.

Pour munir H,; d’une topologie et pour montrer que II est un revétement
il est nécessaire /ge trivialiser I’application II sur tout ouvert d’un recouvrement
convenable de CV.

Soient B := {uy,...,un} € II(Hy,) et A; C C des petits disques autours des
u; choisis de sorte que A := (A; x ... x Ay) /Sy soit inclus dans CN. On fixe
U()EC—S, 0f153:UAiCC.

Soit [A] € IT7'(A), c’est-a-dire [A] est une classe de revétement ramifié de
valeurs critiques {u1([A]),...,un([A])} € S. On a:

(C—{w (), .., un((AD}) = (C= ) & (C - B)

ou ¢ et j sont les inclusions canoniques. On en déduit des isomorphismes cano-
niques %, et j, :

7'('1((C — {ul([/\]), e ,UN([)\])},U()) (“—N 71'1(@ —_ S, U()) ]*—N> 71'1(@ —_ B,Uo)

D’aprés le théoréme 2.1 p.7, la donnée de [)A] est équivalente & la donnée d’un
morphisme de 71 (C — {ui([A]), ..., un([A\])}, uo) dans Gy, car ce morphisme ne
dépend que de la classe de [\]. Comme 7, 0 j, ! est un isomorphisme canonique de
m(C — B, ug) sur m(C — {ui([A]), ..., un([A])},uo), on en déduit un morphisme
de m (C— B, uy) dans &y. Soit [u] la classe du revétement ramifié associé a cette
action. On pose Ba([A]) := ([u], TI([A])) € I7*(B) x A.

On va montrer que Sa : II71(A) — II71(B) x A est une bijection. Soit
([u], {v1,...,vn}) € I7Y(B) x A ou [u] a ses valeurs critiques en B. Comme
précédemment, [u] définit un morphisme de m(C — B, ug) vers &y et m(C —
B, ug) est canoniquement isomorphe a m(C — {v1,...,vn},u). On en déduit
alors un morphisme de 7 (C — {v1,...,un},up) dans Gy, c’est-a-dire une classe
de revétement ramifié [\] € IT"1(A). On pose a([u],{vi,---,vn}) := [A] et il est
clair que a = B3 ". N

On va définir une topologie sur H, ;. Pour chaque {uy,...,uy} € CV, on
construit un ouvert du type A, et soit ¢/ la famille des tels ouverts. Pour U € U,
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on a trivialisé IT au dessus de U, c’est-a-dire By réalise une bijection de IT"*(U) sur
II"1(B) x U. On prend comme ouverts élémentaires les ensembles 3;" ({[u]} x U)
ou II(x) = B. Sur H,,, on met la topologie engendrée par ces ouverts.

Pour cette topologie, soit U un ouvert du type A. On va montrer que [y est
un homéomorphisme. Soit V' un ouvert du type A. Alors, par définition de la

topologie, I’ensemble 35! (V) = U Bv({[u]} x V) est un ouvert. Comme

(WII([x)=B
les bijections du type Ba sont canoniques alors si V' C U, on a fy = By,.

Pour vérifier, la continuité, il suffit de le faire pour des ouverts élémentaires, et
By (V) = B,H (V) qui est ouvert. Donc By est continue et le méme raisonnement
montre que 6,}1 est continue.

Cette topologie rend aussi II continue. En effet, soit U un ouvert du type
A. Alors T™H(U) = U By ({[p]} x V) est un ouvert par définition de la

(wlITI((u])=B
topologie.

Finalement, cette topologie rend II continue, donc II est un revétement. [

Définition 3.2. D’aprés le théoréme précédent, (uy,...,un) est un systéme de
coordonnée sur Hy . On définit, sur l’espace tangent, le produit suivant

9
ou,

€n O €em = Opm€n OU €, =

Remarque 3.4. Pour cette loi, le neutre est e := ) e,.

Proposition 3.3 (Exemple). Soient g = 0,M = 0 et ng = N. L’espace de
Hurwitz Hy v est biholomorphe ¢ un ouvert de CN munit de la structure compleze
standard.

Preuve : En gardant les notations de la proposition 3.1, E est biholomorphe
a un ouvert CY muni de sa structure complexe standard. Ainsi F est muni d’une
structure complexe d’atlas A’ .

Soit r I'application de E dans CV qui & un polynéme P associe ’ensemble
{P(r;),i=1,..., N, ou r; sont les racines du polynéme dérivé de P}.

On a le diagramme commutatif :

E — Ho n

| A
I
cy
ou 7 est la bijection ensembliste de la proposition 3.1.
Comme l'application qui & un polynoéme associe son polynome dérivé et ’ap-

plication qui a un polyndome associe ses racines sont holomorphes alors r est
holomorphe.
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Soit un ouvert qui engendre la topologie de Hy y. Il est biholomorphe & {[A]} x
U d’apres la preuve du théoreme 3.1. Comme 7 est une bijection, on trivialise ¢
sur {[A]} x U. On peut alors munir E d’une structure complexe d’atlas A.

Il faut montrer que A est A’ sont deux atlas équivalents. On a le diagramme
commutatif :

(B, A) - (B, A)

rl ll’[oz’
B
CN CN
Localement dans E, Il o ¢ est un biholomorphisme car c’est un revétement.

Ainsi idg est bien holomorphe. De plus elle est injective et de dérivée partout
non nulle et donc biholomorphe par le théoreme d’inversion globale. O

Proposition 3.4 (Exemple). Soient g = 0 et ng = ... = ny = 0. L'es-
pace Hf),(o,...,o) est naturellement muni d’une topologie telle que ’application ¢ de

Hy .0y dans Hoo,..0) définie par d(X) = [)], soit un revétement.

Preuve : Comme g = 0, on peut fixer la courbe CP! marquée avec le point
00.

Tout d’abord 'application ¢ est bien définie car si (A, 00) ~ (N, 00) alors
A~ N

Comme dans la preuve du théoreme 3.1, on va trivialiser ¢ puis mettre une
topologie telle que ¢ soit une revétement holomorphe.

Soit A € [A] un élément de Hy (o, 0). On note Qo(A),...,Qn(A) les poles de
A. Si on compose A par une homographie qui envoie @;(\) sur oo, alors on a une
fonction, notée \;, telle que A; € [A] mais pour i # j, (A;, 00) » (A}, 00). De plus,
ona¢'([A])={\,i=0,...,N}.

Soit U un ouvert assez petit contenant [A]. Soit 7 € ¢~'(U). Dans chaque
classe de Hf),(o,...,o)a on choisit le représentant privilégié de la forme (1). Ainsi, les
poles de @ sont 00, Q1(f),...,Qn(R). Et il existe ¢ € {0,..., N} tel que pour
tout j € {1,...,N}, Q;(X\;) soit proche de Q;(@). On pose iy : ¢~ (U) —
o () < U, i () = (g, 6(7). -

On va montrer que 7y est une bijection. Soit (\;, [u]) € ¢ 1([\]) x U. Comme
précédemment, dans ¢ ([u]) il existe k € {0,..., N} tel que pour tout j €
{1,...,N}, Q;(N\;) soit proche de Q;(fy). Ainsi, 'application réciproque de iy
envoie (), [p]) sur T

Finalement, comme dans la preuve du théoréme 3.1, on munit Hy , o d’'une
topologie telle que ¢ soit un revétement holomorphe. O

Proposition 3.5. Avec les notations ci-dessus, Hy ) est biholomorphe a
(CN x (CN — Diag)) /Sn muni de la structure compleze standard.

Preuve : D’apres la proposition 3.2, on a une bijection ¢ entre H'g o, o) et
(CN x (CN — Diag)) /Sy définie par la remarque 3.3.
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On peut trivialiser cette bijection, donc mettre une structure complexe sur
H'y (,..,0- On note A’ son atlas.

De plus ’application ¢ de ((CN x (CN — Dz'ag)) /S sur Ho (o,....0) qui & (7, Q)
associe la fonction de la forme (1) est holomorphe.

Ainsi, sur H(),(o,...,o)’ on a deux structures complexes : 'une provenant de la
proposition précédente, on note A son atlas, et 'autre de ’atlas A'.

On a alors le diagramme commutatif :

(HB,(O,...,O)’ -’4121—> (HG,(O,...,O)’ -AI)

Localement dans Hj (0,..,0) ¢ est un biholomorphisme car c’est un revéte-
ment. Ainsi ing ) est bien holomorphe. De plus elle est injective et de dérivée

partout non nulle et donc biholomorphe par le théoreme d’inversion globale. [J

3.2 Construction de la courbe universelle

On va supposer qu’il n’y a que des valeurs critiques simples. Soit N leur
nombre.

On va construire un revétement ramifié I' de C sur Hy; x CP" telle que pour
tout [A] € Hy,, Papplication I'jy; : Cpy — {[A]} x CP' soit un revétement ramifié
de classe [A] ott Cpyj := T~ {[A]} x CP' et Ty :=Tg,;-

Soit u® € CN. Soit U un ouvert de CN qui contient u® tel que m (U, u%) =
ma(U,u°) = 0. Soit 'ensemble XV := ((CP*)N*! — D) /&y ol D est la réunion
des hyperplans diagonaux et Gy agit sur les N premiéres composantes de (CP!)",
c'est-a-dire (uq,...,un,uny1) est équivalent & (zq,..., 2y, Zny1) si et seulement
si {uy,...,un} = {z1,...,zn} et uny;1 = Tny1. Les éléments de XV sont notés
({Ul, e ,UN}, UN_|_1) avec U; 75 Uj Sie 75 j

On a une application oubli, noté oub :

oub XV o
({wr, .. un}unir) — {ur,.. unt

On pose U’ := oub™!(U) et on restreint 1’application oub & U’. Pour u € U, la
fibre au dessus de u est oub™'(u) qui est biholomorphe & CP' — {u}. De méme,
on pose Hy,, :=II""(U) et on restreint IT de Hyy,, dans U.

Proposition 3.6 (Construction locale). Avec les notations ci-dessus, il existe
un ensemble C°y, qui sera naturellement muni d’une structure complexe, et une
application de revétement ¢y de C°y dans U’ xy Hyy, qui vérifie :

st [A] € Hyy,;, alors Uapplication ¢py) de COyyy dans CP' — {TI([A])} est un re-
vétement de classe [\] ot on a identifi¢ U' xy{[A]} = {II([A])} x (CP* —{II([A])}) x
{[A]} avee CP* — {TI([\)} et otk Coupx) = & (U" xu {\]}) et bx) = Bicoy .
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Preuwve : Soit u’ € U. Comme m;(U,u°) = 0, le revétement IT : Hy,, —
U est trivialisable; c’est-a-dire, Hgy,, est biholomorphe & U x II"'(u?). Ainsi
U’ xy Hgy,, est biholomorphe & U’ x I (u?).

De plus, on a la suite exacte

7o (U, u°) — m(oub ' (u°), (W, z9)) — m (U, (u°, zp)) — m1 (U, u%)

ot zyp € CP! — {u°}. Et comme m;(oub™(u?), (v, zy)) = 7 (CP* — {u’}, zo),
71 (U', z9) est isomorphe & 1 (CP! — {u°}, zp).
Soient [\] € II7!(u%). D’aprés le théoréme 2.1, [\] induit un morphisme de
71 (CP!' — {u°}, z9) dans &,4. On a alors un revétement, noté ¢y, de Cyy sur
U'.
Puis on pose C°y := H Cu,n-
M€eHg ¢y
II([A])=u®
Ainsi on a construit une application, noté ¢y :
oy - C°y — U’ x H_l(go)
z€Coyp > (ow(=), [A])

L’application ¢y est un revétement car ¢y est un revétement. Finalement, C°y
est naturellement muni d’une structure complexe. O
Remarque 3.5. On ne s’est pas sevi de ’hypothese sur les valeurs critiques.
Comme U’ C U x CP!, on va compléter C°; en un revétement ramifié de
Hg,tU X (CP]'
Proposition 3.7 (Complétion de C°y). Il existe un ensemble Cyy et une ap-
plication ¢y tels que Cy — Hy ;¥ CP!' soit une application holomorphe qui
vérifie : pour tout [\] € Hgy, Uapplication ¢p : Cupy — {[A]} x CP* od
~ -1
Cupg :==dpy  ({[A]} x CP') est un revétement ramifié de classe [A).
Preuve : Onpose X := (U xCP')—U" = {(u,u’) avec v’ € u et u € U}. Soit
u® € U. L’application proj : ¥ — U, (u,u') — u est un revétement qui est
tivialisable car m(U, u°%) = 0. On note ¥; la composante connexe de ¥ contenant
(u®, u?). Ainsi, chaque ; est biholomorphe & U et £ =%, IT... 11 Zy.
Soit o; la section holomorphe de proj telle que o;(U) = %;.
Lemme 3.1. Avec les notations précédentes, il existe un btholomorphisme f; de
U x CP' sur lui-méme tel que le diagramme suivant soit commutatif :

2 L U x {0}
br1

%

U

ot pri(u,o0) = u.



Preuve du lemme : Comme proj est un biholomorphisme entre U et ¥; d’ap-
plication réciproque o;, 'expression en coordonnées de o; est : o;(u) = (g(u), h(u))
oll ¢ est un biholomorphisme de U dans U et h une application holomorphe de
U dans CP*.

1

Ainsi le biholomorphisme donné par f;(u,z) := (g7 (u), m) convient. [J

Pour chaque %, quitte a appliquer le lemme précédent, on peut supposer que

Puis, on prend un voisinage tubulaire D; := U X Dy, de ¥; ou Dy, est un
voisinage de l'infini dans CP* tel que pour ¢ # j on ait D; N X; = (. On pose
D,? = D, —Ei C U'.

On peut restreindre 'application oub & D et pour u € oub(Dy) alors oub™ " (u)
est homéomorphe a un disque épointé. Ainsi on a la suite exacte :

7o (U, u®) — m;( disque épointé ) — m (D}, (w®, 2¢)) — m (U, u°)

olt 7y € CP* — {u°}.

Les hypotheses sur U implique que 71 (D;, (u°, zo)) = Z. De plus, comme dans
la preuve du théoréme 2.1, les revétements de D; sont de la forme U x D° — Dy,
(u, z) — (u, 2"™) ot D° est un disque épointé et n € N.

On note V2; avec k € K le nombre de composante connexe de ¢~ (D7 xy
H, ) et pour chaque k, ¢ ‘Vko,i : Vigi — DiXyHgyy, est un revétement équivalent
amg; o (UxD®) xy Hgyy — Df xu Hgy, ((u, 2), [A]) — ((u, 2™), [A]) olt ng;
est un entier bien déterminé (dans notre cas ng; = 2 car les valeurs critiques sont
simples) ; c’est-a-dire, il existe un biholomorphisme ¢; ; de Vi ; sur (U x D°) xy
H,,; tel que le diagramme suivant soit commutatif :

o

Pk,i

V}coz (U x D°) xy Hy iy
‘|
D; XU Hg,tU

On définit la relation d’équivalence suivante :x ~ y siet seulement siz € Vj;,
y € (Ux D) xy Hgy, et ¢y ;(x) = y. L'application (¢} ;, Id) : VI ((U x D) xy
H, ;) — (U x D) xy Hyy, passe au quotient par cette relation d’équivalence.
On note ¢ ; I'application quotient de Vj; = Vk"z/ ~ sur (U x D) xy Hg .
Et ¢ ; est un homéomorphisme. Puis on met sur V}; un structure complexe qui
coincide avec celle sur Vp;, c’est-a-dire @y ; est un biholomorphisme. Finalement,
pour chaque ¢,k on compléte V°; en Vi ;, et on a construit le revétement ramifié

souhaité ¢y : Cy —> Hg,,, x CP. O

Remarque 3.6. Ici on a utilisé ’hypothese qu’il y a des points critiques avec
des ordres fixés. Mais on n’a pas fait de différence entre les podles et les points
critiques a valeur finie.
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Pour construire globalement la courbe universelle on a besoin de supposer
d > 2 et que les points critiques (& valeur finie ou inifinie) sont simples.

Proposition 3.8. Soit U un recouvrement de CN tel que pour tout ouvert U C U
on ait m (U) = m(U) = 0. Soient U,V € U. Il existe un unique biholomorphisme,
noté fuy, tel que le diagramme suivant soit commutatif :

fuv
Cujvny ——— Cyunv

& 7

H x CP!

9,tunv

Preuve : Existence : Soient ¢y :C°y,., — (UNV) et ¢y : Covy, —
(UNV)'. D’apres la construction locale (cf. la preuve de la proposition 3.6), ¢y
et ¢y sont deux revétements de (UNV)' qui induisent la méme action du groupe
fondamental de (UNV')'. Ainsi, ces revétements sont équivalents, c’est-a-dire qu’il
existe un biholomorphisme f7, de C°y)y,, sur Coy -

Puis, on compleéte C°yy,,, et Covyy €n Cyjyny €t Cujypny - Localement, autours
du diviseur de ramification, I’application fg et son inverse restent bornées. On
peut donc la prolonger en un biholomorphisme fyy de Cyy,., dans Cy,,

Unicité : Supposons qu’on ait deux biholomorphismes fyy et guv.

On va utiliser le lemme suivant

Lemme 3.2. [Ful69, p. 5/8] Soient d > 2 et f : Y — CP' un revétement
ramifié de degré d a valeurs critiques simples. St ¢ : Y — Y est un bitholomor-
phisme de Y tel que f oy = f alors ¢ est l'identité.

—~—

On fixe [A] € Hg ;> €t on applique ce lemme au revétement ramifié ¢y,[y :
CU7[A]‘UOV — (C]Pl et au biholomorphisme fU,V,[/\] Ogl;,lV,[)\] ou fU,V,[/\] et gu,v,z sont
deux biholomorphismes de Cy,xjunv sur Cy,zjunyv- Ainsi on a fyy = guy-

]

Corollaire 3.1. Avec les notations de la proposition précédente. Soit la relation
x ~ y si et seulement si x € Cyjunv, ¥ € Cviunv et fuy(z) =y. Cest un relation
d’équivalence.

Preuve : Pour la réflexivité et la symétrie, il suffit de prendre fyy = id et
fvu == fy %, D’apres la proposition 3.8 I'application fyy est unique, ceci implique
la transitivité de la relation. O
Corollaire 3.2 (Construction globale). Soit C := H Cy/ ~. On a un revé-

ucu
tement ramifié T' : C — Hy, x CP" telle que pour tout [A] € Hyy, Ty : CA] —

{[\]} x CP! soit un revétement ramifié de classe [)].

Notation :

On note A la fonction de C dans CP' telle que A |, : iy — CP' est un
revétement de classe [)].

On note & la fonction de C dans Hy; qui & P € Cpy associe []].
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Définition 3.3. Ainsi, les fonctions uy,...,un, A forment un systéme de coor-
données locales sur C°. On note ey, ..., en, 0y leurs champs de vecteurs associés.

On définite :==> €, et E := ) upé,.

3.3 Construction locale du revétement universel fibré de
o]
CU

On garde les notations et les hypotheses du paragraphe 3.2.

Dans le paragraphe précédent, on a complété C°y aux poles et aux points
critiques pour obtenir Cy. Dans ce paragraphe, on complete C°y aux points cri-
tiques, et on note C;; cette complétion. Ainsi on a construit un revétement ramifié
¢2] : Cf] — Hg7tU X C
Proposition 3.9. Avec les notations ci-dessus, il existe un ensemble 5[& qui sera
munt naturellement d’une structure compleze, et un revétement my de Cy sur Cp;
tels que pour tout [A] € Hgy;, Cupy = ﬂal(Cf,,[)\]) soit un revétement universel
de C&[/\].

Preuve : Surchaque composante connexe de Cf;, on a un revétement universel.
On note Cy la réunion disjointe de ces revétements universels Cp;. Ainsi, on a

une application my : Cy — Cp qui est un revétement universel sur chaque
composante connexe de Cg;. On a alors le diagramme suivant

o

Cu 5 Cy —5 Hyyy x C

Ainsi on la suite exacte suivante
To(Hgyy X C) — mi(Cirpny) — m(Cy) — m(Hgyyy x €)

ol Cppy = (¢3) " ({[A]} x C). Or comme Hy,,; x C est biholomorphe & (U x
{ensdiscret}) x C, sont premier et deuxiéme groupe fondamental sont réduit au
neutre. Donc m1(Cyy ) est isomorphe & m1(Cy). Ainsi Cy est aussi un revétement
universel fibre a fibre. O

Notation : On note kK l'application de 5U dans Hg ;. On a le diagramme
commutatif suivant

~ U °
Cv—C
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4 Multi-formes abéliennes sur une surface de
Riemann

Dans cette partie, on va définir la notion de multi-forme sur une surface de
Riemann compacte.

Soient C une surface de Riemann compacte connexe de genre g et Qo, ..., Qn
des points sur C. On note # : C — C° un revétement universel de C° :=
C —{Qo,...,Qum}. Soit z; une coordonnée locale définie sur un disque D; qui

contient Q; et telle que z;(Q;) = 0 pour j =0,..., M ; on note D§ := D; —{Q;}
On note aussi M(U) et M'(U) 'ensemble des fonctions méromorphes et des
1-formes méromorphes sur une surface de Riemann U.

On peut alors définir deux faisceaux sur C° :

1. Soit U un ouvert de C°. On pose Mco(U) := M(U) et on note par Mco
le faisceau des fonctions méromorphes sur C°.

2. Soit U un ouvert de C°. On pose Mg.(U) := MI(U) et on note par M,
le faisceau des 1-formes méromorphes sur C°.

4.1 Définition d’une multi-forme

Définition 4.1. 1. Soient X et E deux variétés topologiques et p un revéte-
ment topologique de degré d de E sur X. Soit f une fonction continue de
E dans C. Alors on peut aussi considérer f comme une multi-fonction
continue de X dans C. Soient x € X et p~'(x) := {y;,i = 1,...,d} alors
les f(y;), pouri=1,...,d, sont les différentes valeurs de la multi-fonction
fenxz e X. On a diagramme le suivant :

E-L-cC

|s

X

2. Soient X et E deuz variétés C* et p un revétement C* a d feuillets de
X. Soit w une k-forme différentielle de E dans C. Alors on peut aussi
considérer w comme une k-multi-forme de X dans C. Soient z € X et
p Hz) := {yi,i = 1,...,d} alors les w(y;), pour i = 1,...,d, sont les d
k-forme-multilinéaires alternées définies sur Ty, E de la multi-forme w en
z € X. On a le diagramme suivant :

T, B* Y ¢

i(p,---,p)

T, X*
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ot (p,...,p) est un difféomorphisme.
Remarque 4.1. La donnée d’une multi-fonction ou d’une multi-forme dépend
de 'application p. On omet cette dépendance dans la notation quand il n’y a pas
d’ambiguité. Par la suite ’application 7 jouera le role de p.
Exemple 4.1. Soient p I'application exp : C — C* et f l'identité de C. On a
le diagramme suivant :

c-1d. ¢

expl /
log
(C*
La multi-fonction associée & 'identité correspond, sur ’ensemble exp™(2)
avec zg € C*, aux différentes déterminations du logarithme de zp.

Proposition 4.1. Soit lapplication m : C—sC° définie au début du paragraphe
4. Ainsi on définit le faisceau des 1-multi-fonctions méromorphes sur C°,
noté Mce, en posant :

Mce(U) := M(xY(U)) 0t U est un ouvert de C°.

Preuve : - Soit V.C U C C° alors n=}(V) C 71 (U) et donc M(mx~*(V))
est inclus dans M (7n~1(U)). Soient les applications suivantes :

Tuy MC°(U) — MC°(V)
f— flv

On a clairement ryy =id |y et rwy oryy =rgw avec U CV C W C C°.
— Soit (U;)ier un recouvrement d’ouverts de C°. Soient U un ouvert de C° et

f.g € ./,\/lvco(U) tels que f |y,= g |y, pour tout i € I. Alors f — g = 0 sur
chaque U; donc sur C° c’est-a-dire f = g.

— Pour ¢ € I, soient s; € Mco(U;) tels que sur U; NUj on a s; = s; alors il
existe f € Mco(C°) tel que f |y,= f; pour tout i € I.

Ainsi on a bien vérifié que Mvco est un faisceau sur C°. O

Remarque 4.2. On peut, de la méme maniére, vérifier que les 1-multi-formes
méromorphes sur C°, noté M., est un faisceau sur C°. C’est-a-dire on pose :

pour U un ouvert C°, ML, (U) := M (x~1(U)).

4.2 Multi-formes abéliennes

Comme C est connexe, localement connexe par arcs et semi-localement sim-
plement connexe alors C' est simplement connexe d’apres la propositions 5.3. de
[GodT1, p. 137]. Ainsi le groupe fondamental 7 (C°) = Aut(C/C°) agit transiti-
vement sur les fibres de 7. Soient U un ouvert de C° et u® € U. Alors m;(C°, u?)
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agit transitivement et par biholomorphisme sur 7—!(U). On définit alors I’action
suivante : ~ _
m(C°u’) x MEU) — M (U)

(v, w — Yw
ol 7v*w est 'image inverse de w par le biholomorphisme donné par 7.
Définition 4.2. Soient v € m(C°) et w € ML (U), on définit I'application
sutvante : ~

incr(w) : m(C°u) — MG (U)
v o oanery(w) (= yw —w

on appelle incry(w) lincrément de w le long de .

Remarque 4.3. 1. On sait que le revétement universel du disque unité époin-
té D° est D° := {( € C | Sm({) > 0} (cf. [Mir91, p.86]) ou 'application
revétement est I’application ¢ — exp((). Ainsi si on appelle z la coordonnée
complexe sur D° et ¢ la coordonnée sur D° alors on a exp({) = z c’est-a-dire
¢ est un ”logarithme”. Remarquons aussi que d¢ = 71'*(%).

2. Le nombre de composantes connexes de 7~*(Dj) peut étre indexé par les
ensembles K;. On les note par D’ avec ¢ dans K. Si on applique le pomt

précédent a chaque Dz alors on définit un logarithme C sur chaque D; et
on note ( l’apphcatlon

¢: ] b cé—wcmag@ = ¢
€K

Comme 7 est un revétement alors localement on peut remonter la coor-
donnée z; de D; sur D’ ol on la note encore z;. Ainsi sur D} on peut

choisir C]@ telle que pour P € D} on ait :

¢ (P) =1log(z(P)) (2)

ou log est le logarithme définit sur C — R*.
Soit j l'injection canonique de C° dans C alors sur C on a le faisceau j*MCo,

qui est défini par j,ML.(U) := ML (U N C°) avec U un ouvert de C. On peut
prolonger 'application :

7* : j*ﬂl(-jo — j*ﬂlo
w — Yw

Dans la définition ci-dessous, on veut définir un sous faisceau de j, Mg, ; pour
cela il suffit d’imposer une ou plusieurs conditions aux points @);.
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Définition 4.3. 1. Soit U un ouvert de C. Une 1-multi-forme w € j,Mk.(U)
est une l-multi-forme méromorphe logarithmique a Uinfini sur U si
pour tout Q; € U, il existe des fonctions méromorphes @i ; et pq; sur un
voisinage ouvert U; C U de Q); telles que :

sur Uy :=m "(Uj), on ait w = 15+ (b,
ot ¢,;(C) = W*(QOk,j(Z)‘i—z) pour k =1,2.

2. Soient U un ouvert de C et u® € U. Une 1-multi-forme w € j, ML, (U) est
une 1-multi-forme abélienne sur U si w est logarithmique a linfint sur
U et si pour tout v € m(C°u’) on a incr,(w) € dMc(U), ot dMc(U)

—~

est ’ensemble des 1-forme méromorphes ezactes sur U. On note par MY
le faisceau des 1-multi-formes abéliennes sur C.

Remarque 4.4. 1. On reprend les notations de la remarque 4.3 point 2.
Soient v € m(C°,u’) (ot u® € D3) et w une 1-forme méromorphe loga-

—~

rithmique a I'infini sur D; alors sur Dj- avec 1 € K, on a :

incr, (W)@ = (yw)® —
= 615+ (7O D2y — p1j — (Do ,
= 2ink{ ¢y ou k¥ e z

car comme ¢ ; et ¢ ; proviennent de 1-formes sur D, elles sont invariantes
par laction de v et (v¢)® = ¢® + 2irk{? (deux déterminations du loga-
rithme different de 2ik).

2. Soit U un ouvert de C. Siw € M%(U) et incr(w) = 0 alors w € MY(U).
En effet, si on prend « un petit lacet autours de @); alors, d’apres le point
précédent, incr,(w) = 2im¢y ; donc ¢y ; = 0 c’est-a-dire w = ¢;,; donc w est
bien une 1-forme méromorphe sur U C C.

3. Dans la définition des 1-multi-formes méromorphes logarithmiques a I’infini,

on a unicité de ¢y ; et ¢ ;.
En effet, comme 7* est injective (car 7 est surjective), ainsi 'unicité de ¢;
revient a celle de ¢;. Supposons que w = ¢y ; + (¢a,; = ¢} ; + (B3 ;, alors
lincrément de ¢y ; — ¢} ; + ((¢2,; — ¢5 ;) est nul. La remarque précédente
implique que ¢2,j — ¢I2,j = 0, d’ou ¢1,j — Il,j =0.

4. Pour les 1-multi-formes abéliennes, la condition sur I'incrément impose deux
choses :

(i) Vincrément n’est plus une multi-forme c’est-a-dire incr,(w) € Mg(U)
pour U C C;

(ii) T'incrément est exacte sur C c’est-a-dire ¢o; = 7 (¢2,;%) est une 1-
multi-forme exacte sur C (cf le point 1 ci-dessus) et donc ¢, ;(0) = 0.
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La condition sur I'incrément permet d’intégrer w € /’\‘/tJ}j(C) sur un élément de
H'(C°,Z), plus précisement on a le lemme suivant :

Lemme 4.1. Soient w € M};(C) sans résidu sur C et Py € C° telle que w soit
holmorphe en tous les points Py € n=1(Py). Pour un lacet v dans C° d’origine
Py, on note g le relevé du chemin y d’origine Py. Alors lintégrale

o1

Po
ne dépend que de Py et de la classe d’homologie de v dans H'(C°,Z).

Preuve : Soité € m(C°, Fp). On note 8, Py extrémité du relevé de 6 d’origine
Py. Comme ’action du groupe fondamental est transitive, on a :

{6, Py avec § € m(C°, By)} = ' (Py).

w:/ w:/ d*w:/ w—i—/ incr,;(w):/ w
5*’1170 B, VB, 75, i

En effet, comme w € M{(C) alors d’aprés la remarque 4.4 point 4 , incrs(w) est
une forme exacte sur C. Ainsi on a :

/ incrs(w) = /incrg(w) = 0 par Stokes.
5= Y

Py

De plus,

J

54 Py

On a montré que cette intégrale est indépendante de choix de ’150/.
Soient 7 et 7' deux lacets homotopes dans C°. Leurs relevés Vg €t 'y% sont
0

aussi homotopes dans C ainsi I'intégrale est bien définie sur m,(C°, Py) car w n’a
pas de résidus sur C. Comme l'intégrale est additive et H'(C°,Z) = w1 /[my, m1]
alors I'intégrale peut étre définie sur H'(C°, Z). O

Remarque 4.5. Soient w € MV}J(C) et Py € C° tels que w soit holomorphe sur
7~ 1(P,), alors 'incrément peut étre défini sur H*(C°,Z) :

incr(w) : H*(C°,Z) — T(C,dM¢)

car I'(C, dMc) est abélien.
De plus incr(w) est un morphisme de groupe car on a :

incrs(w) = (76)*'w —w = 6*(y*'w — w) + §*w — w = incrs(w) + incr, (w)

en effet 6*(incr,(w)) = incr,(w) car I'incrément n’est pas un multi-forme (cf. la
remarque 4.4 point 4).
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Proposition 4.2. Soit w € ﬂ};(C) Dans un voisinage de D}, w s’écrit :

w= Z ck,jz;-“dz + d(gﬁ;;) (4)

k>—K

ot c; € C et q/b;; sont uniquement déterminées par 2i7rda>;; = incry; (w) et

$2,;(Po) = 0. On appelle partie méromorphe la série Y, . ck,jz;-“, la par-

tie polaire de Laurent le polynome Z;i_K cka’-“ et le r;’sidu en BE, noté
resp; (w), le nombre compleze c_y ;.

Preuve : — Existence :
Soit w € Mg(C) alors, d’aprés la remarque 4.4 point 4, on a incr, (w) =
2ik7@2,j = 2ik,md¢, ; car 'incrément est une 1-forme exacte sur C. Ainsi

sur D;. on a:

S —dz __
W= ¢1; +Cdoj = ¢1; + d(CPaj) — ¢2,;dC = P15 — ¢2,j% + d(¢2,;¢)-

J

— Unicité : .
D’apres la remarque 4.4 point 3, ¢ ; et ¢ ; sont uniques et pour ¢, ; on a le

choix d’une constante mais la condition ¢ j(Py) = 0 impose cette constante.
O

Définition 4.4. Une 1-formew € /’\/IVE(U), ot U est un ouvert de C, est appelée :

(i) holomorphe en Q; € U si la partie polaire de Laurent de w au voisinage
de Q; vaut 0,

(i) holomorphe en P € U, P # Q;, siw est holomorphe en tout Pe 7 1(P);
(#3) 1-multi-forme holomorphe sur U siw est holomorphe en tout P € U.

On note ﬁé le faisceau sur C des 1-multi-formes abéliennes holomorphes.

5 Structure de Frobenius locale sur un sous-
espace de H;

5.1 Définition des formes descendantes

Dans le paragraphe 3.3, on a le diagramme commutatif suivant

~ Livod °
Ccv——Co



Définition 5.1. Soit V un ouvert de CNU, le faisceau des 1-multi-formes ho-

lomorphes de Cy relative a Hy;;, noté Q}:;U JH, 4 est l’ensemble des 1-forme
9,t U
holomorphe w qui s’écrivent localement : w(u,z) = f(u,z)dz ot (u, z) sont des

coordonnées locales sur Cy.

Définition 5.2. Une 1-forme w € %*Q}:'U/H ) (V), V. .C Hyyy,, est appelée une
9,tU

1-forme descendante sur V si
1. pour tout [\] € V et pour tout A € [A], w(II(X),-) appartient a QE(/\) ;
2. les a-périodes sont constantes;

3. les incréments sont constants et a valeur dans C(A)dA.

On note par Q C k0% le faisceau des formes descendantes.
CU/Hg,tU

Pour w € Q(V), soit H, ’ensemble des [A] € V tels que pouri =1,..., N on
ait w(II([A]), Pi([A])) # O.

5.2 Définition de la structure de Frobenius locale sur H,

Soit M une varitété complexe. On note ©,, le faisceau des champs de vecteurs
holomorphes sur M et Oy, le faisceau des fonctions holomorphes sur M.

Définition 5.3 (Structure de Frobenius). [Sab01, p. 209] Sur chaque espace
tangent de M, on se donne une forme bilinéaire non dégénérée g, un produit x as-
soctatif et commutatif d’élément unité e. On dit que M est muni d’une structure
de Frobenius si les conditions suivantes sont satisfaites

1. la métrique g est plate et 7(e) = 0 ot <7 est la connexion sans torsion
associé a g ;
2. /¢ est symétrique ot c(&1,62,€3) = (&1 x &2, &3) pour tout &1, 2,83 € Our;

3. il existe un champ de vecteurs €, appelé champ d’Euler, et un nombre com-
plexe D tels que;

(a) Uendomorphisme 7€ de Oy est une section \/-horizontale du faisceau

E’ndoM (@M) ;
(b) on a L£p(g(&,m)—9(Leé,n)—9(§, Len) = D-g(&,n) pour tout champs
&n;
(c) ona Lg(Exn)) — L€ n—ExLpn=E*n;
On note D := Lg5, et D := £E+A3,\' Comme D et Dpg agissent sur
~ Ol 4fni .
H*QgU/Hg,tU’ on définit Qg := ker(D) N Q.
Définition 5.4. 1. Une forme primaitive est une section du faisceau ).

2. Une forme primitive w est appelée primitive homogéne s’il existe un
nombre compleze [w] tel que Dpw = [w]w.

N 2
Pour w € {2y, on pose g, := Z (respn;)—A> (duy)?.

n=1
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Théoréme 5.1. Soit w € Qy. (Hy,0,9,) est un structure de Frobenius avec
comme élément unité e := Y e, et comme champ d’Euler € := > upe,.
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