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ETIENNE MANN

1. SIMPLICITE DE PSL(n,k)

Cf : Perrin p.102

Théoréme 1. PSL(n, k) est simple sauf dans les deuz cas suivants :
en=2k=F,
N = 2, k= ]F3

Remarques :

(1)
(2)

3)

(4)
()

Connaitre les cas particuliers, par exemple PSL(2,Fy) ~ S5 (Perrin
p.106) donc PSL(2,F3) n’est pas simple.

Dans la démonstration on sépare les cas n > 3 et n = 2, bien com-
prendre d’otl cela vient, et regarder les pages précédentes dans Perrin
ou il démontre des résultats relatifs aux groupes linéaires (généra-
teurs, groupes dérivés, centres,...).

Dans cette démonstration comme dans presque toutes les démonstra-
tions de simplicité on connait les générateurs et leur comportement
par conjugaison (par exemple, les générateurs sont conjugués entre
eux) puis on suppose par I'absurde qu’il existe un sous-groupe dis-
tingué H non réduit au neutre. Ensuite on considere h # Id dans
H et on regarde les commutateurs hgh~'g~! qui est encore dans H
pour tous les g dans le groupe considéré puis on cherche g tel que
hgh~1g~1 soit un générateur, puis on conclut. Il est évident que lors
d’une présentation orale il faut insister sur le caractere général de
cette méthode.

Bien comprendre l'interprétation géométrique des transvections et
des dilatations.

Bref une bonne lecture du Perrin s’impose!

2. SIMPLICITE DE O™ (3, R)

Cf : Perrin p.148, Audin p.123 et p.283

Théoréme 2. Le groupe OT(3,R) est simple.

Remarques :

(1)
2)

3)
(4)

Regarder la remarque 3 du paragraphe 1
Dans Audin p.121 exercice 10 (corrigé p.283) il y a des précisions
concernant la démonstration du résultat suivant (je reprends les no-
tations de Perrin) : on a y; et y2 dans S tels que |y1 — y2| = m et
on veut montrer qu'il existe u’ € N tel que v/ (y1) = yo.
Dans la démonstration on a utilisé que R est archimédien, voir un
contre-exemple dans Perrin p.158 exercice 2.
Connaitre quelques propriétés topologiques de O(E) (cf dans Au-
din p.50 et Arnaudiés T 4 p.70) ou E est un R-espace vectoriel de
dimension n par exemple :

e O(n) est compact et O™ (n) est compact.
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e O™ (n) est connexe par arcs.
e O(n) a deux composantes connexes.
3. SIMPLICITE DE PO%(n,R) POUR n > 5
Cf : Perrin p.150
Théoréme 3. POT(n,R) est simple pour n =3 et n > 5.

Remarques :

(1) Regarder la remarque 3 du paragraphe 1.
(2) Si la dimension est impaire, l'existence d’un point fixe pour p est
clair. En effet il suffit de réduire p sous la forme suivante :

Id 0 0
0 —-Id

R(61)
: " 0
0 - ... 0 R(6,)

ou R(#) est une matrice de rotation d’angle 6.
(3) Si N est un sous-groupe distingué de O(n,R) et qu’il contient stricte-
ment le centre alors N contient OT (n, R) dés que n > 3.

4. CLASSES D’EQUIVALENCE DANS My ,(A) ET DEUX APPLICATIONS

Cf : Artin p.459 pour 'existence, Goblot p.161 pour 'unicité, Jacobson
p-182 pour l'application, L.Schwartz p.45 pour les groupes abéliens, Franci-
nou p.3

Théoréme 4 (Artin p.459 et Goblot p.161). Soient A un anneau euclidien
et M € M, ,(A) ot le rang de M est r, alors il existe dy,...,d, dans A
uniques a un inversible pres tels que d; divise d;+1 et M soit équivalente a
le matrice sutvante :

d 0 - 0
0 .
: .o dr 0
0o --- 0 2

Le “?7 signifie qu’on ne sait pas a priori comment se finit la matrice.

Remarques :

(1) Ce théoreme est tres important car il a des applications dans dif-
férents domaines et donc il crée un “pont suspendu” entre ces do-
maines.

(2) Ce théoréme est encore vrai si 'on suppose A principal (cf Goblot
p.161).
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(3) La démonstration donne un algorithme constructif cependant il est
un peu bizarre : il faut bien expliquer pourquoi il se termine en un
nombre fini d’étapes.

Application : (Jacobson p.182) Soient A un anneau euclidien et G un
A-module de type fini alors G est isomorphe & A/(dy) @ --- @ A/(d,) & A?
avec d; qui divise d;;+1 et d; unique a un inversible pres.

Remarques :

(1) Le résultat est aussi vrai pour A principal.

(2) Attention I'unicité des d; ne résulte pas du théoréme précédent, com-
prendre pourquoi!

(3) Dans la démonstration de l'application on utilise des résultats sur
les modules libres de type fini. Par exemple : un sous-module d’un
module libre est libre et un sous-module d’un module de type fini est
de type fini (Attention il ne faut calquer les propriétés des espaces
vectoriels sur les modules).

(4) Selon la forme de la matrice du théoréme 4, savoir si le A-module
considéré a une partie libre.

(5) Savoir écrire un groupe abélien fini sous cette forme, par exemple
Z/A x )27, Z/4 x ZJ18... et savoir passer de 'écriture Z/p7* X
- X Z/p;F (avec les p; premiers) & celle proposée ici.

Application : (Schwartz p.45 et Francinou p.3) Soit G un groupe abélien
fini, alors il existe my,...,m, dans Z uniques tels que m;41 divise m; et G
isomorphe Z/my X -+ X Z/m,.

Remarques :

(1) Dans Schwartz, il ne justifie pas pourquoi si d divise 'ordre de G
alors il existe un unique sous-groupe de G d’ordre d. C’est fait dans
Francinou p.3.

(2) Vers la fin de la démonstration, Schwartz ne dit pas clairement qu’il
y a une équivalence entre p divise m,, et p divise m,,.

5. REDUCTION DE FROBENIUS ET REDUCTION DE JORDAN PAR LES
K[X]-MODULE

Cf : Artin p.476, Jacobson p.189
Soit K un corps, on prend K = R ou C. On note L(E) I'ensemble des
endomorphismes de F.

Théoréme 5 (Réduction de Frobenius, voir Artin p.476 et Jacobson p.189).
Soient E un K-espace vectoriel de dimension n et f € L(E) alors (E, f) est
isomorphe comme K[X]-module ¢ K[X]/(P1) @ --- & K[X]/(Pr) ot les P;
sont des polynomes unitaires dans K[X] tels que P; divise Pyy1. Les P; sont
UINIQqUES.
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De plus la matrice de f est semblable a

M 0

0 M,
ou M; est la matrice compagnon de P;.

Remarques :

(1) Quand jécris (E, f) cela signifie que considére E comme muni de la
structure de K[X]-module définie par f. Ainsi dés qu'on démontre
un résultat de structure sur les modules (cf le théoréme 4) on peut le
transposer en algebre linéaire par 'intermédiaire des K[X]-modules
(cf Artin p.476)'. La clé de la démonstration est le théoréme 4.

(2) Cette réduction peut étre obtenue directement (cf Gourdon algébre
p-281) mais cela cache la jolie forét des K[X]-modules.

(3) Ce qu’il faut bien comprendre c’est que (F, f) et (F,g) sont isomor-
phes comme K[X]-modules si et seulement si f et g sont conjugués
(par un élément de GL(E)).

(4) Les P; sont appelés les invariants de similitudes car deux endomor-
phismes sont semblables si et seulement si ils ont les mémes invariants
de similitudes (encore heureux!).

(5) Le polynome caractéristique c’est (—1)"P; - - - P, et le polyndéme min-
imal c’est P,, pourquoi ?

Application : Réduction de Jordan, cf Artin. Soient K = C et A €
M, (C) alors A est équivalente & la matrice :

Ji 0 .
P 0 DY

Remarque : Comment faire pour passer d’une décomposition de Jordan
a la réduction de Frobenius ? Regarder dans Jacobson p.185 (il le fait sur les
groupes abéliens finis mais c’est la méme méthode). Prenons un exemple :
soit la matrice

<

Il
cocococor
cocoownvo
cooconmroO
coocwooo
cowoooo
cwooooo
w—rooooo

Lot en théorie des groupes, les groupes abéliens étant les Z-modules.
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Les polynomes qui interviennent dans la décomposition de Jordan sont X —1,
(X —2)2 (X =3),(X =3) et (X —3)% ainsi P3 = (X —1)(X —2)?(X —3),
Py, = (X —3) et P = (X — 3). Voir la remarque 5 du §4.

6. THEOREMES DE SYLOW
Cf: Artin p.205, Calais p.208, Perrin

Théoréme 6 (Existence, Artin). Soit G un groupe de cardinal n oin = p*m
avec p premier ne divisant pas m alors G contient un sous-groupe de cardinal
p¢. Un tel sous-groupe est appelé un p-sous-groupe de Sylow.

Théoreme 7. o Tout p-sous groupe de G est contenu dans un p-Sylow
de G.

e Les p-Sylow sont tous conjugués.

Théoréme 8. Le nombre de p-Sylow de G noté n, est congru ¢ 1 modulo
p et ny, divise #G.

Remarques :

(1) Développement tres classique, donc si on peut 1'éviter c’est bien,
sinon il est impératif de trés bien le présenter.

(2) Dans Perrin, il déduit I'existence des p-Sylow du calcul du cardinal
de GL(n,Fp) : clest tres astucieux.

(3) TI est quand méme bon de revoir les démonstrations des théoréemes
de Sylow car elles font intervenir les actions de groupes (cf Francinou
pour faire des exercices sur les actions de groupes).

7. DECOMPOSITION POLAIRE DE GL(n,R)

Cf : Mneimné Testard Introduction a la théorie des groupes de Lie clas-
siques p.18, Gourdon algebre p.246
On note St 'ensemble des matrices symétriques définies positives.

Théoréme 9. Soit M € GL(n,R) alors il existe un unique couple (O,S)
dans O(n) x ST tel que M = OS.

Remarques :
(1) Dans cette démonstration, on est attendu sur 'unicité donc il faut
Iexpliquer clairement.
(2) Si M n’est pas inversible, alors on a encore 'existence de O € O(n)
et S symétrique positive (mais pas définie), mais pas avec cette dé-
monstration et I'unicité est perdue a jamais.

Lemme 1. O(n) est compact.

Théoréme 10. L’application suivante est un homéomorphisme.
O(n) x 8™+ — GL(n,R)
(0,8) — OS
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Remarque : De ce théoreme on en déduit I'existence de la décomposition
polaire pour M dans M(n,R). En effet comme GL(n,R) est dense dans
M (n,R) alors on prend une suite (Mp)pen qui converge vers M. Pour tout
p dans N on a l'existence d’un couple (O, S,) dans O(n) x ST* tel que
0pSp = M. Puis la compacité de O(n) permet d’extraire une sous-suite
(Op,)ken qui converge vers O € O(n). On pose alors S = O~ 1M et on a
(Sp,)keN qui converge vers S qui est dans S7.

8. THEOREME DES ZEROS DE HILBERT
Cf: Artin p.371

Théoréme 11. Les idéaus mazimauz de C[X1, ..., X,] sont en correspon-
dance bijective avec les points de C*. A un point a = (ay,...,a,) € C"
correspond le noyau de s, ot s, est application suivante :

sq ¢ C[Xy,...,X;] — C
f — f(a)

Le noyau noté M, de s, est l’idéal engendré par x1 — a1,...,Tn — apn.

Remarque : Ce théoréme est important car il relie les variétés al-
gébriques (c’est-a-dire les zéros communs d’un nombre fini de polynémes de
C[X1,...,Xy]) a lalgebre. La démonstration utilise beaucoup de résultats
basiques, cependant j’ai eu du mal & le mettre dans les lecons. Mais comme
on est aussi jugé sur notre culture mathématique c’est tout de méme un
plus.

9. SOUS GROUPES FINIS DE O(2,R) ET DE O(3,R)

Cf : Arnaudies 5 polyedres réguliers p.56, Artin p.162

Théoréme 12. Soit G un sous groupe fini de O(2,R) alors soit G est cy-
clique soit G est un groupe diédral.

Théoréme 13. Soit G un sous groupe fini de O (3,R) alors on a soit
(1) G Z/nZ

Remarque : Trés belle démonstration et treés joli résultat, noter que
dans la démonstration on montre que As est simple.

Corollaire 1. Soit G un sous groupe fini de O(3,R) et G € O*(3,R) alors
on note Gt = GNOV(3,R) et G ~ G* x {£Id} et si —Id € G alors le
produit est direct.

Remarque : Les différentes approches (section, action de groupe et
définition standard cf Perrin et Francinou) du produit semi-direct doivent
étre bien comprises.
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10. LOI DE RECIPROCITE QUADRATIQUE PAR LE LEMME CHINOIS

Cf : Serre p.15, Gozard p.93, Gourdon algebre p.46, RMS mars 1990
p-339. Dans Gozard il y a la définition du symbole de Legendre et quelques
propriétés.

Théoréme 14. Pour p et q deux nombres premiers distincts différents de

2, on a
()9

Preuve : Elle n’est faite nulle part a ma connaissance. D’apres le lemme
chinois on a :

Z/pZ x 7.]qZ =~ 7.]pgZ, donc Z/pZ* x 1.]qZ1* ~ 7] pqZ.*.

Notons G a Z/pqZ* et U = {£1}. L’idée est de faire le produit de tous les
éléments de G/U (pourquoi pas !).

On regarde d’abord le produit dans Z/pZ* x Z/qZ* /{£(1,1)}. Les élé-
ments de G/U ont un représentant de la forme (k,l) ou 1 < k <p—1et
1<i< % (comprendre pourquoi). On a bien (p — 1)(g — 1)/2 éléments.

Le produit donne
o1 [(q—1\ 17"
—1” ) .
(<p = () )

q—1lg+1
(¢-D'=1.. 55— .. (¢ 1)

Or

et dans Z/qZ on a

g+1 q+1  g¢-1 L [(a=1Y,]"
5= q= 5 donc (¢ — 1)! = .

Ainsi
o T e
et donc le produit vaut :
(@ 0= @ n7)
On regarde ensuite le produit dans (Z/pqZ)* /{£1}, qui vaut
()
p= : .
(p-Qp...q;—lp) . (q-Qq...p%lq)

Le numérateur est le produit des éléments de (Z/pgZ) /{x1} et au dénom-
inateur on a les éléments non inversibles de Z/pgZ inférieurs & (pg — 1)/2;
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Ainsi en simplifiant par p, 2p,...,p(¢ —1)/2 on a :

p—1 p—1 p—1 q—3 %q,1
(Hz><qp+z)<q7p+z> l—llTp—i-i
1= 1= 1=

i=1

p—1
-2q...——
q-4q 9 q

Noter que la fraction a bien un sens car les termes du dénominateur ap-
paraissent au numérateur. Puis on regarde cette égalité modulo p : on a
alors

]
|
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