Réseaux biologiques ~ Modéles graphiques gaussiens  Risques minimax  Design fixe/design aléatoire  Conclusion

0000 000000 000000 000
0000

Quelle taille minimale d'échantillon pour analyser
des données microarray?

Journées Statistiques du Sud

Nicolas Verzelen

Montpellier
N?A MAgro

23 Juin 2010

1/25



Réseaux biologiques ~ Modéles graphiques gaussiens  Risques minimax  Design fixe/design aléatoire = Conclusion

@000 000000 000000 000
0000

De la génomique a la postgénomique

Génomique : Séquencage de différents
organismes (génome humain ~ 04)

Postgénomique : Comprendre comment
cela fonctionne

@ Jeux de données massifs

@ Inclut biologie, physique,
informatique, mathématique
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Geénes de E. Coli

Intéractions complexes entre les génes et leurs produits régissant I'activité de la cellule.

Démarche : Inférer une partie du réseau de génes a partir de données
transcriptomiques.

Proposer des pistes d'exploration concernant les interactions entre génes.
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Analyse de données transcriptomiques

Données transcriptomiques = mesure du niveau d’expression des génes (abondance
en ARN messager)

@ Analyse différentielle des données
obtenues dans différentes conditions :
avec ou sans deletion d'un géne, avec ou
sans stress (chaleur, chimique, biotique,
etc...)

@ Analyse des structures de dépendance
dans les données récoltées (exploitation
de toute la masse des données).
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MOdéle graphlque non Orlenté (Markov Random fields)
On considére X = (X1,...,Xp) ~ Np(0,Q71)

Q inversible

r:={1,...,p}
g = (T, E) graphe non orienté
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MOdéle graphlque non Orlenté (Markov Random fields)

2
On considére X = (X1,...,Xp) ~ Np(0,Q71) 1
Q inversible 3
r:={1,...,p}
g = (T, E) graphe non orienté 5
4

X est un modéle graphique gaussien par rapport a g si pour tout sommet a

X, indépendant de {X, : b~ a} conditionellement a {X, : b~ a}
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MOdéle graphlque non Orlenté (Markov Random fields)

2
On considére X = (X1,...,Xp) ~ Np(0,Q71) 1
Q inversible 3
M= {177p}
g = (T, E) graphe non orienté 5
4

X est un modéle graphique gaussien par rapport a g si pour tout sommet a

X, indépendant de {X, : b~ a} conditionellement a {X, : b~ a}

Unicité du graphe minimal qui représente les dépendances conditionnelles.
GGM : modéle graphique gaussien.

Pas de notion d’orientation ou de causalité (probléme difficile)
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Estimation de graphe

Modélisation : Les niveaux d’expression sont
modélisés a I'aide d’'un GGM de graphe g
inconnu. (le réseau de géne)

Objectif : estimer a partir des données tran-
scriptomiques le graphe g du GGM.

Difficulté principale : n < p

@ p ~ 100 a plusieurs 1000 génes.
@ n ~ quelques 10.

Formulation statistique :
n observations de X de loi Np(0, Q1) (Q inconnu).
Estimation de g.
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Propriété de la précision

Qa,b =0 <= (Xa 1l Xb)|X—{a,b}-

1 2 34 5
. 2
1x * 0 0 «
3 2« « o« o+ 0
300 « « « 0
5
4 40 « « o+ 9«
50« 0 0 « =«

Estimation du graphe <= Sélection des 0 de la précision.

= Estimation de la précision par maximum de vraisemblance pénalisé :

Ex1 : Pénalisation par complexité.

Q=arg r?_liln —La(Q') + pen[||Q]]o] -

Ex2 : Pénalisation /; (Glasso)

Q=arg r'?ll/n —La(Q)+ N1 -

Conclusion
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Régression conditionelle

Xa = 0,5Xp+e€a,
b+#a

avec €5 LL (Xp)p, €t matrice 6 définie par
aa,b = _Qa,b/Qa,a .

Estimation du graphe <= Sélection des 0 de 6.

= Estimation dans modéle de régression linéaire a design gaussien :

Ex1 : Pénalisation par complexité.

fs,. = argmin [Xa — >0, ,X[2(1 + penf6,[lo]) -
a. b#a

Ex2 : Pénalisation /; (Lasso)

0., = arg min | X, — >0, Xpl2+ A6, 1 -
a’ b+#a
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Sujet de recherche actif

Nouveaux algorithmes : par seuillage ou par régularisation

tests multiples Pseudo-vraisemblance Vraisemblance
- Schéafer/Strimmer (04) | - Meinshausen/Biihimann (06) | - Yuan/Lin (06)
- Wille/Biihimann (06) - Giraud (08) - Banerjee et al. (07)
- Biihlmann/Kalisch (08) | - Giraud/Huet/V. (09) - Friedman et al. (07)
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Modéles graphiques gaussiens
O000e0

Sujet de recherche actif

Nouveaux algorithmes : par seuillage ou par régularisation

tests multiples Pseudo-vraisemblance Vraisemblance
- Schéafer/Strimmer (04) | - Meinshausen/Biihimann (06) | - Yuan/Lin (06)
- Wille/Biihimann (06) - Giraud (08) - Banerjee et al. (07)
- Biihlmann/Kalisch (08) | - Giraud/Huet/V. (09) - Friedman et al. (07)

Caractéristiques :
@ approches “souvent” algorithmiques.

@ quelques résultats théoriques lorsque 1 < n K p
+ hypothéses sur la matrice de covariance Q1.

@ Performances pratiques parfois décevantes (ex : vraisemblance) et résultats non
concordants. ~ [Villers et al. (08)]
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Limites de |'estimation de réseau par GGM

© Biais de I'expérimentateur et normalisation des données.
@ Expériences pas toujours indépendantes (ex : séries temporelles)

© Expériences différentes (ex : situations de stress, témoins)
Les réseaux sont ils-différents ? ~ étude de lois de mélange de GGM.

@ Limites structurelles liées 3 la grande dimension ? (p >> n)
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Limites de |'estimation de réseau par GGM

@ Limites structurelles liées 3 la grande dimension ? (p >> n)

Quelles performances peut-on ésperer ?

p donné, quel n minimal pour estimer le graphe ?

11/25
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Régression linéaire a design gaussien

Y = i 0225 + €
a=1
avec
@ 0 € RP inconnu.
@ ¢~ N(0,02) et 02 = var(Y|Z) inconnu.
Q@ (Z)1<i<p ~N(0,X) avec X inconnu mais non singulier.
@ ¢ indépendant de Z

DONNEES : n-échantillon (Y, Z) ~ Y =2Z0+¢€

OBJECTIF :

@ Estimation du support de 6 basé sur n-échantillon.
@ Estimation de 6 (probléme inverse)
@ Estimation de Z6 (prédiction)
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Régression linéaire a design gaussien

Y = i 0225 + €
a=1
avec
@ 0 € RP inconnu.
@ ¢~ N(0,02) et 02 = var(Y|Z) inconnu.
Q@ (Z)1<i<p ~N(0,X) avec X inconnu mais non singulier.
@ ¢ indépendant de Z

Conclusion

DONNEES : n-échantillon (Y, Z) ~ Y =2Z0+¢€

OBJECTIF :

@ Estimation du support de 6 basé sur n-échantillon.
@ Estimation de 6 (probléme inverse)
@ Estimation de Z6 (prédiction)

Difficultés :
@ design aléatoire
@ variance inconnue o2 .
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Estimation par moindres carrés

OBJECTIF : Déterminer les vitesses optimales en prédiction :
© Etudier les performance d'une "bonne" procédure
@ Montrer qu’on ne peut faire mieux
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Estimation par moindres carrés

OBJECTIF : Déterminer les vitesses optimales en prédiction :
© Etudier les performance d'une "bonne" procédure
@ Montrer qu’on ne peut faire mieux

Soit mC {1,...,p} et |m| < n,
N P
Om := arg  min [[Y — ;e;zan% = (ZZm)  ZmY

Perte des moindres carrés intégrés : ||[vVX (0’ — 02 :=E[>5 (6, - Oa)Z,-]Z.

13/25
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Estimation par moindres carrés

OBJECTIF : Déterminer les vitesses optimales en prédiction :
© Etudier les performance d'une "bonne" procédure
@ Montrer qu’on ne peut faire mieux

Soit mC {1,...,p} et |m| < n,

P
Om :=arg min 1Y => 60,2412 = (Z5,Zm) 1 ZmY

a=1
Perte des moindres carrés intégrés : ||[vVX (0’ — 02 :=E[>5 (6, - Ga)Z,-]Z.

E [IVE(@m - 0)I2]

n—|m|—1

VE@m =02 +  [IVE(Om =013 + 02| =i

« biais » +  « variance ».

Objectif en prédiction :
~~ Choisir m C {1,... p} qui minimise le risque E [||\/f(§m — 0)||’2,]
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Description de la procédure

support m grand = variance importante = pénaliser les grands supports

penalité : fonction pen : M — RT
pen(m) dépend de la “complexité” de m et de M.

Critére pénalisé  Crit(m) := ||Y — Z0m||2 [1 + pen(m)]
m = arg min ;e A Crit(m) .

Exemple :

[m]|

© BIC: pen(m)=e n 8" _1 s 7 := argminlog [||Y - Z§m||f,] + @ log(n)

m] ~
© AIC: pen(m) =e2a —1 ~» M := arg minlog [||Y - Z€m||f,] + 2'—';"

(BIC et AIC ne fonctionnent pas)

M,E,’ . collection des sous-ensembles de {1, ... p} de taille plus petite que D.
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Description de la procédure

support m grand = variance importante = pénaliser les grands supports

penalité : fonction pen : M — RT
pen(m) dépend de la “complexité” de m et de M.

Critére pénalisé  Crit(m) := ||Y — Z0m||2 [1 + pen(m)]
m = arg min ;e A Crit(m) .

Exemple :
|m]

© BIC: pen(m)=e n 8" _1 s 7 := argminlog [||Y - Z§m||f,] + @ log(n)

m] ~
© AIC: pen(m) =e2a —1 ~» M := arg minlog [||Y - 29m||f,] + 2'—';"

(BIC et AIC ne fonctionnent pas)

M,E,’ . collection des sous-ensembles de {1, ... p} de taille plus petite que D.

~> : le temps de calcul est exponentiel en p!!
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Inégalité oracle

Hypothese : D < 7,

Théoreme
Prenons pen(m) = D@ log (ﬁ) exp [Dl—':l log (ﬁ)] .
L 'estimateur 5,;., satisfait alors
—~ = [m]| ep
__o2] < - 02 P Dl os (1)
E[IVE@a—012) < O inf E[IVE@n —0)|2] log (|m| e
2
+ 0=
n
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Inégalité oracle

Hypothese : D < 7,

Prenons pen(m) = D5 log (2 ) exp [15 tog (227

L’estimateur 0, satisfait alors

E [||\/E(§,An - e||§,] < O inf E [||\E(§,,, - 0)||§] log (%) O tog (12

+ 0=
n

Conclusion

)

Commentaires :
@ Risque £[1 + log(p/k)]o? si 0 est k-sparse et si k[1 + log(p/k)] < n.
@ Risque de I'ordre de (2)5%/752 si 0 est k-sparse et si k[1 + log(p/k)] > n.
@ Pas de connaissance de la parcimonie a priori.
@ Aucune hypothése portant sur X.
Question :

@ Optimalité de cette borne de risque ?
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Minorations minimax

"Low dimension” "High dimension”  ”Ultra High dimension”

p<n n = O(p) klog(p) > n

Ok, p] : ensemble des vecteurs k-sparse.

Proposition

Supposons . = | (covariables indépendentes) et prenons k < \/p.

nf s B (V=@ -0)2] > D% 0g (£) exp {m% log (%)} .2
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Minorations minimax

"Low dimension” "High dimension”  ”Ultra High dimension”

p<n n = O(p) klog(p) > n

Ok, p] : ensemble des vecteurs k-sparse.

Proposition

Supposons . = | (covariables indépendentes) et prenons k < \/p.

nf s B (V=@ -0)2] > D% 0g (£) exp {m% log (%)} .2

Commentaires pour klog(p/k) < n
@ Risque optimal (minimax) £ log (2) 02.
@ Le prix a payer pour les p — k covariables non pertinentes est logarithmique.
@ 0, is minimax adaptatif a la taille du support.

@ La “pire” covariance pour le risque minimax X = /.
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Trés grande dimension

"Low dimension” "High dimension”  "Ultra High dimension”

p<Ln n=0(p) klog(p) > n

Proposition (Risque Minimax)
Siz=1,

. ~ k P
inf  sup E||[VEZ(6—0)|?| ~Oex [D—Io —}
of s EB[IVE@- 0] p |0~ 1og (£)
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Trés grande dimension

"Low dimension” "High dimension”  Ultra High dimension”

p<Ln n=0(p) klog(p) > n

Proposition (Risque Minimax)
Siz=1,

. ~ k p
inf  sup E||[VEZ(6—0)|?| ~Oex [D—Io —}
of s EB[IVE@- 0] p |0~ 1og (£)

Commentaires :
@ Risque grandit exponentiellement /k et polynomialement /p.

@ Interprétation : Le design empirique Z*Z est éloigné de I'identité.
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Estimation du support de 6

Cas particulier X = I.

Ok[r] :={0 € Ok, p] : #{a: |0a| > r} = k}

Proposition (Wainwright(09))

Si r?2 > O[1 + log(p/k)] é et si n > Ok[1 + log(p/k)], alors il existe un estimateur 6
tel que

P [SUPP(9) = supp (9)] >1-0

Si r2 < O[1 + log(p/k)] &=, alors

inf sup P [supp(a) #+ supp (0)] >1/8
0 9eek[r]

18/25
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Estimation du support de 6

Cas particulier X = I.

Ok[r] :={0 € Ok, p] : #{a: |0a| > r} = k}

Proposition (Wainwright(09))

Si r?2 > O[1 + log(p/k)] é et si n > Ok[1 + log(p/k)], alors il existe un estimateur 6
tel que

P [SUPP(9) = supp (9)] >1-0

Si r2 < O[1 + log(p/k)] &=, alors

inf sup P [supp(a) #+ supp (0)] >1/8
0 9eek[r]

Commentaires :
- - R . S 5
® Estimation des voisins du géne a possible si 62 | > Olog(p/k)/no?.
@ Minoration uniquement valable pour ¥ = /. Pour des covariables liées, vitesses
différentes.

18/25
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Estimation du support (suite)

"Low dimension” "High dimension”  "Ultra High dimension”

p<n n = 0(p) klog(p) > n

Proposition (Trés grande dimension)

Sir? < exp[DM]az, alors

inf sup Jl”[supp(g);aé supp (9)] >1/8
0 0cO,r]
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Estimation du support (suite)

"Low dimension” "High dimension”  "Ultra High dimension”

p<n n = 0(p) klog(p) > n

Proposition (Trés grande dimension)

Sir? < exp[DM]az, alors

inf sup Jl”[supp(g);aé supp (9)] >1/8
0 0cO,r]

Conséquence :
Si “'intensité du lien” entre deux génes est plus petite que exp[DM]az, I"aréte
n'est pas détectable.

19/25
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Réduction de dimension

M : sous-ensemble de {1,...,p} de taille p® mesurable par rapport aux données.

Proposition (Impossibilité de la réduction)

Sir? < Ckiog (2) exp[DM]az, alors il existe 0 < & < 1 tel que

inf sup P [supp 9) SZ /\7’5] >1/8
Ms 0€0,[r]
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Réduction de dimension

M : sous-ensemble de {1,...,p} de taille p® mesurable par rapport aux données.

Proposition (Impossibilité de la réduction)

Sir? < Ckiog (2) exp[DM]az, alors il existe 0 < & < 1 tel que

inf sup P [supp 9) SZ I\7L;] >1/8
Ms 0€0,[r]

Conséquence :
En trés grande dimension, il est presque impossible de trouver un ensemble de géne de
taille n qui contienne les vrais voisins du géne a.

Une préétude des donnés (ex : correlation screening, clustering,... ) a toute les chances
de se tromper...

20/25
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@ En dimension raisonnable, le prix a payer pour la grande dimension est
logarithmique.

@ Vitesse atteinte par des procédures rapides (ex : lasso)....
sous des hypothéses restrictives sur la covariance.

@ Trés grande dimension : deg(g) > n/[2log(p)].

Conclusion

~> || est presque impossible d'estimer le réseau ou méme de faire de la réduction

de dimension.
ex : p= 3000, n = 50, ~ deg(g) < 4

21/25
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Bilan

@ En dimension raisonnable, le prix a payer pour la grande dimension est
logarithmique.

@ Vitesse atteinte par des procédures rapides (ex : lasso)....
sous des hypothéses restrictives sur la covariance.

@ Trés grande dimension : deg(g) > n/[2log(p)].
~> || est presque impossible d'estimer le réseau ou méme de faire de la réduction
de dimension.
ex : p=3000, n =50, ~ deg(g) < 4

En pratique :
@ Echantillon X non iid gaussien.

@ Connaissances a priori.

21/25
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Extension a la régression a design fixe
Y=2Z0+¢€,
ol 0 € RP, € ~ N (0n,021,), Z de taille n x p.
Le design Z peut &tre considéré :

Q fixe

@ gaussien (GGM)

22/25
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Extension a la régression a design fixe

Y=2Z0+¢€,

oll § € RP, € ~ N(0n,021p), Z de taille n x p.

Le design Z peut &tre considéré :

Q fixe

@ gaussien (GGM)

La variance o2 peut-étre considéré :

@ connu.

@ inconnu (cas précédent)
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Extension a la régression a design fixe

Y=2Z0+¢€,

oll § € RP, € ~ N(0n,021p), Z de taille n x p.

Le design Z peut &tre considéré :

Q fixe

@ gaussien (GGM)

La variance o2 peut-étre considéré :

@ connu.

@ inconnu (cas précédent)

Risque minimax pour 6 parcimonieux :
@ Prédiction ~» Estimation de E(Y) ou de E(Y|Z)
@ Probléme inverse ~ Estimation de 6
© Estimation du support
Q Test d’hypothéses linéaire sur 6.
22/25
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Prédicti
rediction

Risque minimax dépend du design Z : infgsupgpx 5 E [||Z(§— 9)||$,] /(no?)

Quel risque peut- atteindre uniformément sur les designs ? Risque minimax sur le “pire

design” :
RE, = supinf sup E[|Z(0 - 0)|2] /(no?)
Z 0 olkpl
REand = supinf sup E [||VE( - 0)|2] /o
" =0 ol
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oeo

Prédiction
Risque minimax dépend du design Z : infgsupgpx 5 E [||Z(§— 6)||$,] /(no?)

Quel risque peut- atteindre uniformément sur les designs ? Risque minimax sur le “pire

design” :
Ri, = supinf sup E[|Z(0-0)|2] /(no?)
Z 9§ 0k,p]
REand = supinf sup E [||VE( - 0)|2] /o
X 6 0lk,p]
| Design Fixe | Design Gaussien
a2 connu Dik IOg,(,p/k) Al DkIOg,(,p/k) exp {Dk |0g£p/k)J
o2 inconnu | Adaptation est impossible Pas d'effet

Commentaires :
@ design fixe, estimation d’un vecteur de dimension n.
@ design fixe, la parcimonie ne joue plus en trés grande dimension.
@ En variance inconnue, impossible d'étre adaptatif en trés grande dimension
(Baraud et al. 2009)

@ Design fixes correspondent a des réalisations d'un design gaussien standard.
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Problémes inverses

Pour certains designs Z, le risque minimax est infini.
Le risque minimax proportionnel a un facteur d’échelle sur Z.
~> Dy p : designs Z n x p dont chaque colonne est normée.

0 2
llo — o3

inf inf sup E 2

Z€Pnp 6 0€O[k,p] o

Que peut-on espérer avec le "meilleur" design Z7?

Conclusion



24/25

Design fixe/design aléatoire
ooe

Problémes inverses

Pour certains designs Z, le risque minimax est infini.
Le risque minimax proportionnel a un facteur d’échelle sur Z.

~> Dy p : designs Z n x p dont chaque colonne est normée.
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inf inf sup E|:
o

Z€Pnp 6 0€O[k,p]

Que peut-on espérer avec le "meilleur" design Z7?

(k,n, p) | klog(p/k) < Cn | klog(p/k) > nlog(n)
Risque minimax |  Cklog(p/k) | exp[Cklog(p/k)/n].

Commentaires :
@ Similaire au design gaussien avec X =/
@ Dimension raisonnable : prix log(p).
@ Trés grande dimension : prix plus élevé.
@ Argument géométriques :

Impossibilité de construire un design Z séparant bien les covariables en TGD.

<= : impossibilité de placer p points "bien" séparés sur la sphére S,_1.
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Résumé

Estimation de réseaux :
@ En dimension raisonnable, un prix logarithmique (log(p)) a payer ...
@ une limite structurelle : deg(g) > n/[2log(p)].
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Résumé

Estimation de réseaux :
@ En dimension raisonnable, un prix logarithmique (log(p)) a payer ...
@ une limite structurelle : deg(g) > n/[2log(p)].

Plus généralement, estimation en trés grande dimension :
@ La forme du design et connaissance de la variance parfois primordiales.

@ un outil d'analyse des limites de problémes pratiques et de procédures
d’inférence.

© Des questions géométriques.
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