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lusionDe la génomique à la postgénomiqueGénomique : Séquen
age de di�érentsorganismes (génome humain ∼ 04)
Postgénomique : Comprendre 
omment
ela fon
tionneJeux de données massifsIn
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lusionGènes de E. Coli

Intéra
tions 
omplexes entre les gènes et leurs produits régissant l'a
tivité de la 
ellule.Démar
he : Inférer une partie du réseau de gènes à partir de donnéestrans
riptomiques.Proposer des pistes d'exploration 
on
ernant les intera
tions entre gènes.3/25
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lusionAnalyse de données trans
riptomiquesDonnées trans
riptomiques = mesure du niveau d'expression des gènes (abondan
een ARN messager) Analyse di�érentielle des donnéesobtenues dans di�érentes 
onditions :ave
 ou sans deletion d'un gène, ave
 ousans stress (
haleur, 
himique, biotique,et
...)Analyse des stru
tures de dépendan
edans les données ré
oltées (exploitationde toute la masse des donnèes).
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onsidère X = (X1, . . . ,Xp) ∼ Np(0, Ω−1)
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Γ := {1, . . . , p}g = (Γ,E) graphe non orienté
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lusionModèle graphique non orienté (Markov Random �elds)On 
onsidère X = (X1, . . . ,Xp) ∼ Np(0, Ω−1)
Ω inversible
Γ := {1, . . . , p}g = (Γ,E) graphe non orienté 2

3

4
5

1

X est un modèle graphique gaussien par rapport à g si pour tout sommet aXa indépendant de {Xb : b ≁ a} 
onditionellement à {Xb : b ∼ a}Uni
ité du graphe minimal qui représente les dépendan
es 
onditionnelles.GGM : modèle graphique gaussien.Pas de notion d'orientation ou de 
ausalité (problème di�
ile)6/25
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lusionEstimation de grapheModélisation : Les niveaux d'expression sontmodèlisés à l'aide d'un GGM de graphe gin
onnu. (le réseau de gène)Obje
tif : estimer à partir des données tran-s
riptomiques le graphe g du GGM.Di�
ulté prin
ipale : n ≪ pp ≈ 100 à plusieurs 1000 gènes.n ≈ quelques 10.Formulation statistique :n observations de X de loi Np(0, Ω−1) (Ω in
onnu).Estimation de g .7/25



Réseaux biologiques Modèles graphiques gaussiens Risques minimax Design �xe/design aléatoire Con
lusionPropriété de la pré
ision
Ωa,b = 0 ⇐⇒ (Xa ⊥⊥ Xb)|X−{a,b}.
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0Estimation du graphe ⇐⇒ Séle
tion des 0 de la pré
ision.
⇒ Estimation de la pré
ision par maximum de vraisemblan
e pénalisé :Ex1 : Pénalisation par 
omplexité.

bΩ = argmin
Ω′

−Ln(Ω′) + pen[‖Ω′‖0] .Ex2 : Pénalisation l1 (Glasso)
bΩ = arg min

Ω′
−Ln(Ω′) + λ‖Ω′‖1 .8/25
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lusionRégression 
onditionelleXa =
Xb 6=a θa,bXb + ǫa ,ave
 ǫa ⊥⊥ (Xb)b 6=a et matri
e θ dé�nie par

θa,b = −Ωa,b/Ωa,a .Estimation du graphe ⇐⇒ Séle
tion des 0 de θ.
⇒ Estimation dans modèle de régression linéaire à design gaussien :Ex1 : Pénalisation par 
omplexité.

bθa,. = argmin
θ′a,.

‖Xa − Xb 6=a θ′a,bXb‖2(1 + pen[‖θ′a,.‖0]) .Ex2 : Pénalisation l1 (Lasso)
bθa,. = arg min

θ′a,.

‖Xa − Xb 6=a θ′a,bXb‖2 + λ‖θ′a,.‖1 .9/25
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lusionSujet de re
her
he a
tifNouveaux algorithmes : par seuillage ou par régularisationtests multiples Pseudo-vraisemblan
e Vraisemblan
e- S
häfer/Strimmer (04) - Meinshausen/Bühlmann (06) - Yuan/Lin (06)- Wille/Bühlmann (06) - Giraud (08) - Banerjee et al. (07)- Bühlmann/Kalis
h (08) - Giraud/Huet/V. (09) - Friedman et al. (07)... ... ...
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lusionSujet de re
her
he a
tifNouveaux algorithmes : par seuillage ou par régularisationtests multiples Pseudo-vraisemblan
e Vraisemblan
e- S
häfer/Strimmer (04) - Meinshausen/Bühlmann (06) - Yuan/Lin (06)- Wille/Bühlmann (06) - Giraud (08) - Banerjee et al. (07)- Bühlmann/Kalis
h (08) - Giraud/Huet/V. (09) - Friedman et al. (07)... ... ...Cara
téristiques :appro
hes �souvent� algorithmiques.quelques résultats théoriques lorsque 1 ≪ n ≪ p+ hypothèses sur la matri
e de 
ovarian
e Ω−1.Performan
es pratiques parfois dé
evantes (ex : vraisemblan
e) et résultats non
on
ordants.  [Villers et al. (08)℄10/25
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lusionLimites de l'estimation de réseau par GGM
1 Biais de l'expérimentateur et normalisation des données.2 Expérien
es pas toujours indépendantes (ex : séries temporelles)3 Expérien
es di�érentes (ex : situations de stress, témoins)Les réseaux sont ils-di�érents ? ∼ étude de lois de mélange de GGM.4 Limites stru
turelles liées à la grande dimension ? (p ≫ n)
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lusionLimites de l'estimation de réseau par GGM
4 Limites stru
turelles liées à la grande dimension ? (p ≫ n)Quelles performan
es peut-on ésperer ?p donné, quel n minimal pour estimer le graphe ?
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lusionRégression linéaire à design gaussienY =

p
Xa=1 θaZa + ǫave


θ ∈ Rp in
onnu.
ǫ ∼ N (0, σ2) et σ2 = var(Y |Z) in
onnu.
(Zi )1≤i≤p ∼ N (0, Σ) ave
 Σ in
onnu mais non singulier.
ǫ indépendant de ZDONNÉES : n-é
hantillon (Y, Z)  Y = Zθ + ǫOBJECTIF :Estimation du support de θ basé sur n-é
hantillon.Estimation de θ (problème inverse)Estimation de Zθ (prédi
tion)12/25
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p
Xa=1 θaZa + ǫave


θ ∈ Rp in
onnu.
ǫ ∼ N (0, σ2) et σ2 = var(Y |Z) in
onnu.
(Zi )1≤i≤p ∼ N (0, Σ) ave
 Σ in
onnu mais non singulier.
ǫ indépendant de ZDONNÉES : n-é
hantillon (Y, Z)  Y = Zθ + ǫOBJECTIF :Estimation du support de θ basé sur n-é
hantillon.Estimation de θ (problème inverse)Estimation de Zθ (prédi
tion)Di�
ultés :design aléatoirevarian
e in
onnue σ2 .12/25
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arrésOBJECTIF : Déterminer les vitesses optimales en prédi
tion :1 Etudier les performan
e d'une "bonne" pro
édure2 Montrer qu'on ne peut faire mieux
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lusionEstimation par moindres 
arrésOBJECTIF : Déterminer les vitesses optimales en prédi
tion :1 Etudier les performan
e d'une "bonne" pro
édure2 Montrer qu'on ne peut faire mieuxSoit m ⊂ {1, . . . , p} et |m| < n,
bθm := arg min

θ−m=0 ‖Y −
p

Xa=1 θ′aZa‖2n = (Z∗mZm)−1 ZmYPerte des moindres 
arrés intégrés : ‖√Σ(θ′ − θ)‖2p := E
ˆ

Ppa=1(θ′a − θa)Zi ˜2.
13/25
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lusionEstimation par moindres 
arrésOBJECTIF : Déterminer les vitesses optimales en prédi
tion :1 Etudier les performan
e d'une "bonne" pro
édure2 Montrer qu'on ne peut faire mieuxSoit m ⊂ {1, . . . , p} et |m| < n,
bθm := arg min

θ−m=0 ‖Y −
p

Xa=1 θ′aZa‖2n = (Z∗mZm)−1 ZmYPerte des moindres 
arrés intégrés : ‖√Σ(θ′ − θ)‖2p := E
ˆ

Ppa=1(θ′a − θa)Zi ˜2.
E

h

‖
√

Σ(bθm − θ)‖2pi = ‖
√

Σ(θm − θ)‖2p + h

‖
√

Σ(θm − θ‖2p + σ2i

|m|n−|m|−1= � biais � + � varian
e �.Obje
tif en prédi
tion :
 Choisir m ⊂ {1, . . . p} qui minimise le risque E

h

‖
√

Σ(bθm − θ)‖2pi.13/25



Réseaux biologiques Modèles graphiques gaussiens Risques minimax Design �xe/design aléatoire Con
lusionDes
ription de la pro
éduresupport m grand =⇒ varian
e importante =⇒ pénaliser les grands supportspenalité : fon
tion pen : M → R+pen(m) dépend de la �
omplexité� de m et de M.Critère pénalisé Crit(m) := ‖Y − Zbθm‖2n [1 + pen(m)]
bm := argminm∈MCrit(m) .Exemple :1 BIC : pen(m) = e |m|n log(n) − 1  bm := argmin log h

‖Y − Zbθm‖2ni

+
|m|n log(n)2 AIC : pen(m) = e2 |m|n − 1  bm := argmin log h

‖Y − Zbθm‖2ni

+ 2 |m|n(BIC et AIC ne fon
tionnent pas)
MDp : 
olle
tion des sous-ensembles de {1, . . . p} de taille plus petite que D.14/25
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éduresupport m grand =⇒ varian
e importante =⇒ pénaliser les grands supportspenalité : fon
tion pen : M → R+pen(m) dépend de la �
omplexité� de m et de M.Critère pénalisé Crit(m) := ‖Y − Zbθm‖2n [1 + pen(m)]
bm := argminm∈MCrit(m) .Exemple :1 BIC : pen(m) = e |m|n log(n) − 1  bm := argmin log h

‖Y − Zbθm‖2ni

+
|m|n log(n)2 AIC : pen(m) = e2 |m|n − 1  bm := argmin log h

‖Y − Zbθm‖2ni

+ 2 |m|n(BIC et AIC ne fon
tionnent pas)
MDp : 
olle
tion des sous-ensembles de {1, . . . p} de taille plus petite que D.
 : le temps de 
al
ul est exponentiel en p ! !14/25
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lusionInégalité ora
leHypothese : D ≤ n4 ,ThéorèmePrenons pen(m) = �
|m|n log “ ep

|m|

” exp h

�
|m|n log “ ep

|m|

”i

.L'estimateur bθbm satisfait alors
E

h

‖
√

Σ(bθbm − θ‖2pi

≤ � infm∈M
E

h

‖
√

Σ(bθm − θ)‖2pi log „ ep
|m|

« e� |m|n log“ ep
|m|

”

+ �
σ2n
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leHypothese : D ≤ n4 ,ThéorèmePrenons pen(m) = �
|m|n log “ ep

|m|

” exp h

�
|m|n log “ ep

|m|

”i

.L'estimateur bθbm satisfait alors
E

h

‖
√

Σ(bθbm − θ‖2pi

≤ � infm∈M
E

h

‖
√

Σ(bθm − θ)‖2pi log „ ep
|m|

« e� |m|n log“ ep
|m|

”

+ �
σ2nCommentaires :Risque kn [1 + log(p/k)]σ2 si θ est k-sparse et si k[1 + log(p/k)] < n.Risque de l'ordre de ( pk )�k/nσ2 si θ est k-sparse et si k[1 + log(p/k)] > n.Pas de 
onnaissan
e de la par
imonie a priori.Au
une hypothèse portant sur Σ.Question :Optimalité de 
ette borne de risque ?15/25
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lusionMinorations minimax
Θ[k, p] : ensemble des ve
teurs k-sparse.PropositionSupposons Σ = I (
ovariables indépendentes) et prenons k ≤ √p.inf

bθ
sup

θ∈θ[k,p]
E

h

‖
√

Σ(bθ − θ)‖2pi

≥ �kn log “ pk ” exp »

�
kn log “ pk ”

–

σ2 .

16/25



Réseaux biologiques Modèles graphiques gaussiens Risques minimax Design �xe/design aléatoire Con
lusionMinorations minimax
Θ[k, p] : ensemble des ve
teurs k-sparse.PropositionSupposons Σ = I (
ovariables indépendentes) et prenons k ≤ √p.inf

bθ
sup

θ∈θ[k,p]
E

h

‖
√

Σ(bθ − θ)‖2pi

≥ �kn log “ pk ” exp »

�
kn log “ pk ”

–

σ2 .Commentaires pour k log(p/k) ≤ nRisque optimal (minimax) kn log ` pk ´

σ2.Le prix à payer pour les p − k 
ovariables non pertinentes est logarithmique.
bθbm is minimax adaptatif à la taille du support.La �pire� 
ovarian
e pour le risque minimax Σ = I .16/25
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lusionTrès grande dimension
Proposition (Risque Minimax)Si Σ = I , inf

bθ
sup

θ∈θ[k,p]
E

h

‖
√

Σ(bθ − θ)‖2pi

≈ �exp »

�
kn log “pk ”

–

17/25
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lusionTrès grande dimension
Proposition (Risque Minimax)Si Σ = I , inf

bθ
sup

θ∈θ[k,p]
E

h

‖
√

Σ(bθ − θ)‖2pi

≈ �exp »

�
kn log “pk ”

–Commentaires :Risque grandit exponentiellement /k et polynomialement /p.Interprétation : Le design empirique Z∗Z est éloigné de l'identité.17/25
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lusionEstimation du support de θCas parti
ulier Σ = I .
Θk [r ] := {θ ∈ Θ[k, p] : #{a : |θa| ≥ r} = k}Proposition (Wainwright(09))Si r2 ≥ �[1 + log(p/k)] σ2n et si n ≥ �k[1 + log(p/k)], alors il existe un estimateur bθtel que

P
hsupp(bθ) = supp (θ)

i

≥ 1−�Si r2 ≤ �[1 + log(p/k)] σ2n , alorsinf
bθ

sup
θ∈Θk [r ] P hsupp(bθ) 6= supp (θ)

i

≥ 1/8
18/25
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lusionEstimation du support de θCas parti
ulier Σ = I .
Θk [r ] := {θ ∈ Θ[k, p] : #{a : |θa| ≥ r} = k}Proposition (Wainwright(09))Si r2 ≥ �[1 + log(p/k)] σ2n et si n ≥ �k[1 + log(p/k)], alors il existe un estimateur bθtel que

P
hsupp(bθ) = supp (θ)

i

≥ 1−�Si r2 ≤ �[1 + log(p/k)] σ2n , alorsinf
bθ

sup
θ∈Θk [r ] P hsupp(bθ) 6= supp (θ)

i

≥ 1/8Commentaires :Estimation des voisins du gène a possible si θ2a,b ≥ � log(p/k)/nσ2 .Minoration uniquement valable pour Σ = I . Pour des 
ovariables liées, vitessesdi�érentes.18/25
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lusionEstimation du support (suite)
Proposition (Très grande dimension)Si r2 ≤ exp[�k log(p/k)n ]σ2, alorsinf

bθ
sup

θ∈Θk [r ] P hsupp(bθ) 6= supp (θ)
i

≥ 1/8
19/25
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lusionEstimation du support (suite)
Proposition (Très grande dimension)Si r2 ≤ exp[�k log(p/k)n ]σ2, alorsinf

bθ
sup

θ∈Θk [r ] P hsupp(bθ) 6= supp (θ)
i

≥ 1/8Conséquen
e :Si �l'intensité du lien� entre deux gènes est plus petite que exp[�k log(p/k)n ]σ2, l'arêten'est pas déte
table.19/25
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lusionRédu
tion de dimension
bMδ : sous-ensemble de {1, . . . , p} de taille pδ mesurable par rapport aux données.Proposition (Impossibilité de la rédu
tion)Si r2 ≤ C kn log ` pk ´ exp[�k log(p/k)n ]σ2, alors il existe 0 < δ < 1 tel queinf

bMδ

sup
θ∈Θk [r ] P hsupp (θ) * bMδ

i

≥ 1/8
20/25
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lusionRédu
tion de dimension
bMδ : sous-ensemble de {1, . . . , p} de taille pδ mesurable par rapport aux données.Proposition (Impossibilité de la rédu
tion)Si r2 ≤ C kn log ` pk ´ exp[�k log(p/k)n ]σ2, alors il existe 0 < δ < 1 tel queinf

bMδ

sup
θ∈Θk [r ] P hsupp (θ) * bMδ

i

≥ 1/8Conséquen
e :En très grande dimension, il est presque impossible de trouver un ensemble de gène detaille n qui 
ontienne les vrais voisins du gène a.Une préétude des donnés (ex : 
orrelation s
reening, 
lustering,... ) a toute les 
han
esde se tromper...20/25
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lusionBilanEn dimension raisonnable, le prix à payer pour la grande dimension estlogarithmique.Vitesse atteinte par des pro
édures rapides (ex : lasso)....sous des hypothèses restri
tives sur la 
ovarian
e.Très grande dimension : deg(g) ≥ n/[2 log(p)].
 Il est presque impossible d'estimer le réseau ou même de faire de la rédu
tionde dimension.ex : p = 3000, n = 50,  deg(g) ≤ 4

21/25
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lusionBilanEn dimension raisonnable, le prix à payer pour la grande dimension estlogarithmique.Vitesse atteinte par des pro
édures rapides (ex : lasso)....sous des hypothèses restri
tives sur la 
ovarian
e.Très grande dimension : deg(g) ≥ n/[2 log(p)].
 Il est presque impossible d'estimer le réseau ou même de faire de la rédu
tionde dimension.ex : p = 3000, n = 50,  deg(g) ≤ 4En pratique :É
hantillon X non iid gaussien.Connaissan
es a priori.21/25
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lusionExtension à la régression à design �xeY = Zθ + ǫ ,où θ ∈ Rp, ǫ ∼ N (0n , σ2In), Z de taille n × p.Le design Z peut être 
onsidéré :1 �xe2 gaussien (GGM)
22/25
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e σ2 peut-être 
onsidéré :1 
onnu.2 in
onnu (
as pré
édent)
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lusionExtension à la régression à design �xeY = Zθ + ǫ ,où θ ∈ Rp, ǫ ∼ N (0n , σ2In), Z de taille n × p.Le design Z peut être 
onsidéré :1 �xe2 gaussien (GGM)La varian
e σ2 peut-être 
onsidéré :1 
onnu.2 in
onnu (
as pré
édent)Risque minimax pour θ par
imonieux :1 Prédi
tion  Estimation de E(Y) ou de E(Y|Z)2 Problème inverse  Estimation de θ3 Estimation du support4 Test d'hypothèses linéaire sur θ.22/25
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lusionPrédi
tionRisque minimax dépend du design Z : infbθ supθ[k,p] E
h

‖Z(bθ − θ)‖2ni

/(nσ2)Quel risque peut- atteindre uniformément sur les designs ? Risque minimax sur le �piredesign� : RFixk,n,p = supZ inf
bθ

sup
θ[k,p]

E
h

‖Z(bθ − θ)‖2ni

/(nσ2)RRandk,n,p = sup
Σ

inf
bθ

sup
θ[k,p]

E
h

‖
√

Σ(bθ − θ)‖2pi

/σ2
23/25
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lusionPrédi
tionRisque minimax dépend du design Z : infbθ supθ[k,p] E
h

‖Z(bθ − θ)‖2ni

/(nσ2)Quel risque peut- atteindre uniformément sur les designs ? Risque minimax sur le �piredesign� : RFixk,n,p = supZ inf
bθ

sup
θ[k,p]

E
h

‖Z(bθ − θ)‖2ni

/(nσ2)RRandk,n,p = sup
Σ

inf
bθ

sup
θ[k,p]

E
h

‖
√

Σ(bθ − θ)‖2pi

/σ2Design Fixe Design Gaussien
σ2 
onnu �

k log(p/k)n ∧ 1 �
k log(p/k)n exp »

�
k log(p/k)n –

σ2 in
onnu Adaptation est impossible Pas d'e�etCommentaires :design �xe, estimation d'un ve
teur de dimension n.design �xe, la par
imonie ne joue plus en très grande dimension.En varian
e in
onnue, impossible d'être adaptatif en très grande dimension(Baraud et al. 2009)Design �xes 
orrespondent à des réalisations d'un design gaussien standard.23/25



Réseaux biologiques Modèles graphiques gaussiens Risques minimax Design �xe/design aléatoire Con
lusionProblèmes inversesPour 
ertains designs Z, le risque minimax est in�ni.Le risque minimax proportionnel à un fa
teur d'é
helle sur Z.
 Dn,p : designs Z n × p dont 
haque 
olonne est normée.infZ∈Dn,p infbθ

sup
θ∈Θ[k,p]

E

"

‖bθ − θ‖2p
σ2 #

.Que peut-on espérer ave
 le "meilleur" design Z ?
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lusionProblèmes inversesPour 
ertains designs Z, le risque minimax est in�ni.Le risque minimax proportionnel à un fa
teur d'é
helle sur Z.
 Dn,p : designs Z n × p dont 
haque 
olonne est normée.infZ∈Dn,p infbθ

sup
θ∈Θ[k,p]

E

"

‖bθ − θ‖2p
σ2 #

.Que peut-on espérer ave
 le "meilleur" design Z ?
(k, n, p) k log(p/k) ≤ Cn k log(p/k) ≫ n log(n)Risque minimax Ck log(p/k) exp[Ck log(p/k)/n].Commentaires :Similaire au design gaussien ave
 Σ = IDimension raisonnable : prix log(p).Très grande dimension : prix plus élevé.Argument géométriques :Impossibilité de 
onstruire un design Z séparant bien les 
ovariables en TGD.

⇐⇒ : impossibilité de pla
er p points "bien" séparés sur la sphére Sn−1.24/25
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turelle : deg(g) ≥ n/[2 log(p)].
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Réseaux biologiques Modèles graphiques gaussiens Risques minimax Design �xe/design aléatoire Con
lusionRésuméEstimation de réseaux :1 En dimension raisonnable, un prix logarithmique (log(p)) à payer ....2 une limite stru
turelle : deg(g) ≥ n/[2 log(p)].Plus généralement, estimation en très grande dimension :1 La forme du design et 
onnaissan
e de la varian
e parfois primordiales.2 un outil d'analyse des limites de problèmes pratiques et de pro
éduresd'inféren
e.3 Des questions géométriques.
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