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1. L’équation de Fermat

1.1. Un peu d’histoire : avant Fermat

Fermat a écrit son «dernier théoreme» dans une marge d’un exemplaire du traité
«Arithmetica» de Diophante, un mathématicien de la Gréce antique, sur la page ou
était traitée I'équation x? + y? = 22 dont on cherchait les solutions enticres (de telles
équations algébriques a coefficients entiers sont appelées de nos jours équations dio-
phantiennes).

Une telle solution correspond aux longueurs des trois cotés d’un triangle rectangle
(théoreme de Pythagore, 572-492 avant J-C). Pythagore est parfois considéré comme
le pere de la «théorie des nombres» : il était fasciné par le mystere des nombres et
a meéme proclamé que «tout est nombre». Il attachait beaucoup d’importance aux
nombres rationnels (a cause de I’harmonie des sons obtenus a partir de cordes vibrantes
dont le rapport des longueurs est rationnel), mais a également découvert 'existence des
nombres irrationnels (ce fut un choc!)

Les «Elements» d’Euclide est un traité écrit au III° siecle avant J-C qui résume
les résultats des mathématiciens grecques. On y trouve par exemple une preuve de
I’existence d’une infinité de nombres premiers; y est également abordée la question de
la «construction de R a partir de Q», probleme que n’a pas su résoudre Pythagore.
Mais il faut attendre le XIX® siecle pour qu'une réponse complete soit donnée. Il y a
environ 100 ans, utilisant la méme construction que celle de R naquirent également
les nombres p-adiques (les éléments du corps @Q,), ravivant la question «que sont les
nombres 7» Le monde p-adique, bien que tres différent du monde des nombres réels,
s’avere en fait aussi naturel et d’égale importance que ce dernier. On a :

QD>QCR

Diophante était un mathématicien du ITI°¢ siecle apres J-C (époque romaine, fin de
la Grece antique), disciple de 1’école grecque. Apres lui, le développement de la théorie
des nombre s’essoufla, jusqu’a la renaissance ou son traité fut republié et parvint dans
les mains de Fermat.

Fermat était juriste a Toulouse; il a travaillé sur les équations des figures géométri-
ques telles que lellipse et développé des outils d’analyse de fonctions, mais a également
établi des résultats importants en théorie des nombres. Il est considéré comme le plus
grand mathématicien du XV° siecle.

Fermat a laissé 48 commentaires dans les marges de son exemplaire d’Arithme-
tica. Ils furent publiés par son fils apres sa mort. Bien que Fermat avait affirmé avoir
démontré un certain nombre des propositions qu’il énoncait, il en écrivait rarement
une preuve. Ses contemporains s’efforcerent de combler cette lacune; les problemes de
Fermat s’avérerent étre le dessus de l'iceberg de mathématiques profondes.

En particulier, le «dernier théoreme de Fermat» concerne I’équation z™ + y" =
z", dont Fermat mentionne le cas n > 5 uniquement dans Arithmetica. On pense
que Fermat a affirmé a tort en avoir une preuve, vu 'ardeur qui fut nécessaire a la
communauté mathématique toute entiere pour en donner une démonstration et qui
culmina avec les travaux de Wiles en 1993.



1.2.

1.3.

1.4.

Généralités
Il s’agit donc de I'équation
a4yt =",
ou n > 1 est entier et le probleme qui se pose est de trouver, pour n donné, toutes les
solutions entieres de cette équation, c’est-a-dire tous les triplets (a, b, c) € Z3 tels que
a” +b" = c".

Remarquons que ce probleme garde un sens si 'on remplace Z par n’importe quel
anneau (qui sera pour nous, sauf mention explicite du contraire, commutatif et uni-
taire) : en effet, les solutions dans A® sont les racines dans A% du polynéme z™ +y" — 2"
(I'évaluation a un sens dans A car ce polyndome est a coefficients entiers). Plus tard,
nous considérerons 'anneau C[t]. D’autre part, si ¢ : A — B est un morphisme d’an-
neaux et (a,b,c) une solution dans A3, alors (¢(a), d(b), d(c)) est une solution dans
B3. Cette propriété est également vraie pour tout systéme d’équations polynomiales &
coefficients dans Z.

Une autre propriété importante est la suivante : ’équation de Fermat est homogene,
c’est-a-dire tous les monomes intervenant sont de méme degré. Cela se traduit par la
caractérisation suivante : si A est un anneau, (a,b,c) € A% et A € A non diviseur de
zéro, alors (a, b, ¢) est une solution si et seulement si (Aa, A\b, A\c) I'est. Géométriquement,
cela s’exprime en disant que ’ensemble des solutions est un cone; la propriété pour
(a, b, c) d’étre solution (au moins pour A un anneau integre) ne dépend que de la droite
passant par l'orgine et (a, b, ¢), donc de I'image de (a, b, ¢) dans le plan projectif P(A3).
L’intérét de considérer les solutions dans l'espace projectif est que la dimension du
probleme (c’est-a-dire le nombre de variables) se trouve abaissé d'une unité.

Pour en revenir aux solutions entieres, un triplet (a, b, ¢) sera dit primitif s’il vérifie
pged(a,b,¢) = 1. L’équation de Fermat étant homogene, il suffit de déterminer les
triplets primitifs : en effet, tout triplet (a, b, ¢) solution s’écrit d(a’,¥', '), ou d est un
pged de a, b et c et (a/,b, ) est un triplet primitif solution de 1’équation.

L’équation de Fermat de degré 1

Pour A n’importe quel anneau, nous avons une bijection de A? vers 1’ensemble des
solutions de = + y = z, qui envoie (a,b) sur (a,b,a + b).

L’équation de Fermat de degré 2 sur Z

Il s’agit de 2 + y* = z*; nous suivons [Sa] §1.2.
Les solutions (a, b, ¢) avec a, b et ¢ des entiers positifs et abc non nuls sont appelés
des triplets pythagoriciens.

— Premiere réduction : comme (a,b,c) € Z* est solution si et seulement si tous les
triplets (£a, £b, £¢) sont des solutions, il suffit de déterminer les solutions dans
N3,

— Seconde réduction : comme 1’équation est homogene, toute solution (a, b, ¢) dans
N3 avec abc # 0 est de la forme (da’, db’, dc’), avec d dans N non nul et (a’, ', )
un triplet pythagoricien primitif.



Nous allons classifier les triplets pythagoriciens primitifs, a 1'aide de la factorialité
de l'anneau Z (voir A.1). On procede par étape :

1. Soit (a, b, c) un triplet pythagoricien ; les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) pged(a,b,c) =1
(b) pged(a,b) =1

(¢) pged(a,c) =1
(d) pged(b,c) =1

2. Soit (a,b,c) un triplet pythagoricien primitif. Alors ¢ est impair, et 'un d’entre
a et b est pair (considérer les carrés dans Z/4Z, qui sont 0 et 1)

3. Soit (a, b, c) un triplet pythagoricien primitif avec b pair. En écrivant

(6/2)* = ((c = a)/2)((c + a)/2),

on montre qu’il existe u et v dans N, premiers entre eux, tel que 0 < u < v,
(c—a)/2 =u?et (c+a)/2 = v? (en effet, (c —a)/2 et (c + a)/2 sont premiers
entre eux car tout diviseur commun divise leur somme et leur différence, soit ¢
et a, qui sont premiers entre eux)

4. On conclut que les triplets pythagoriciens primitifs avec b pair sont les triplets
(v? — u?, 2uv, v? + u?), avec 0 < u < v premiers entre eux et I'un des deux pairs
(sinon ¢ serait pair).

Une autre facon de déterminer les triplets pythagoriciens utilise la paramétrisation
rationnelle du cercle : & un triplet pythagoricien (a, b, ¢) on fait correspondre le point
(a/c,b/c) du cercle unité C' de R% Un point du cercle est dit rationnel si ses deux
coordonnées sont rationnelles. En considérant les droites passant par (—1,0), on montre
que tout autre point rationnel de C' est de la forme

11—t 2t
141271+ ¢2

( );
le parametre rationnel ¢ étant la pente de la droite considérée.

En effet, notons D, : y = t(z + 1) cette doite, pour t € R, et M(t) = (z(t),y(t)) le
deuxieéme point d’intersection de D, avec le cercle C' : 2% 4 4% = 1. Alors t est rationnel
si et seulement si M (t) lest :

— Si M(t) est rationnel, la droite D, contient deux points rationnels, donc sa pente

est rationnelle

— Réciproquement, si ¢t € Q, alors z(t) est solution d’une équation de degré 2 a

coefficients dans @, dont I'une des solutions (—1, car (—1,0) est a la fois sur
la droite et le cercle) est rationnelle. En résolvant cette équation, on trouve les
formules données.

. . 2_.2
Enfin, écrivant ¢ = u/v, avec u et v premiers entre eux, on trouve a/c = %% et
vei+u
b/c = 225 Sia >0, alors v > u et si b est pair et le triplet primitif, on retrouve le
ve4u

fait que I'un parmi u et v est pair et (a, b, c) = (v* — u?, 2uv, v* + u?).



1.5. I’équation de Fermat de degré n > 3 sur C[t]

En 1993, Andrew Wiles a montré qu’il n’y a pas de solution non triviale dans Z3 ;
la démontration est tres difficile, comparé au cas de C[t], qui est plus qu’abordable :

Théoréme 1.5.1. Soit n > 3 un entier. Si a, b et ¢ dans Clt] satisfont ¢ a™ + b" = "
et sont premiers entre eux (i.e. pged(a,b,c) ~ 1, alors a, b et ¢ sont de degré zéro,
c’est-a-dire sont dans C.

La preuve utilise la méthode de descente (de Fermat) :

Supposons donc qu’il existe au moins une solution primitive non constante. Soit
alors (a,b,c) une solution ou le maximum des degrés de a, b et ¢ est minimal. Tout
d’abord, notons que a, b et ¢ sont premiers entre eux deux par deux, tous non nuls, et
qu’au plus I'un d’entre eux est constant. On a :

a"=c"-b" = H(C—Cb).

=

Les facteurs ¢ — (b sont premiers deux a deux; en effet, si un premier p € Clt] divise
r; =c—(b, 1 =1,2, alors il divise 1 — x5 et (o1 — (49, donc ¢ et b, qui sont premiers
entre eux. D’autre part, par la factorialité de C[t], nous obtenons que les ¢ — (b sont
des puissances niemes, a des inversibles pres. Mais les inversibles sont les constantes
non nulles, qui sont elle-mémes des puissances niemes. Finalement, il existe des x, dans
C[t] tels que ¢ — ¢b = 2.

Comme les ¢ — (b sont premiers entre eux deux a deux, les z¢ le sont également ;
de plus, au plus I'un des z, est constant (considérer les coefficients dominants de ¢ et
b). Comme n > 3, il est possible de choisir un triplet (z,y, z) d’éléments z,. Comme
™, y" et z™ appartiennent au sous-C-espace vectoriel de Clt] engendré par b et ¢ (qui
est de dimension 2, car b et ¢ sont premiers entre eux, donc linéairement indépendants
sur C), il y a une relation linéaire non triviale que 1'on peut écrire :

ax” + Py = 2",

avec a, # et v dans C non tous nuls.

Finalement, on peut écrire

Ty Yl =2,

avec 1, y; et z; premiers entre eux deux a deux, non tous constants, et de méme degrés
respectifs que z, y et z. Mais cela contredit la minimalité en terme des degrés de la
solution (a, b, ¢) de départ.
Remarque. On a utilisé le fait que 'anneau C[t] est factoriel et que tout inversible
de CJt] est une puissance nieme. Ce sont exactement ces deux propriétés qui posent
un probleme pour les anneaux Z[e*™/"]. Kummer a réussi & remédier au défaut de
factorialité de ces anneaux, en découvrant qu’il existe une «factorisation en idéaux
premiers» qui remplace la factorisation en nombres premiers. Sa découverte a ouvert
la voie de la «théorie algébrique des nombress ('étude des anneaux tels que Z[e*™/"],
des extensions finies de Q; voir [Sa]) et il a réussi ainsi a démontrer le théoreme de
Fermat pour un certain nombre d’entiers n. Signalons aussi que la méthode de Wiles
ne repose pas sur I’étude des anneaux Z[e*™/"], mais plutot des anneaux de la forme
Zlx,y)/(y* = 23 + ax + 1), c’est-a-dire associés & des courbes elliptiques.



1.6. L’équation de Fermat de degré 4 sur 7Z

1.7.

Nous suivons [Sa] §1.2 et démontrons d’abord :
Proposition 1.6.1. Soient x, y et z dans Z tels que x* + y* = 22. Alors xyz = 0.

La clef est de nouveau un argument de descente :

Par 'absurde, supposons qu'il existe (z, y, z) dans N® avec 2t +y* = 2%, zyz # O et 2
minimal. Alors x, y et z sont premiers entre eux (sinon on pourrait écrire (£)*+ (4)* =
(d%)2). Pour obtenir une contradiction, on procede comme suit, en appliquant ce que
nous savons déja des triplets pythagoriciens :

— apres permutation, si nécessaire, de x et y, on a x et z impairs, y pair. Il existe

u et v dans N, premiers entre deux, avec u > v, tels que :
2 =u® =%, oy =2uv, z=u’+ 07

— la premiere équation dit que 22 +v? = u?; comme x est impair, v = 2v; est pair;
la seconde équation dit que (y/2)? = uvy, donc il existe a et b dans N tels que
u=a’et vy = b

— de la premiere équation, on déduit qu’il existe c et d dans N, premiers entre eux,
tels que :

r=c—d*, v=2cd, u=c+d.

— la deuxieéme de ces nouvelles équations dit que b?> = cd, donc que ¢ et d sont des

carrés, disons ¢ = €% et d = f? avec e et f dans N. Comme u = a2, on a :

e4+f4=a2,

2

et comme a? = u et z > u?, on a z > u? > a* > a, ce qui contredit la minimalité

de z.

4

Corollaire. L’équation z* + y* = 2* n'a pas de solution en entiers x,y,z > 1.

L’anneau Z[i] et le théoréme des deux carrés

La proposition suivante figure parmi les commentaires laissés par Fermat dans les
marges de son exemplaire d’«Arithmetica» :

Proposition 1.7.1. Soit p un nombre premier vérifiant p =1 mod 4. Alors il existe
un triangle rectangle dont [’hypothénuse est de longueur p. Inversement, il n’existe pas
de tel triangle rectangle si p =3 mod 4.

Fermat a été le premier a découvrir de telles relations entre nombre premiers et
triangles rectangles, dont le résultat :

Proposition 1.7.2. Si p est un nombre premier vérifiant p =1 mod 4, alors il existe
des entiers naturels x et y tels que p = 2% +1y?*. Réciproquement, cette équation n’admet
pas de solution en entiers st p =3 mod 4.



On peut voir en ces deux résultats les préludes de la «théorie du corps de classes»
qui est une des plus belles théories mathématiques du XX¢ siecle. Disons de maniere
vague que cette théorie établie une correspondence entre les corps de nombres (voir
I'annexe A.2) et la factorisation des nombres premiers. La manieére dont on démontre
ces deux propositions de nos jours passe par anneau Z[i] = {a + bi| a,b € Z}; la
clef est alors la décomposition de p en irréductibles dans Z[i], cette factorisation étant
déterminée par la congruence modulo 4.

5=224+12=(24+4)(2—14); 13=3*422=(3+2)(3 — 2)
52=(2+1)%2—1) = (3+4i)(3 —4i) =3* +4°
132 = (3+20)%(3 — 20)% = (5 + 12)(5 — 12i) = 5* + 122

Rappelons que :

Proposition 1.7.3. La conjugaison complexe z — Z induit sur Z[i] un automorphisme
d’anneau. L’application N : Z[i] — N, a — aa = |a|* est multiplicative et s’appelle
la norme de la Z-algébre Z[i]. L’anneau Z|i] est Euclidien pour le stathme N (donc
factoriel). Le groupe Z[i]* de ses éléments inversibles est {£1,+i} (éléments de norme

1).
Un autre résultat déja rencontré que nous utiliserons est le suivant :

Proposition 1.7.4. Soit p un nombre premier impair ; alors (—1) est un carré modulo
p st et seulement si p=1 mod 4.

Cela résulte de la proposition suivante, concernant les carrés modulo p :

Proposition 1.7.5. Soit p un nombre premier impair. Les carrés IF;Q C I constituent

un sous-gmupe.d’z'ndice 2. C’est aussi le noyau du morphisme V : x — a:pT_l, lequel a
pour image {£1}.

En effet, F? est 'image du morphisme FX 3 z — 22, lequel a pour noyau {+1}.
Cela montre que CardF* = (p — 1)/2. Par conséquent, FX* C ker W. Comme ker ¥
est de cardinal au plus (p — 1)/2 (car le polynome "5 — 1 a au plus (p —1)/2 racines

dans le corps F,), c’est une égalité. Enfin, ImW C {£1} car y = 2" vérifie > =1;
c’est une égalité car Card Im ¥ = Card F); / Card ker ¥ = 2.

Remarque. Six € F), on définit

(x)_ +1 sizeF;*
p "~ ]=1 sinon.

Il s’agit du «symbole de Legendre». Comme (%) = W(x), c’est un morphisme (é) :

FX — {£1} : en effet, 'application composée

F G) {+1} = {1}



est le morphisme W. Si x € Z est premier avec p, on note par définition (%) = (—) (et

pose souvent (%) = 0si p | z, par convention).
Avec ces notations, on a donc :

(—1) )+l sip=1 mod 4;
D ] -1 sip=—-1 mod 4.
En TD, vous allez voir que :
<2> _J+1 sip=+£1 mod §;
p) |-1 sip=+43 modS8.

Le symbole de Legendre se calcule alors facilement pour tout entier x, a partir des
formules précédentes et de la «loi de réciprocité quadratique» :

Théoreme 1.7.1. Soient p et q deuxr nombres premiers impairs. On a
p q p—lg-1
— |l == (_1) 2 2
(5)-C)
(exercice : calculer (Z221))

Vous en verrez une preuve en TD (voir également [Sal, [Se]) ; cette loi de réciprocité
se généralise dans le cadre de la théorie du corps de classe (DEA).

Prouvons maintenant la proposition 1.7.2 :

— Soit p =1 mod 4 un nombre premier. Comme (_71) = +1, il existe un entier a
tel que a® = —1 mod p. Alors p n’est pas premier dans Z[i] : en effet, p divise
a’+ 1= (a+1)(a— i), mais p ne divise ni a + 7 ni a — 1.

— p n'est donc pas irréductible; il s’écrit donc p = a3, avec « premier dans Z][i] et
B ¢ Z[i]*. On obtient donc N(p) = N(a)N(f); comme N(a) # 1 et N(F) # 1
(puisque ce ne sont pas des unités), nécessairement N(a) = p, donc p = aa@. En
écrivant o = ¢ + ud, on voit que p est somme de deux carrés.

— Réciproquement, si p = ¢® + d?, alors —c*> = d*> mod p, donc —1 est un carré
modulo p (d n’est pas divisible par p, donc est inversible modulo p). On en déduit
que p =1 mod 4.

Remarque. Pour 2, on a2 = (1+14)(1 —i) =4(1—14)% Onavuquesip=—1 mod 4,
alors p reste irréductible dans Z[i], et si p = 1 mod 4, alors p = a@ est produit de
deux irréductibles conjugués de Z[i|. Les irréductibles de Z[i] sont donc les nombres
premiers p tels que p = —1 mod 4 et les & = a + ib, oul p = a® + b? est un nombre
premier (nécessairement pair ou = 1 mod 4). En effet, si € Z[i] est irréductible, on
décompose 33 = N(3) € N en facteurs premiers dans Z, puis applique ce que 1'on sait
de la décomposition des nombres premiers; (3 sera un facteur irréductible du produit,
donc de la forme précédente.

Remarque. Vous verrez en TD un algorithme relativement efficace pour trouver une
factorisation dans Z[i] d’'un nombre premier p =1 mod 4. Cet algorithme assez simple
utilise le fait que I'anneau Z[i] est Euclidien et qu’il est engendré par une racine de
I'unité d’ordre 4.



1.8.

Prouvons enfin la proposition 1.7.1 :

— Sip =1 mod 4, on écrit p = aa. Alors p? = (5, o f = o® = ¢ + id, donc
p? = ¢ + d? est somme de deux carrés. Il faut montrer que ces carrés sont non
nuls, autrement dit que § & ZU1iZ. Si tel était le cas , o aurait comme argument
un multiple de 7/4, donc s’écrirait o = ry, our € Z et v € {1,1+ 4,4, —1 +i};
on aurait p = N(a) = r?N(v), d’'ott 7 = &1 puis p = 2, ce qui est absurde.

~ Sip=-1 mod 4 et p? = ?+d? = (c+id)(c—id), Punicité de la décomposition
en irréductibles implique que ¢ 4 ¢d = £p ou +ip, donc ¢ = 0 ou d = 0.

— Par soucis d’exhaustivité, le cas p = 2 : on voit facilement que 22 = ¢* + d?
n’admet pas de solution en entiers avec ¢ # 0 et d # 0

Remarque. Dans la méme veine :
Proposition 1.7.6. Si p est un nombre premier vérifiant p = +1 mod 8, alors il existe

des entiers naturels x ety tels que p = 12 —2y%. Réciproqguement, cette équation n’admet
pas de solution en entiers si p = +3 mod 8.

Ce résultat se démontre en travaillant dans Z[\/i] Il est & mettre en relation avec
le tableau suivant :

corps de nombres | premiers qui se décomposent
Q(v-1) p=1 mod 4
Q(V-2) p=1,3 mod 38
Q(v-3) p=1 mod 3
Q(v2) p==+1 mod8

Remarque. Concernant la décomposition d’un entier naturel en somme de carrés :

Corollaire. Soit n € N; alors n s’écrit comme somme de deux carrés si et seulement
si vp(n) est pair pour tout nombre premier p = —1 mod 4.

En effet, si n = a® + 1%, alors n = aa, avec o = a + ib. Soit p = —1 mod 4 un
nombre premier, donc irréductible dans Z[i]; on écrit a = p¥F, ot v = v,(a) et
est premier avec p dans Z[i]. Alors @ = p’3, puis n = p*33, ot p ne divise pas 33
dans Z[i] donc dans Z. Réciproquement, si n vérifie la condition du corollaire, écrivant
p = (a, + ib,)(a, — ib,) pour un premier p =1 mod 4, on a n = aa@, ol

vp(n)
o = (1 + Z‘)w(n) H (ap + ibp)v”(n) H ppT‘
p=1 mod 4 p=—1 mod 4

Enfin, citons le résultat suivant (preuve du méme tonneau, mais on remplace Z[i]
par I'anneau des quaternions d’Hurwitz ; voir par exemple [Sa] §5.7) :

Théoréme 1.7.2 (Lagrange). Tout n dans N est somme de quatre carrés.

L’anneau Z[j] et I’équation de Fermat de degré 3 sur Z

Nous allons travailler dans le sous-anneau A = Z[j], avec 1 + j + j2 =0, de C. La
méthode est toujours la méme : factorisation apres adjonction des racines troisieme de
I'unité, et descente infinie. Pour 'argument de descente, il est nécessaire de démontrer
un réultat légerement plus fort :



Proposition 1.8.1. Supposons que x,y et z sont dans A et u dans A* tels que x3+1y° =
uz3. Alors xyz = 0.

3

Corollaire. L’équation x3 + y* = 2* ne posséde pas de solution non triviale (i.e. telle

que zyz # 0) en entiers x,y, z.
Commencons par quelques préliminaires sur I’anneau A :

Proposition 1.8.2. La conjugaison complexe z +— Z induit sur A un automorphisme
d’anneau. L’application N : A 3 a — aa = |a|* € N est multiplicative et s’appelle la
norme de la Z-algébre A. L’anneau A est Euclidien pour le stathme N. Le groupe A*
des élements inveribles est {1,475, +52}. L'élément A =1 — j de A est premier, et le
quotient A/NA est un corps a trois éléments. Dans A, 3 se factorise en 3 = —j2\2.

Remarque. t*>+t+1 est le polynéme minimal de j sur Q; Q(j) = Q[j] ~ Q[t]/(t*+t+1)
est un corps quadratique (i.e. une extension de Q de degré 2; voir A.2) dont Z[j] =
{z + jy|z,y € Z} est anneau des entiers.

Pour calculer la norme, on utilise la formule :
N(z+yj) = (z +yj)(a +yj%) = 2* —ay +y°.

Remarquer que les éléments de A forment un réseau de C (A est un Z-module libre
de rang 2); géométriquement, ce réseau est ’'ensemble des sommets d'un pavage de C
par des triangles équilatéraux de coté 1. Pour montrer que A est Euclidien, on se donne
a et b# 0 dans A; il s’agit de trouver ¢ et r tel que r = 0 ou N(r) < N(b). On prend
pour ¢ I'un des éléments de A le plus proche de a/b, de sorte que |a/b—q| < 1/v/3 < 1
(faire un dessin du réseau A); puis 'on pose r = a — bq. Alors

7| = [b] - la/b— gl < [b].

D’autre part, les éléments inversibles sont ceux de norme 1, c’est-a-dire les points du
réseau qui sont sur le cercle unité.

Pour voir ce quest A/AA, notons que A ~ Z[t]/(t* + ¢ + 1). En effet (attention :
Z[t] n’est pas principal, donc on ne peut pas parler du polynéme minimal de j sur Z
et raisonner comme Q[j]) le noyau de 'application @ : Z[t] 5 P — P(j) € A est I'idéal
(t2 +t + 1) : considérant P € ker ¢, on peut soit effectuer la division euclidienne de
P par t? +t + 1 dans Z[t] (car ce dernier polynome est unitaire) et argumenter que le
reste est nul car de degré inférieur ou égal & un, soit raisonner dans Q[t] : 2 + ¢ + 1
divise P dans Q[t] et t2 + ¢ + 1 est de contenu 1, donc divisant le contenu de P, aussi
t? + ¢ + 1 divise-t-il P dans Z[t]. Il en résulte :

ANA~ T/ (1 +t +12,1 — )~ Z[t] /(3,1 — t)~ (Z/3Z)[t] /(1 — 1)
~ 7./3Z = Fs.

Remarque. X est donc premier dans Z[j] (ce que I'on savait déja : N(\) = 3 est premier,
donc A est irréductible).
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Enfin, calculons :
N=01-j)P=1-2j+=1+j+j>—-3j=-3j
Nous aurons besoin du lemme suivant :
Lemme 1.8.1. Les puissances troisiemes dans AJ9A = A/N*A sont 0,41, £\3.

Preuve : comme A/AA ~ F3, tout élément de A s’écrit £1 + Aa ou Aa, avec a € A.
On calcule alors la puissance troisieme de ces expressions : par exemple, (1 + \a)? =
1 + 3Xa + 3X%a® + A3a®. Mais on peut encore écrire a = € + Ad/, o ¢ € {0,+1} et
a’ € A; on calcule les puissances de a dans A/A*A et obtient les égalités suivantes dans
A/NA

3\a = 3Xe, 3M%a% =0, \a® = N33,
sachant que A\* = 0 et 3)\? = —9j = 0 dans A/\*A. Finalement :
(1+Xa) =143+ X3 =14+eAB+A) =1+3N e = 1.
On traite de méme les autres cas.

Corollaire. Les puissances troisiemes dans A/N3A sont 0, +1.

Démontrons maintenant la proposition 1.8.1 : par I’absurde, on suppose qu’il existe
z,y et z dans A et u dans A* tels que z® + y® = w23 et xyz # 0. Quitte a diviser par
le pged, on se ramener au cas ou z,y et z sont premiers entre eux deux a deux.

— Montrons que A | zyz : dans le cas contraire, on aurait {23, y3 23} C {£1} dans
A/XN*A (d’apres ce que nous savons des cubes dans A/A*A). Donc \* diviserait
u+2. Or 0 # |u = 2| < 3 tandis que |\*| = 9; c’est donc impossible.

— Montrons que si A | zy alors u = £1 : quitte a échanger x et y, on peut supposer
que A | y; alors uz® = 2* dans A/A3A. Comme \ ne divise pas z, on a donc
+u = +1 dans A/A3A (d’apres ce que nous savons des cubes dans A/A3A). Cela
veut dire que \* divise u — 1 ou u+ 1. Or |u=£ 1| < 2 tandis que |\?| = 3v/3 > 2;
cela n’est donc possible que si u +1 = 0.

— Utilisant les deux points précédents, on se rameéne au cas ou A | z : en effet, si ce
n’est pas le cas alors A | zy (disons A | y, la situation étant symétrique en z et y),
donc u = +1. Notre équation se réécrit alors 23+ (—uz)? = —y3 : cela montre qu’il
existe une équation x® + 1> = uz?, avec A | z, possedant une solution (x,y, z) non
triviale. On supposera alors que u et (x,y, z) sont tels que la A-valuation vy(z)
de z est minimale (principe de descente) parmi toutes les solutions non triviales
avec \ | z de toutes les équations de la forme 2 + 3® = uz®, avec u dans A%, que
I’on peut écrire.

— Nous avons z® + ¢y = 0 dans A/AA; d’autre part, comme A\ ne divise ni x ni
y, alors 3 + > = 0 ou +2 dans A/A\*A (d’aprés ce que nous savons des cubes
dans A/A*A). Par conséquent, z° + y> = 0 dans A/\*A, ou encore \* | uz®, donc
A\ 2.

— Ecrivons maintenant :
(z+y)(x+jy) (= +j%y) = 2° + ¢ = uz’.

Comme A° | uz3, au moins I'un des facteurs & gauche est divisible par A\?; quitte
a remplacer y par jy ou j2y si nécessaire, on a A\? | (z + y).
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— Calculons la A\-valuation des trois facteurs : comme x + jy = o+ j%y = x +y dans
A/AA (car j = 1 dans A/AA), alors A divise = + jy et x+ j2y. Par absurde, si \?
divisait x + jy, on aurait x + jy = x+y dans A/N\?>A, ou encore 0 = (1—j)y = \y
dans A/A?A. Donc A diviserait y, ce qui est faux. De méme pour x + 5%y ; ainsi :

onz+jy) =1, va(z+5%) =1, va(z+y) =3v(z) — 2.

— De plus, ces éléments de A ont deux a deux A pour pged : par exemple, x +y =
(x+jy)+Ay, donc pged(x+y, x+jy) = pged(z+y, Ay) = A (car y est premier avec
x donc avec = + y). La factorialité de A donne alors I'existence d’éléments «, (3
et v de A qui sont premiers entre eux deux a deux et premiers a \, et d’éléments
U1, us et ug de A* tels que :

4y =uw N0 a4 gy = w8, v+ 50y = ushy’.

— La combinaison linéaire avec coefficients 1,7 et j2 de ces trois équations, divisée
par A, donne :
30x(2)=3,.3 | . Q3 s2. .3
0 = uy A>3 303 4 juy 82 + 2ugy.

On pose alors 1 = B,y = v et 2, = A (=1 de sorte qulavec ; et £ conve-
nables dans A* on ait @3 + 195 = £923. Comme N\ | 23 (car v)(z) > 2), on a
g1 = 1 dans A/A3A donc dans A (raisonnement déja vu). En remplagant y; par
—y; si nécessaire, on obtient donc z3 + 7 = €927, avec vy(z1) < vp(2), d'ou la
contradiction.

2. Arithmétique des courbes elliptiques

2.1. Motivations

Une définition moderne d'une courbe elliptique est la suivante :

Définition 2.1.1. Une courbe elliptique E définie sur un corps k est une courbe pro-
jective plane non singuliére de degré 3, munie d’un point O € E(k).

Nous verrons plus loin le sens de ces mots. De maniere vague, on s’intéresse a des
équations du type
y* = 2% +ax + b, ou 4a® + 270> # 0.

(la condition signifie que le polynome x® + ax + b admet trois racines distinctes dans
une cloture algébrique de k)

Comme nous allons le voir, 'arithmétique des courbes elliptiques est un sujet beau,
riche et vaste. Mais encore, il s’est avéré que la théorie des courbes elliptiques permit
de résoudre des problemes qui, a priori, n’avait pas grand chose a voir avec les courbes
elliptiques. Citons entre autres :

— le dernier théoréme de Fermat : c’est notre ‘prétexte’ a ’étude des courbes ellip-
tiques. Précisément, c’est la courbe de Frey y* = z(x + a)(z — b) qui joue un role
crucial, ou @ = 2P et b = yP, pour p un nombre premier impair et (z,y, z) une
solution non triviale de ’équation de Fermat zP 4 y? = zP. Alors les trois racines
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—a, b et 0 du polynéme x(z + a)(x — b) sont distinctes, de sorte qu’il s’agit bien
d’une courbe elliptique. Or Wiles montre qu’une telle courbe elliptique ne peut
pas exister.

— les nombres congruents : un entier naturel n est dit congruent s’il peut s’exprimer
comme l'aire d’un triangle rectangle dont les longueurs des cotés sont des nombres
rationnels. Ce probleme a été soulevé par les mathématiciens de la grece Antique,
puis a été discuté par les mathématiciens arabes du X¢ siecle. Fibonacci a montré
que 5 et 6 sont congruents, Fermat que 1,2 et 3 ne le sont pas, enfin Euler que
7 est congruent. Cependant, le cas général est resté sans réponse ... jusqu’a 1983
(!) ot Tunnel a relié le probleme des nombres congruents a la théorie des courbes
elliptiques.

— la factorisation des entiers : il existe un algorithme de factorisation des entiers
due a Lenstra qui utilise les courbes elliptiques, meilleur sous plusieurs aspects
que les précédents algorithmes (voir [Ko2] VI.4 ou [S-T] IV.4 ou [Ca] Chapter 26).
De nos jours, cette question de la factorisation des entiers est devenue cruciale,
en relation avec certains crypto-systemes : étant donnés p et ¢ deux nombres
premiers tres grands, toute personne connaissant n = pg peut coder le message,
mais le décodage requiert la connaissance de p et ¢. La sureté du crypto-systeme
est donc basée sur la difficulté a factoriser rapidement I'entier n. L’algorithme de
Lenstra ne met pas en péril les crypto-systemes en question, mais il montre qu’on
est jamais a I’abris d’'un rebondissement inattendu.

2.2. Courbes planes et singularité
2.2.1. Courbes affines planes
Soit k un corps et A%(k) = k2 le plan affine. On note k une cloture algébrique de k.

Définition 2.2.1. Une courbe affine plane C' = C; définie sur k est la donnée (a
multiplication prés par un élément de K* ) d’un polynome f € k[X,Y] que l'on suppose
sans facteur multiple dans sa décomposition en irréductibles dans k[ X,Y]. Les K -points
de C}; ou points K-rationnels, pour K D k un corps, sont les zéros de f dans K?* :

Cy(K) = {(z,y) € K?| f(z,y) = 0}.

On dit souvent que f = 0 est une équation de la courbe et écrit C': f = 0.

Soit P € C¢(K). Si au moins 'une des dérivées g—)é et % (dérivation «formelle»
des polynomes) n’est pas nulle en P, on dit que P est un K-point non-singulier de
(. La courbe Uy est dite non-singuliere ou lisse si tout k-point est non-singulier. Le
contraire de non-singulier est singulier.

Si P = (a,b) € C¢(K) est non singulier, on peut définir la droite tangeante D a C;
en P. C’est une droite affine définie sur K, c’est-a-dire une courbe affine donnée par
un polynéme de K[X,Y] de la forme aX + bY. Précisément :

(), x-0+(F)r-»

Noter que dans le cas K = R, ces définitions coincident bien avec celles du cours de
calcul différentiel.
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2.2.2.

Ezemple. Considérons la courbe C' : Y2 = X3 4+ aX + b, ol a,b appartiennent & un
corps k supposé de caractéristique différente de 2. En un point singulier (z,y) de C' on
a:

20=0, 322 +a=0, y* =2>+ ax +b.

D’olt y = 0 et x est une racine double du polynéme X3 + aX + b. Donc C est non-
singuliere si et seulement si X® + aX + b n’a pas de racine double (dans k), donc si et
seulement si son discriminant 4a® + 27b* est non nul.

Soit P = (a,b) € C¢(K). Tout polynome de k[X, Y] s’écrivant (de maniere unique)
comme somme de polynomes homogenes de degrés croissants, on a :

f(X’Y):fl(X_a’Y_b)+"'fn(X_a7Y_b)a

ou f; est homogene de degré i en X —a et Y — b (il s’agit du développement de Taylor
formel de f). En particulier, f1(X,Y) = (3—}2)13 (X —a)+ (g—{;)P (Y —b). Si donc P est
singulier, alors

fX,Y) = fi(X —a,Y — b) + termes de plus haut degré,

oum > 2et f, # 0. On dit alors que P est un K-point de C' de multiplicité m. Si
m = 2, on dit que P est un point double. On peut méme raffiner la terminologie; on a
besoin d’un lemme :

Lemme 2.2.1. Les polynomes irréductibles homogénes de k[X,Y] sont les polynémes
homogénes de degré un.

En effet, utilisant 'homogénéité de f € k[X,Y] pour Iécrire comme un polynéme
g(T) en T'= X/Y (on divise par une puissance convenable de Y, travaillant dans
k(Y)[X]), ce dernier polynéme se décompose en produit de facteurs a7 + 3 de degré
un dans E[T]. En multipliant par la méme puissance de Y, on obtient un produit de
facteurs oY + 3X. Ces polynome sont irréductibles dans k[X,Y] = (k[X])[Y] car ils
sont irréductibles dans (k(X))[Y] (puisque de degré un) et primitifs en X (i.e. en tant
que polynémes en Y & coefficients dans k[X]).

Pour simplifier les écritures, supposons que le point singulier P soit (a,b) = (0,0).
Alors f,,(X) =[] d;"" dans k[X,Y], ot les d; sont homogenes de degré un. Les droites
D; : d; = 0 sont appelées les droites tangentes a C' en P; D; a pour multiplicité r;. On
dit que la singularité est ordinaire en P si les droites tangentes sont toutes distinctes
(i.e. toutes de multiplicité un). Un point double ordinaire est appelé un noeud. Sinon,

on dit que le point double est une pointe.

Exemple. La courbe Y? = X3 + aX? est singuliere en (0,0). Si a # 0, ce point est un
noeud et les deux tangentes en (0,0) sont Y = +,/aX (elles sont définies sur k si et
seulement si a est un carré de k). Si a = 0, le point singulier est une pointe (il n’y a
qu’une seule tangente : Y = 0).

Courbes projectives planes

Définition 2.2.2. Une courbe projective plane C' = Cg définie sur k est la donnée
(a multiplication prés par un élément de K* ) d’un polynéme homogéne F € k[X,Y, Z]
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que l'on suppose sans facteur multiple dans sa décomposition en irréductibles dans

k[X,Y,Z]. Les K-points de Cr ou points K-rationnels, pour K D k un corps, sont les
zéros de F dans P*(K) :

Cr(K)={(z:y:2) € PK)|F(x,y,2) =0}

On dit souvent que F' = 0 est une équation de la courbe et écrit C' : F = 0.
Remarquer que 'homogénéité de F' implique que

F(Az, Ay, Az) = X5 F (2, y, 2)

de sorte que ca a bien un sens de parler des points de P*(k) qui annulent F (bien
qu'évaluer I en un point de P?(k) n’ait aucun sens!)

Le degré de F' est appelé degré de la courbe Cr. Une courbe de degré un est par
définition une droite projective plane, de degré deux une conique (projective plane),
de degré trois une cubique (projective plane).

Ezemple. La courbe C' : Y?2Z = X3 + aXZ? 4+ bZ3 est une cubique projective plane.
Avec les notations de I'annexe B.1, CNUj est la courbe affine plane C : v? = u+au+b
tandis que C' N Dy (k) est réduit au point (0: 1 :0), appelé «point a U'infinix».

Utilisant la décomposition P? = Uy U U; U Us (cf B.1), on voit qu'une courbe
projective plane Cr est toujours I'union de trois courbes affines planes (les C; = C'N
U;). Si l'on garde la méme lettre pour les coordonnées affines sur les U;, alors Cy est
d’équation F(X,Y,1) = 0; de méme, C; : F(X,1,Z) = 0et Cy : F(1,X,Z) = 0.
Dans l'exemple précédent, C est I'union de Cy : Y2 = X3 +aX +bet C) : 7 =
X3 +aXZ? +bZ3 (cet exemple ne reflete pas le cas général : ici deux courbes affines
suffisent ; en effet, Cy contient le point a I'infini (0: 1 :0)).

Définition 2.2.3. On dit que P est un point singulier de Cr s’il vérifie

rry 0= (20) = (28) - (%)

Si P est non-singulier alors la droite projective plane

or or or
v (5e), o (), (52), 70

est appelée tangente a Cr en P.

Cette définition est justifiée par le fait suivant : P est singulier si et seulement si
il 'est en tant que point de 1'une (et donc toutes!) des courbes affines C; a laquelle
il appartient. S’il est non singulier, alors D; = D N U; est la tangente a C; en P.
Démontrons cette assertion (on traitera le cas Up) :
— notant f(X,Y) = F(X,Y,1), la courbe Cj est d’équation f = 0. On pose P =
(a:b:1). Comme

OFN (01 (9F\ _(of
(5%), - Ge). (), - ().,

il est clair que si P est un point singulier de C, alors il est également singulier en
tant que point de Cj.
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— Réciproquement, si P est un point singulier de Cy, il reste a montrer que (a—F) =

9z)p —
0; cela résulte du l'identité d’Euler pour F', évaluée en P :
Lemme 2.2.2. Soit F' un polynéme homogéne de degré d dans k[Xq,...,X,];
on a lidentité dite «d’Eulers :

)
dF = ;Xia_xi'

Preuve : Puisque I’ est homogene :
F(TX,,...,TX,) =T'F(X,,...,X,)

dans k[X1,..., X, T|. En dérivant par rapport a T et en donnant a 7' la valeur
1, on trouve l'identité anoncée.
— Supposons maintenant que P en non-singulier; la tangente a Cy en (a,b) est

d’équation
OF oOF

Comparant avec ’équation

OF OF OF
P P P

il suffit de montrer que

(52),~(5), (7).

Cela résulte a nouveau de l'identité d’Euler.

Remarque. En vue de la recherche des éventuels points singuliers, une des quatre
égalités dans la définition d'un point singulier est redondante : par exemple, si les

trois dérivées partielles sont nulles en P, alors F(P) = 0 également, par l'identité
d’Euler.

De méme, la notion de multiplicité peut s’étendre aux courbes projectives en uti-
lisant le fait que tout point P de C appartient a I'une au moins des courbes affines
C;. On vérifie que la multiplicité de P est la méme dans chaque C;, de sorte tout ca a
bien un sens. Enfin, on peut démontrer qu'une transformation projective respecte les
multiplicités.

Ezemple. La cubique projective C' : Y27 = X3 +aX Z?+bZ3, avec A = 4a®+27b* # 0,
est non-singuliere. En effet, sa partie affine Cy est non-singuliere (car A # 0; déja vu)
et l?)(a))point al'infini (0 : 1 : 0) est régulier car (g—g)o =1(ici, F =Y?*Z— (X?*+aXZ%+
bZ?)).

Ezemple. La cubique projective Cr définie par F = X3 + Y3 + Z3 est non-singuliere

sur un corps de caractéristique différente de 3 : on calcule g—§ = 3X? (méme formule

pour Y et Z); un point singulier vérifie donc X =Y = Z = 0, ce qui ne correspond a
aucun point du plan projectif.
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2.2.3. Morphismes entre courbes projectives planes

Soit C'r et Cg deux courbes projectives planes définies sur k, données par deux
polynomes homogenes F' et G de k[X,Y, Z].

Définition 2.2.4. Une application rationnelle ¢ : Cr — Cg est la donnée de trois
polynomes A, B,C de k| X,Y, Z], homogénes de méme degré (strictement positif), tel
que, pour presque tout k-point (x : y : z) de Cp (i.e. tous les points sauf éventuellement
un nombre fini), (A(x,y,z): B(x,y,z) : C(z,y,2)) est bien défini en tant qu’élément
de P*(k) et appartient ¢ Co(k). On note ¢ = (A: B : O).

On dit que [’application rationnelle ¢ est birationnelle s7l existe une application
rationnelle v : Cq — Cp telle que, pour presque tous les k-points, les applications 1o

et @ o sont définies et égales a l'identité.

Noter que la condition d’homogénéité assure que (A(x,y, z) : B(z,y,2) : C(z,y, 2))
définit bien un point du plan projectif, des que les trois polynomes ne s’annulent pas
simultanément.

Comme deux triplets (z1,za, x3) et (], 2, 2%) sont proportionnels si et seulement

. S C U e
si x;x; = xjx; pour tout i # j, on est amené a définir :

Définition 2.2.5. Deux applications rationnelles ¢ = (Ay, Ag, A3), ¢’ = (A}, A}, AL) -
Crp — Cg sont dites équivalentes si A; A} = AjA; mod F dans k[X,Y, Z] pour tout
i#j. On écrit p ~ ¢'.

En effet, deux telles applications équivalentes prennent alors la méme valeur en tout
k-point P de Cr en lequel elles sont toutes les deux définies. Mais il se peut que I'une
des deux soit définie en P et 'autre pas.

Définition 2.2.6. On dit qu’une application rationnelle ¢ : Cr — Cg est réguliere en
P s’il existe une application rationnelle ¢' ~ ¢ définie en P. On pose alors o(P) =
¢'(P).

En particulier, (AH : BH : CH) ~ (A : B : C) pour tout polynome H (qui n’est
pas multiple de F).

Exemple. Soit Cr: X?+Y2=7Z%et Cq: Z =0. Alors p = (X + Z : Y : 0) est une
application rationnelle Cp — Cg réguliere en tout k-point de Cp.

En effet, soit P = (z : % : ) un tel point ; o(P) = (z+ 2 : y : 0) appartient & C (k)
des que (z+z,y) # (0,0). Le probleme se pose en P = (—1:0: 1) : ¢ est-elle réguliere
en P? Comme (X + Z)(X — Z) = (=Y)Y mod F, alors p ~ (=Y : X — Z : 0) (ou
par étapes : o ~ (X +2) (X —2): V(X —2Z):0)) ~ (-Y?: V(X - Z):0) ~ (=Y :
X —Z:0)). On pose donc ¢(P) = (0:1:0).

Définition 2.2.7. Un morphisme ¢ : Crp — Cg est une application rationnelle

réquliére en tout point de Crp(k). Sl eziste un morphisme ¢ : Cqg — Cr tel que

o et poh sont égales a lidentité sur Cr(k) et Cq(k), alors on dit que ¢ est un
isomorphisme.

Exemple. Poursuivant avec I'exemple précédent, on vérifie que ¢ = (X2 — Y2 : 2XY :
X? +Y?) est une application rationnelle Cg — Cp réguliere en tout point et qu’elle
fournit un inverse a . Autrement dit, la conique projective Cr est isomorphe a la
droite projective Cg.

17



2.3. Courbes elliptiques et loi de groupe
2.3.1. Définition d’une courbe elliptique

Rappelons la définition, dorénavant éclaircie : une courbe elliptique définie sur un
corps k est une cubique projective plane non-singuliere C' définie sur k, munie d’un
point O € C(k).

Il reste & comprendre le role du point O (ce sera le neutre pour la loi de groupe
sur C' que l'on va définir). Mais avant, on aimerait «simplifier» autant que possible
I’équation d’une courbe elliptique, en restant dans la méme «classe d’isomorphismes.
C’est le role de ’équation de Weierstrass.

On appelle équation de Weierstrass (courte) une équation de la forme Y?Z =
X3+aXZ?+bZ3. On éerit souvent y? = 2° +ax + b (la déshomogénéisée en Z obtenue
en remplagant Z par 1), pour simplifier, sachant que 1'on retrouve I’équation initiale
en homogénéisant, c’est-a-dire en multipliant chaque terme par une puissance de Z
(minimale afin que tous les termes soient de méme degré, en I'occurence 3). De plus,
y? = w3+ax+b est I'équation de la «partie affine» notée Cy de la cubique de Weierstrass
C:Y?Z = X3+ aXZ%+ bZ3, la partie «a l'infini» se réduidant au point (0 : 1 : 0)
(déja vu). Donc C' est connue des que 1'on connait Cy. La donnée (C, (0: 1 :0)) définit
une courbe elliptique sur & (on choisira toujours pour O le point a l'infini, dans le cas
d’une cubique de Weierstrass).

Par ailleurs, on dit que deux courbes elliptiques (C,0) et (C’,0’) définies sur k
sont isomorphes s’il existe un isomorphisme ¢ : C' — C’ de courbes projectives planes
vérifiant ¢(O) = O'.

On admettra la proposition suivante :

Proposition 2.3.1. Soit k un corps de caractéristique différente de 2 et 3. Toute
courbe elliptique (C', O0") définie sur k est isomorphe a une courbe elliptique (C,O), ou
C' est donnée par une équation de Weierstrass courte et ou O = (0:1:0) est le point
a linfini.

En fait, il existe un algorithme permettant de résoudre ce probleme. Maple sait
donc le faire.

Remarque. Sans ’hypothese sur la caractéristique, on montre qu’on peut toujours se
ramener a une équation de Weierstrass (longue) y* + a1xy +azy = 22 + a2 + a4 + ag.

La question naturelle qui se pose est alors la suivante : cette équation de Weierstrass
est-elle «canonique» ?

Proposition 2.3.2. On suppose toujours que k est de caractéristique différente de 2 et
3. Deux courbes elliptiques Ciap) et Cqr 1y sont isomorphes si et seulement si il existe
c € k* tel que a’ = c'a etV = Sb. Lisomorphisme est alors (x :y : 2) — (Px: Ay : 2).

I1 est clair que cette condition est suffisante. Nous admettrons qu’elle est également
nécessaire.
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2.3.2. La loi de groupe

On suppose donc que k est un corps de caractéristique différente de 2 et 3 et se
donne une courbe elliptique C' : y* = 2® + azx + b (avec 4a® +270* # 0 et O = (0:1:0)

le point a l'infini).

Pour n’importe qu’elle extension K O ket A, B deux K-points de C, on veut définir
la somme A + B, de sorte que (C(K),+) forme un groupe abélien, de neutre O. La
construction est la suivante; elle procede par «cordes et tangentes» :

(a) Cas A# B :
1.
Tracons la droite I
passant par A et B;
I est le troisieme
point sur C' N Lq.

250it Lo la droite verticale
passant par I.
Alors A + B est
I’autre point
sur C'N Ls.

(b) Cas ou A= DB :
L1 est la tangente
aCenA.

L A

U A+B

L, est la tangente
a C en A qui est
point d’inflexion

U 24

Lo

()
AL

Ly

Lo

Noter que la tangente est bien définie, car la courbe est non-singuliere.

Ces constructions ont-elles un sens ? Il s’agit de vérifier :
— que [ est bien défini (i.e. que la droite L; coupe bien C' en un «troisieéme point»)

— que A + B appartient a C(K).



Remarque. L’addition des points est donc un moyen de fabriquer des points rationnels,
lorsque 1'on en connait déja un ou deux.

Qu’une droite rencontre une cubique (projective) en trois points (comptés avec «mul-
tiplicité») est un cas particulier du «théoréeme de Bezout» :

Théoréme 2.3.1 (Bezout). Si C et D sont deux courbes projectives planes de degrés
¢ et d n’ayant pas une infinité de points en commun (c’est le cas par exemple si C = D),
alors #(C(K) N D(K)) < cd. Lorsque K est algébriquement clos, alors on a l’égalité
> pec)np) HPC N D) = cd, oii(P,C'N D) désigne la multiplicité d’intersection
de C et D en P.

Nous allons démontrer ce théoreme et définir la multiplicité d’intersection, du moins
dans le cas qui nous intéresse. Ainsi C' est une cubique d’équation F\(X,Y, Z) = 0, pour
F un polynéme homogene de degré 3 et D est une droite a X + bY + c¢Z = 0. Quitte
a permuter les indéterminées, nous supposerons que a # 0; en un point d’intersection,
on a donc F(—(bY + ¢Z)/a,Y,Z) = 0. C’est un polynoéme homogene de degré 3 de
kY, Z] (ce n’est pas le polynéme nul, sinon aX + bY + ¢Z diviserait F'; la droite D
serait incluse dans C, ce qui est contraire a ’hypothese), qui s’écrit donc :

Y3+ aY?Z + Y Z? + a7 = 0.

Si K est algébriquement clos, on a déja vu que les polynomes homogenes irréductibles
de K[Y, Z] sont ceux de degré un. On pourra dans ce cas écrire :

(b1Y -+ ch)(bQY —+ CQZ)(ng —+ CgZ) =0

(rappelez-vous : on travaille dans K(Z)[Y] et écrit

v? V)’ Y
aq E + Qo E + a3 E + ay

en tant que produit de facteurs de degré un en 7' = %).Par définition, la multiplicité
d’intersection en P = ((bcy — ¢by)/a : —c1 : by) est le nombre de fois que le facteur
(01Y + 1 Z) apparait dans cette décomposition. On a donc exactement trois solutions,
comptées avec multiplicité. Enfin, lorsque K n’est pas algébriquement clos, K C K, et
le résultat pour K donne l'inégalité pour K.

Remarque. On peut aussi définir la multiplicité d’intersection en travaillant sur une
partie affine de la courbe C' : par exemple, si P € Uy, i.e. P = (xq : 4o : 1), on cherche
la multiplicité d’'intersection de Dy : a(z — zg) + b(y — yo) = 0 et de Cp : f(z,y) =0,
ou f(x,y) = F(z,y,1). Comme précédemment, on peut supposer a # 0, de sorte qu’en
un point d’intersection, on a f(zg — g(y —10),y) = 0. Dans k[y], ce polynome s’écrit

a1y’ + oy’ + azy + ag = (biy + 1) (bay + 2)(bay + c3).

Par définition, la multiplicité d’intersection en P est le nombre de fois ou apparait
le facteur y — yo. Noter cependant que la somme des multiplicité d’intersection des
points sur Cy N Dy n’est plus nécessairement trois : il se peut que ce polynome en y
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soit de degré strictement inférieur a trois (il se peut que C' et D se coupent également
a linfini!)
Par ailleurs, écrivant

f(z,y) = Fi(z — 20,y — yo) + Fo(x — w0,y — yo) + F3(x — 20,y — Yo),

ou F; est homogene de degré ¢, rappelons que le plus petit 7 tel que F; # 0 est la
multiplicité de P sur C. Que peut-on dire concernant ces deux notions de multiplicité ?
Remplacant z — x( par —%(y — yo) dans cette égalité, la multiplicité d’intersection en
(x0,y0) est par définition la puissance maximale de (y — yo) que 'on peut mettre en
facteur. On se rend ainsi compte que :
— Lorsque Dy n’est pas la tangente en P, alors la multiplicité d’intersection en P
vaut un (car P est non-singulier) ;
— La multiplicité d’intersection en P est supérieure ou égale a la multiplicité de P
sur C';
— En particulier, lorsque Dy coincide avec la tangente, alors la multiplicité d’in-
tersection est supérieure ou égale a 2, donc vaut 2 ou 3. La connaissance de Fj
permet de statuer : on regarde si FQ(—S(y — ),y — Yo) = 0.

Définition 2.3.1. Un point P non-singulier d’une courbe projective plane C' est appelé
un point d’inflexion de C' lorsque la multiplicité d’intersection en P de C' et de la
tangente a C' en P est supérieure ou égale a trois.

Par exemple, le point & l'infini O de C' : Y?2Z = X3 + aXZ? + bZ? est un point
d’inflexion : la droite a 'infini D : Z = 0 intersecte C' en un seul point, qui est donc de
multiplicité trois. On le voit également via les équations : en remplagant Z par 0, on
trouve X3 = 0.

Notant I le «troisieme» point d’intersection de C' avec la droite L (qui est la droite
passant par A et B, ou la tangente & C' en A si A = B), alors par construction, A+ B
est le «troisieme» point d’intersection de C' avec la droite Lo, qui est la droite passant
par O et I (I'équation affine z = zq devient X — x¢Z = 0).

Remarque. C’est de cette maniere que l'on définit la loi de groupe sur une courbe
elliptique quelconque (i.e. pas nécessairement une cubique de Weierstrass et O un
point rationnel quelconque).

On comprend alors les cas particuliers suivants :
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Ici2A=0 Ici A+ B=0

[
N N

Ly Ly

Dans ces deux cas, I = O; on prend alors pour Ly la tangente a C' en O, qui
coupe C' en O uniquement. Ainsi, dans les constructions du (a) et (b), on voit que
I+ (A+ B) = O, ou encore que I = —(A + B). A supposer que la loi soit bien
associative (ce qu’il faudra démontrer), on peut écrire A+ B + I = O. En résumé, on
voit que (et cette propriété caractérise la loi de groupe) :

’Soit A, B et [ trois points de C. Alors A+ B + I = O si et seulement si A, B et I sont alignés

En effet, A+ B+ I =0 équivaut a I = —(A + B). Or on vient de remarquer que par
construction le point —(A + B) est tel que A, B et —(A + B) sont alignés.

Remarque. Dans la formulation de 'encadré, si un point est répété plusieurs fois alors
il est sous-entendu que 1'on prenne en compte les multiplicités : par exemple, «A, A
et I # A sont alignés» signifie qu’il existe une droite passant par A et I telle que les
multiplicités d’intersection avec la courbe sont respectivement 2 et 1.

Notons la formule tres simple pour 'inverse :

SiP=(x:y:z)alors —P = (z:—y: 2).

En effet, cela correspond a A, B et O alignés, donc A et B sur une méme droite
verticale ; or I’équation de Cj est y? = a® + ax + b.

Remarque. Les formules encadrées sont spécifiques a une courbe elliptique sous forme
de Weierstrass (avec O le point a l'infini).

En particulier, —P = P, i.e. P est d’ordre deux, si et seulement si y = 0. Les points
d’ordre deux sont donc les (z : 0: 1) o z est racine de X* 4+ aX + b. En rajoutant O,
on obtient un groupe d’ordre 4 (en se placant sur k), qui est donc isomorphe au groupe
de Klein Z/2Z x 7Z/2Z (en effet, ce ne peut étre Z/47Z car tous les élements distincts
de O sont d’ordre deux). On vient de déterminer la 2-torsion du groupe abélien C'(k).

Montrons maintenant que si A et B sont K-rationnels, alors il en est de méme de

A + B. Par construction, il suffit de montrer que le troisieme point I sur la droite L;
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2.4.

est K-rationnel. On revient alors a 'intersection d’une cubique et d’une droite, qui est
donnée par

o (5) (3 s (5 (4 3) ) () ) () ) -

I1 résulte des relations entre coefficients et racines du polynome oy T3 +aoT?+asT+a4d €
k[T], que si toutes ses racines, sauf l'une, appartiennent & K, alors la derniére racine
appartient a K également. Soit [ = (z : y : 2);si 2 = 0, alors x = —(by + ¢z)/a =
—(b/a)y, donc I = (=b : a : 0) est méme k-rationnel. Sinon, z # 0 et 'on a vu que
y/z € K.Comme x/z = (—=b(y/z)+c)/a, alors [ = (x/z : y/z : 1) est bien K-rationnel.

Le role de A et B étant symétrique, la commutativité est évidente. Il reste a
démontrer I'associativité : (J + K) + L = J + (K + L) pour tout triplet de points
(J, K, L) de C(K). Nous écrirons en TP les formules explicites donnant les coordonnées
de A + B en fonction de celles de A et B; c’est alors une simple vérification (un peu
fastidieuse, d’ou le recours a Maple qui calculera pour nous). Signalons qu'il existe des
preuves plus élégantes ; I'une d’entre elles fait un usage intensif du théoreme de Bezout
cité précédent.

Considérons maintenant deux courbes elliptiques C(,5) et C(« ) qui sont isomorphes,

I'isomorphisme étant donné par ¢ : (z : y : 2) — (x : Ay : z) (en particulier
»(0O) = O). A-t-on alors un isomorphisme de groupes abéliens ? La réponse est oui :
comme une droite oy X +asY +a3Z = 0 passant par A et B est transformée en la droite
172X + aoc3Y + a3Z = 0 passant par ¢(A) et ¢(B) (avec respect des multiplicités
d’intersection), il résulte de la construction géométrique définissant la loi de groupe
que 9(A + B) = 6(A) + 6(B).
Remarque. Un isomorphisme entre deux courbes elliptiques (C’,0’) et (C,O) induit
toujours un isomorphisme de groupes abéliens. Lorsque 'isomorphisme est une trans-
formation projective, c’est évident (pour les mémes raisons que précédemment : une
telle transformation transforme une droite en une droite et on démontre qu’elle respecte
les multiplicités d’intersection). Le cas général est plus délicat & démontrer.

Enfin, si I'on se donne une cubique singuliére C : y* = x3+ax+b (donc 4a’+27b* =
0), peut-on définir une loi de groupe sur I’ensemble des points non singuliers (comme
le polynéome 2® + ax + b possede au plus une racine multiple, il y a un seul point
singulier) ? Il s’agit de montrer que si A et B sont non-singuliers, alors le troisieme
point d’intersection I de la droite L; avec C' est encore non singulier. Si A # B, cela
résulte du fait que la multiplicité d’intersection de L; et C' en chacun des points est
un. En effet, non avons vu que cette multiplicté d’intersection (sauf avec la tangente)
vaut un si et seulement si le point est non singulier. Si par contre A = B, auquel cas
Ly est la tangente en A, alors la multiplicité d’intersection en A est soit 2, auquel cas
celle de I sera 1 (donc [ est régulier), soit 3, auquel cas [ = A est encore non-singulier.
La réponse est oui.

Points rationnels et théoreme de Mordell

Soit C': F(X,Y,Z) = 0 une courbe projective plane définie sur Q. Les deux ques-
tions fondamentales de la «géométrie diophantienne» sont les suivantes :
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2.4.1.

— Est-ce que C' possede un point rationnel, c¢’est-a-dire un Q-point ?

— Si la réponse est oui, peut-on «paramétrer» ces points rationnels ?
De plus, on aimerait disposer d’un algorithme pour répondre de maniere effective a ces
questions. Est-ce le cas? C’est une troisieme question.

Cas des courbes de degré inférieur ou égal a deux

Le cas d’une courbe de degré un est immédiat : une droite D : a X +bY +cZ =0
avec a,b et ¢ trois rationnels non tous nuls (par exemple ¢ # 0) admet toujours un
point rationnel et ’application

a b
(@:y) = (@ry: ——w—y)

établit une bijection entre P'(Q) et D(Q).

Qu’en est-il d'une courbe C' de degré deux, i.e. une conique, définie par une forme
quadratique F'(X,Y, Z) en trois variables a coefficients rationnels ?

Tout d’abord, on opere une réduction, en relation avec la classification des formes
quadratiques sur un corps k de caractéristique différente de deux : la conique étant
définie par

F(X,Y,Z)=aX? +bXY +cY* +dXZ +eYZ + f7* =0,

on considere la matrice

1 2 b d
Bzi b 2¢ e
d e 2f

de la forme bilinéaire associée; ainsi F(X,Y,Z) ="V BV, ou 'V = (XY Z). Calculant
les dérivées partielles, on voit que les points singuliers de C' sont exactement les (z :
y : z) tels que Bf(zyz) = 0 (il résulte de I'identité d’Euler quun point P annulant les
trois dérivées partielles est bien sur la courbes). Comme le vecteur nul est interdit (il ne
correspond pas a un point de lP’2), on voit que la conique projective est non-singuliere
si et seulement si det B # 0, donc si et seulement si B est de rang trois. Par définition,
cela équivaut a dire que la forme quadratique est non dégénérée.

Comme B est une matrice symétrique sur le corps k (de caractéristique différente
de deux), nous savons qu’elle est diagonalisable sur k (c’est le corollaire matriciel du
théoreme d’existence d’une base orthogonale pour la forme quadratique F') : il existe
G € GL3(k) telle que ‘GBG = D = diag(«, 3,7) est diagonale. Cela permet d’écrire
F = al? + BL% + L3, ou les L; sont trois formes linéaires L; = gn X + gnY + 932
données par la matrice ‘G = (g,;). L’application (z : y : z) — (Li(z,y,2) : Lo(z,y,2) :
Ls(x : y : 2)) définit une bijection de P* dans lui-méme, qui induit une bijection entre
les K-points des coniques C et C' : aX? + Y2 4+ ~vZ? = 0 pour tout corps K D k. Il
suffira donc d’étudier C".

Dire que C' : aX? + BY? + vZ% = 0 est non-singuliere est équivalent & a3y # 0.
Les cas dégénérés sont les suivants :

— B est de rang deux; comme ker B est de dimension un, il y a un unique point

singulier P. On se ramene & C’ : a X2+ Y2 = 0 qui se décompose dans k[X, Y] en
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(X +51Y) (a1 X —£1Y) : autrement dit, C” est 'union de deux droites (définies
sur une extension de k) passant par P.

— B est de rang un : on se ramene alors & C’ : aX? = 0. Autrement dit, C’ est une
droite double définie sur k£ dont tous les points sont singuliers.

Remarque. Le fait qu’une conique non-dégénérée est non singuliere peut étre également
vu comme une conséquence du théoreme de Bezout : en effet, si P a pour multiplicité
m > 1, alors la multiplicité d’intersection en P de C avec une droite quelconque passant
par P et un second point () de C' est supérieure ou égal a m, donc a deux. Cela serait en
contradiction avec le théoreme de Bezout : I(P,CN(PQ))+1(Q,CN(PQ)) > 2+1 = 3.
Noter que le théoreme de Bezout s’applique bien parce que la droite (PQ) n’est pas
incluse dans C| justement parce que la conique est non-dégénérée.

Revenons maintenant au cas de la caractéristique 0 : C' est donnée par une équation
aX?+bY?+cZ? =0, ol a,b et ¢ appartiennent & un corps k contenant Q.

— Si k = C, il est possible d’écrire a = a?, b = % et ¢ = 42, de sorte qu'en
remplacant X par X, Y par 8Y et Z par vZ, on se rameéne a X2 +Y?2+ 72 = (.
Il n’y a essentiellement qu'un seul type de conique non-singuliere dans P*(C).

— Si k =R, il faut tenir compte du signe des coefficients : il y a deux types, a savoir
X?24+Y?2—-272=0¢et X2+Y?+ Z% =0 (dont le second n’a pas de R-points).

— Si k= Q, on se raméne au cas ou a, b et ¢ sont des entiers relatifs non nuls (quitte
a multiplier par un entier) premiers entre eux deux a deux et sans facteur carré
(iep|x=p*tz, x=abc):sid= pged(a,b) > 1, on réécrit I'équation
(X2 + (5)Y? +cdZi = 0,00 Z; = 1Z; si d* | a, alors notre équation est
équivalente & (%) X2 +bY2 +cZi =0,00 Y, =1V et Z, = 127

Remarque. Dans le cas des coniques affines réelles, on distingue les ellipses, les hyper-
boles et les paraboles. Cette distinction disparait dans le cas projectif (i.e. les courbes
projectives correspondantes sont isomorphes en tant que courbes projectives planes
définies sur R).

— Le cas de lellipse affine se rameéne par transformation affine au cercle 22 +3? = 1,
donc & X? +Y? — Z%2 = 0 en homogénéisant. Ici, la droite & l'infini Z = 0 ne
coupe pas la conique (du moins, si 'on regarde les R-points).

— Le cas de I'hyperbole affine se rameéne & 22 —y? = 1, donc & X? Y2~ 272 =0en
homogénéisant. La droite a I'infini coupe la conique en les deux points (1 : £1 : 0)
(avec une multiplicité d’intersection égale & un). Ces deux points sont a relier aux
axes de ’hyperbole d’équation y = +x.

— Le cas de la parabole y = 22, donc YZ — X? = 0. La droite Z = 0 coupe la
conique en le point (0 : 1:0) (avec une multiplicité d’intersection égale a deux).
Noter que YZ — X% = - X2+ [L(v + 2)]" = [L(v - 2)]".

En résumé, les trois cas correspondent aux différentes facons, pour la droite a l'infini,
de couper la conique.

Etudions maintenant les questions diophantiennes, pour une conique projective sup-
posée non dégénérée. D’emblée, remarquons qu’il n’est pas vrai qu'une telle conique
admet toujours un point rationnel :

Ezemple. La courbe C': X% +Y? + Z? = 0 n’a pas de point rationnel : C(Q) = () car
C(R) = 0.
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Ezemple. La conique C' : X? +Y? — 37Z% = 0 est également dépourvue de point
rationnel. En effet, si (z : y : 2) € C(Q), on peut tuer les dénominateurs de fagon a
écrire (z 1y :2) = (x1: Y1 : 21), ou (z1,y1,21) est un triplet primitif d’entiers. Or les
seuls carrés de 5 sont 0 et 1 : on ne peut avoir 72 + 7 = 0 dans F3 que si 7; = 7, = 0.
Alors 3% diviserait 32%, donc 3 diviserait aussi 21, d’ott la contradiction.

Les deux exemples précédents sont en fait étroitement liés. Pour le voir, il faut
comprendre le role que joue R vis a vis de QQ : par construction, R est le complété
de Q pour la valeur absolue archimédienne | o |. Or il existe d’autres corps, tout aussi
importants que R, obtenus en complétant QQ par rapport aux valeurs absolues p-adiques
| ® |,, pour chaque nombre premier p : ce sont les corps p-adiques Q, (voir I'annexe
B.2). En fait, dans le second exemple, on a montré que C(Q3) = (0 : §'il y avait une
solution (z : y : z) € C(Qs), quitte a multiplier par une puissance convenable de 3,
on obtiendrait une solution (primitive) dans C'(Z3), c’est-a-dire un systéme compatible
de solutions dans Z/3"Z pour tout n. Or on a montré qu’il n'y a pas de solution
(29 : Yo 1 29) dans P*(Z/3%Z) qui releve une solution (zy 1y : 2) = (0:0: 21), 21 #0
dans P*(Z/37) : on aurait 25 = 0 ou £3 dans Z/97Z car x5 releve x; (idem pour 1),
d’ot1 0 = 32,. Puis 2, = 0 ou 43, auquel cas 2, ne releve pas 2.

Ces deux exemples illustrent donc l'assertion suivante : une condition nécessaire
pour que C ait un point rationnel est d’avoir un point dans R et un point dans Q,
pour tout premier p (Q C R et Q C Q,!). Il est naturel de se demander si cette
condition est également suffisante :

Théoréme 2.4.1 (Legendre). Une forme quadratique F(X,Y,Z) a coefficients ra-
tionnels possede un zéro non trivial dans Q si et seulement si elle possede un zéro non
trivial dans R et dans chaque Q, pour tout premier p.

Remarque. Lorsque, pour une certaine famille de polynomes, chaque polynome possede
un zéro dans Q si et seulement si il possede un zéro dans R et dans chaque Q,, on dit
que le «principe de Hasses est vérifié par cette famille de polynomes. Ainsi les coniques
vérifient le principe de Hasse.

Bien str, ce n’est pas en ces termes que Legendre (1752-1833) a énoncé son résultat,
puisque les nombres p-adiques ont moins de cent ans. L’énoncé de Legendre est le
suivant :

Théoréme 2.4.2 (Legendre). Soit a,b et ¢ trois entiers relatifs premiers entre eur
deuz a deux, sans facteur carré (i.e. p | n = p* { n) et dont l'un au plus est négatif.
Il existe une solution non-triviale a l’équation en entiers ax® + by* + cz? = 0 si et
seulement si abc < 0 et chacune des trois congruences suivantes :

t?=—bc moda, u>=—ac modb, v>=—ab modec

possede une solution.

Remarque. En pratique, il suffira donc d’étudier trois congruences du type 2% = y
mod m, d’inconnue z, pour conclure a l’existence ou non de points rationnels. Décomposant
m en produit de nombre premiers : m = [[_, p; (les p; tous distincts : m est supposé
sans facteur carré), on sait de plus, d’apres le lemme Chinois, que 2> = y mod m
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possede une solution si et seulement si toutes les congruences x> =y mod p;. En effet,
une égalité z° = y dans Z/mZ correspond, via l'isomorphisme Z/mZ ~ [[/_, Z/p;Z, &
(r1,...,2.)% = (22,...,2%) = (y1,...,y-). Il suffit donc de vérifier que y est un carré

modulo chacun des p;, par le calcul du symbole de Legendre (p%)

Preuve :

— Quitte a permuter éventuellement z,y et z, on peut supposer que a > 0 et b > 0.

— C’est une condition nécessaire : s'il existe une solution non triviale, soit (z,y, 2)
une solution primitive de ’équation. Il est clair que cz? = —(ax?® + by?) < 0 donc
que ¢ < 0. Par ailleurs, z,y et z sont premiers entre eux deux a deux : en effet,
sip|xetplyalors p?|cz?; comme ptz, on aurait donc p? | ¢, ce qui contredit
I'hypothese que ¢ est sans facteur carré. Puis x et y sont premiers avec ¢ (et
permutations circulaires) : par exemple, si p | z et p | ¢ alors p | by?, ce qui est
impossible car pged(b, ¢) = pged(z,y) = 1.
Soit p un nombre premier divisant a; on calcule le symbole de Legendre :

p p p p p)
Ainsi (_Tbc) = (%)2 = +1. D’apres le théoreme chinois, —bc est un carré modulo a.
Les autres congruences se démontrent de la méme maniere (permutation circulaire
des inconnues z,y et z et des coefficients a, b et ¢).
— C’est une condition suffisante :

— tout d’abord, on se ramene au cas ou ab, —ac et —bc sont trois entiers naturels

supérieurs ou égaux a deux : sia = —c =1, (1,0, 1) est solution; sib = —c =1,
(0,1,1) est solution. Enfin, si @ = b = 1, on peut prendre z = 1 et écrire ¢
comme somme de deux carrés : puisque —1 = —ab est un carré modulo ¢, c’est

un carré modulo tout diviseur premier p de ¢, donc tout tel p vérifie p = 1
mod 4. C’est exactement la condition nécessaire et suffisante vue au premier
chapitre pour une écriture ¢ = 22 + y2.

— Soit f(X,Y,Z) =aX?+bY?+cZ? € Z|X,Y, Z] =: A; montrons que I'on peut
éerire f(X,Y,Z) = g(X,Y, Z)h(X,Y,Z) mod abc (ou encore f = gh, égalité
dans A/(abc) ~ (Z/abcZ)[X,Y, Z]), ou g et h sont deux polyndémes homogenes
de degré un : on a

af(X,Y,72) = a*X* + abY? = a*’X* — ?Y? = (aX + bY)(aX — bY) mod c,

donc f factorise modulo ¢ en un produit de deux facteurs linéaires; de méme
modulo a et b. On utilise alors le lemme chinois, appliqué a 'anneau A : via
A/(abc) ~ A/(a) x A/(b) x A/(c), on construit g et h a partir des facteurs
linéaires modulo a, b et c.

— Utilisant un argument de comptage (principe des tiroirs), nous montrons qu'il
existe une racine non triviale de f modulo abc : considérons les triplets d’entiers
(x,y, 2) tels que

0<z<V—be, 0<y<+—ac, OSZS\/%.
Ilyena

(1+ [V=be))(1 + [V=ac))(1 + [Vab]) > vV—bev/—acVab = —abe = #Z/abcZ;
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donc (z,y, z) — g(x,y,z) mod abc n’est pas injective : il existe deux tels tri-
plets (x;, ys, 2i), 1 = 1,2, distincts, tels que g(x1, y1, 21) = g(22, Y2, 22) mod abe.
Posons To = 1 — T2, Yo = Y1 — Y2 et 20 = 21 — 22, alors (l’o,yo,ZO) n’est
pas le triplet nul, mais il vérifie g(zo,yo,20) = 0 mod abe, donc également
f(zo,y0,20) =0 mod abc.

~ Nous avons zy < [v/—bc] < v/—bc car —bc n'est pas un carré; de méme,
Yo < vV—bc et zy < Vab, dott les inégalités 0 < ax? < —abe, 0 < byg < —abe
et abe < cz2 < 0. 1l en résulte Pencadrement abe < f(xg, Yo, 20) < —2abc. Donc
f(xo,%0,20) = 0 ou —abe. Dans le premier cas, c’est terminé; dans le second,
le triplet (x,y, 2) = (z020 + byo, Yozo — axo, 22 + ab) vérifie

a(wo20+byo)? +b(yozo — axo)? +c(z5 +ab)? = (23 +ab)(axh+bys +czi+abe) = 0.

Enfin, expliquons pourquoi le premier énoncé, que j’attribue également a Legendre,
est bien équivalent au théoreme que nous venons de démontrer. 11 s’agit de montrer que
les conditions du théoreme 2.4.1 sont suffisantes (i.e. entrainent 'existence d'un zéro
rationnel non trivial) ; nous allons voir qu’elles impliquent les conditions du théoreme
2.4.2.

— La condition abc < 0 est clairement équivalente a celle d'une solution réelle
(non triviale) : si a,b et ¢ sont de méme signe, disons positif, ’équation cz? =
—(ax?+by?) ne possede pas de solution réelle ; dans le cas contraire, on en trouve
toujours une.

— Notons A = 8abc le discriminant de la forme quadratique F' = aX? + bY? + cZ?
(c’est le déterminant de la matrice B considérée plus haut). Rappelons que par
hypothese a,b et ¢ sont des entiers relatifs non nuls premiers entre eux deux
a deux et sans facteur carré. Réduisant les coefficients modulo un premier p,
on considere la forme quadratique F' = aX? + bY? + ¢Z? sur le corps F,. Son
discriminant est A. Donc lorsque p ne divise pas A, alors F' est non-dégénérée et
la conique C’p : F = 0 est non-singuliere. On a besoin de quelques lemmes.

Lemme 2.4.1. Une forme quadratique F(X,Y,Z) de rang 3 définie sur un corps fini
(de caractéristique p # 2) est toujours singuliere : il existe un triplet (x,y, z) différent
du triplet nul tel que F(x,y,z) = 0.

En effet, on se ramene & F(X,Y,Z) = aX?+bY?+cZ? et utilise alors un argument
de comptage : on choisit z = 1 et cherche (x,y) tel que az®> = —c —by?. Orily a
(p —1)/2 carrés dans F, donc {az®} et {c — by®} sont deux ensembles de cardinal
(p+1)/2, qui par conséquent ne peuvent étre disjoint, car I, est de cardinal p.

Le passage de F,, a Q, s’effectue via le «lemme de Hensel» (également rencontré au
premier semestre, dans le cas d’une seule variable!) : un triplet solution de F(X,Y, Z) =
0 dans F, = Z,/pZ, se releve en un triplet solution de F'(X,Y,Z) = 0 dans Z,.

Lemme 2.4.2 (Hensel). Soit f(Xy,...,X,) € Z[X1,...,X,] et a € Z" tel que pour
un certain m >0 etunr > 1,

fla)=0 mod p*™*"

af m—+1
(8XZ») Z(0 mod p™T.

mais que pour un i
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Alors il existe un b € Z tel que f(b) =0 mod p*™ ™" et b=a mod p™*". De plus,

8f m+1
(aXi>b;¢_0 mod p" .

Preuve : on considere le développement

SN,
f(Xq,.... X)) = flay,...,a,) + Z (8){') (X; — a;) + termes de plus haut degré.
i=1 ' a

Posons b; = a; + h;p™*", ou h; € Z. Alors :

"/
f(bl,---,bn) :f(ala--wan)_{—Z(a;‘
i=1 E

> hip™ " + termes divisibles par p*™

Il faut choisir les h; tels que

Flaan)+ 3 (88)?) hip™*"

=1

2m—~+r+1

soit divisible par p . Par hypothese, nous savons qu’il existe un k < m tel que p*

divise (%) pour tout ¢ mais p**! ne les divise pas tous. Il suffit que les h; vérifient
tJa
i ) o (%)
A1y ..., Qp Xi)a
s H =0 modp,
i=1

condition que 'on peut toujours satisfaire en prenant h; = 0 sauf pour un indice ¢ tel

<3C¥i>l

que ——= est inversible modulo p. Enfin, comme b = a + hp™*", alors

or\ _ (9f mir [ OF
0Xi), 0Xi), 0Xi ),
par linéarité de la dérivation; on voit que ( 6%’;_) = ( 88)?) mod p™*", d’ou résulte
/b a

~

(68){1,)17 # 0 mod p™*! tout comme pour a.

Corollaire. Sous les hypotheses du lemme précédent avec r = 1, il existe un b € Z;
tel que f(b) =0 et b=a mod p™*!.

Preuve : appliquant le lemme précédent avec r = 1, on trouve a,,,,., € Z" tel que
Uopio = a mod p™ et f(ay,,5) = 0 mod p*™*2. On applique alors le lemme & b
avec r = 2 pour construire a,,,.,, etc. La suite (ay,,,,), o r > 2, vérifie f(ay,,,,) =0
mod p2m+r et Lomtr+1 = Aoppr mod pm+r. Comme |Q2m+s - QZm—I—r’p < p—(m—i-'r) pour
s > r > 2, la suite (ay,,,,) est de Cauchy dans Z;, donc converge vers un b € Zj.
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Comme f : Z; — Z, est une fonction polynome, c’est une application continue pour la
topologie p-adique, donc

f(l—)> - f(h;ﬂ Q2m+r) - hin f(QQerr) = 0.

Le lemme de Hensel s’applique ici, pour tout premier p 1 A, avec m = 0 car la
conique C,, est non-singuliere (cf lemme 2.4.1). L’existence d'une solution non triviale
dans les Q,, pour p 1 A est donc automatique. Par conséquent, 'essence des conditions
du théoreme 2.4.1 se situe dans les conditions d’existence pour p | A = 8abe (bien que
cette remarque soit inutile pour la démonstration du théoreme 2.4.1, elle est essentielle
a la compréhension de I’équivalence entre les deux théoremes).

— Supposons que p | a; notre équation s’écrit pa’ X?+bY2+cZ* = 0, ou p 1 a’be. Soit
(x,y, z) une solution non triviale dans Q, ; quitte a multiplier par une puissance
convenable de p, on peut supposer que (z,y,2) = (Zpn,Yn, 2n)n>1 €st un triplet
primitif de Z,. Alors le triplet (z1,y1,21) de Z/pZ vérifie y; # 0,21 # 0 et
by? 4+ 22 = 0. En effet, si y; = z; = 0, parce que (22, ya, 22) reléve (z1,y1,21) et
que pa'x3 + bys + cz2 = 0 dans Z/p*Z, alors p diviserait un représentant 7, de xo
et 'on aurait x; = 0 également, ce qui contredirait la primitivité du triplet.
Regardons maintenant & quelle condition bY? + ¢Z% = 0 possede une solution
non triviale dans F,. Comme un élément non nul est inversible, c’est équivalent
a dire que —bé ! est un carré de F,, ou encore, en multipliant par ¢, que —bc
est un carré modulo p. Finalement, demander qu’il existe une solution dans [,
pour tous les p | a est équivalent par le lemme Chinois (et parce que a est
sans facteur carré) a demander que —bc est un carré modulo a. On retrouve les
conditions de Legendre. Finalement, on a montré que les conditions de Legendre
sont équivalentes a I'existence d’un R-point et d'un Q,-point pour tout premier
p, d’ou le principe de Hasse pour les coniques projectives (non dégénérées).

— Petite remarque : qu’en est-il du cas p = 2 (cas restant, pour p | A)? On peut
démontrer que 'existence d’une solution non triviale dans R et tous les Q,, sauf
I'un (qui peut étre R ou 'un des Q,), implique 'existence d’une solution non
triviale dans tous les complétés de Q. Cela explique pourquoi le cas p = 2 ne
donne pas de condition nécessaire supplémentaire.

Répondons a la seconde question : comment décrire I’ensemble des points rationnels

(a supposer que ce dernier soit non vide). Partons de Py € C(Q) ; d’apres le théoreme
de Bezout, une droite (& pente rationnelle) passant par P, qui n’est pas la tangente
en P, recoupe la courbe en un seul autre point (qui sera également rationnel). Dans
le cas de la tangente en Py, ce point P, est le «second» point d’intersection (compté
avec multiplicité). Finalement, on obtient une bijection entre ’ensemble des points
rationnels et 'ensemble des droites passant par Py, donc avec P'(Q).

Exemple. Sil'on choisit Py = (—1:0: 1) sur la courbe C' : X? +Y? = Z2 une droite
passant par Py a pour equation bX — aY +bZ =0 (a,b € Q non tous les deux nuls).
Si a # 0, on multiplie 'équation par a* et remplace aY par b(X + Z) : on obtient
(a®> +0*) X2+ 20° X Z + (b* — a?®)Z? = 0. Comme P, vérifie cette équation, nous savons
que 'on peut mettre X + Z en facteur, d’ou (X + Z)((a* + v*)X + (b* — a?)Z) = 0.
Prenant X = a%? —b? et Z = a® + b?%, on trouve Y = 2ab. Le second point d’intersection
est donc (a®—b% : 2ab : a®*+b?). Lorsque a = 0, on remplace Z par —X et trouve Y2 = 0,
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d’out le point (—1: 0 : 1). La formule précédente donne donc encore le bon résultat dans
le cas a = 0. En conclusion, la bijection recherchée est (a : b) — (a* —b* : 2ab : a® +b?),
de P'(Q) sur C(Q). Notons qu'il s’agit 1a de la paramétrisation rationnelle du cercle
déja invoquée lors de la résolution de I'équation de Fermat pour n = 2 (on a une
bijection entre I'ensemble des triplets Pythagoriciens primitifs et ’ensemble C'(Q)) :
notre courbe est incluse entierement dans le sous-espace affine Uy = {(x : y : 2),2 # 0}
(il n’y a pas de point rationnel & l'infini), donc il suffit de considérer Cy : 22 + y* = 1.

Il reste la question subsidiaire : nous disposons déja d'un algorithme permettant
de décider de I'existence d’un point rationnel (cf remarque apres 1’énoncé du théoreme
de Legendre). Mais peut-on déterminer algorithmiquement un tel point ? La preuve du
théoreme de Legendre apporte une réponse : il suffit de tester tous les triplets (z, vy, 2)
telsque 0 <z < \/—_bc, 0<y<y—acet0<z< Vab. Cette méthode n’est cependant
guere performante. L’agorithme suivant, dia a Legendre également, est meilleur (bien
que l'on puisse encore 'améliorer!) :

— On se rameéne & une équation du type X? — aY? = bZ?, ou a et b sont des
entiers relatifs non nuls sans facteur carré (non nécessairement premiers entre
eux). Par symétrie, on peut supposer 0 < |a| < |b|. Nous cherchons un triplet
primitif solution. L’idée est de se ramener a une équation de la méme forme avec
des nouveaux coefficients a et b tels que la quantité |a| + |b| est strictement plus
petite qu’a I'étape précédente. Ce processus de descente nous ramene au cas ou
la| =1 ou |b] = 1, qui se résoud trivialement.

— On suppose donc |b] > 2; on résoud alors la congruence u? = a mod b et choisit
une solution u telle que |u| < |b|/2. Posons u?>—a = bt. On a |t| = [u*—al/|b] < |b|
car [u? —al < b?/4 + |b] < b* lorsque |[b] > 2. On considere alors la nouvelle
équation X7 — aY? = tZ2.

— Il reste a expliquer comment on déduit d’une solution non triviale (x1,y1, 21) de
X? — aY? = tZ? une solution non triviale (x,y,2) de X% — aY? = bZ? : les
formules sont les suivantes :

T=uUr] —ay, Yy =21 —uy, z=1tz.

Comme u? # a puisque a est sans facteur carré, (z,y, z) est non triviale. Un petit
cacul montre qu’il s’agit bien d’une solution. En fait, posant z = tzy, les formules
pour x et y proviennent de la remarque suivante : il faut que

b2 = (b)(t23) = (u® — @) (@3 — ay?) = 2* — ay’s
travaillant dans Q(y/a), il suffit que
(u+va) (1 — y1va) =z + yva.
FEzercice. Appliquer l’algorithme de Legendre & I'équation 11.X? + 13Y? = 1922,

2.4.2. Cas des courbes elliptiques

Soit C' une cubique non-singuliere définie sur Q. Alors C' est une courbe elliptique
si et seulement si elle possede un point rationnel. La question naturelle est de savoir si
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le principe de Hasse s’applique pour les cubiques non-singulieres. La réponse est non :
on peut démontrer que la courbe 3X3 + 4Y3 = 573 n’admet pas de point rationnel,
bien qu’elle admette un point réel et un point dans chaque corps p-adique.

Supposons maintenant que C' soit une courbe elliptique; comment pouvons-nous
décrire 'ensemble C(Q) ? Mordell a démontré en 1922 le résultat suivant :

Théoreme 2.4.3. Soit C' une courbe elliptique définie sur Q. Il existe un nmombre
fini de points de C' a coordonnées dans Q a partir desquels tous les autres points a
coordonnées dans Q peuvent étre obtenus par des constructions successives de cordes
et de tangentes.

En fait, Mordell n’avait pas réalisé que C'(Q) constituait un groupe (ce qui a com-
pliqué un peu sa preuve). En termes de la théorie des groupes, on énonce plutot :

Théoréme 2.4.4 (Mordell). Soit C' une courbe elliptique définie sur Q. Alors C(Q)
est un groupe abélien de type fini.

On peut donc écrire

C(@) - Zr ©® C(Q)tars;

ot C(Q)ors désigne le sous-groupe de torsion (c’est un groupe fini) et r, qui est le rang
de la partie libre Z" du Z-module C(Q), est par définition le rang de la courbe elliptique
C.

Quelques mots de la preuve du théoreme de Mordell : les deux ingrédients essentiels
sont les suivants :

— On démontre que le quotient C'(Q)/2C(Q) est fini; si 'on prend un systeme de
représentants (P, . .., Py,) des classes, alors P € C'(Q) peut s’écrire P = P,+2P’,
pour un certain ¢ et P’ € C'(Q). On réitere alors I'opération sur P’ et ainsi de
suite.

— Intuitivement, P’ est «plus petit» que P; ainsi, en un nombre fini d’étape, on
est ramené & un P®) «petit»> et les «petits points rationnels» sont en nombre
fini. Plus précisément, on définit la hauteur d’un point P = (z : y : 1) comme
étant H(P) = max(|m|,|n|), ot & = m/n avec m et n premiers entre eux (et
H(O) =1 dans le cas du neutre O). C’est la hauteur qui va diminuer a chaque
étape du processus de descente. De plus, {P € C(Q)|H(P) < C}, pour C' un
réel quelconque, est fini : en effet, les rationnels = s’écrivant m/n avec m et n des
entiers relatifs bornés, sont en nombre fini.

La question concerne désormais 'existence d’algorithmes permettant de déterminer
le rang d’une courbe elliptique ainsi que la partie de torsion. Nous allons énoncer a la
fin de ce chapitre le «théoréme de Nagell-Lutz» qui permet de calculer E(Q);rs (et
que vous appliquerez en TP). Concernant la détermination du rang, il n’existe pas
d’algorithme non-conjectural (c’est-a-dire dont on sache prouver qu’il donne effecti-
vement le bon résultat) le calculant dans tous les cas; nous en dirons un peu plus
en évoquant la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer. En fait, on ne sait méme pas
démontrer qu’il existe des courbes elliptiques de rang arbitraire (c’est-a-dire aussi grand
que l'on veut). Par contre, on peut donner un listing des différents £(Q);,s susceptibles
d’apparaitre. Outre le rang, on aimerait disposer d’un systeme de générateurs; les al-
gorithmes répondant a ce probleme pour une courbe elliptique quelconque ne sont pas
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2.4.3.

2.5.
2.5.1.

2.5.2.

tres performants : pour commencer, on recherche systématiquement un certain nombre
de points rationnels de petite hauteur.

Et en degré supérieur ?

Mordell a conjecturé qu’une courbe projective plane non singuliere de degré supérieur
ou égal a quatre n’admet qu’un nombre fini de points a coordonnées dans Q. Cette
célebre conjecture de Mordell a été démontrée par Faltings en 1983, ce qui lui valut la
médaille Fields...

Courbes elliptiques sur Z/pZ
Théoreme de Hasse

Soit C' une courbe elliptique définie sur un corps fini I, de caractéristique p (i.e.
q=p"). Lorsque p > 2, elle possede une équation de Weierstrass y? = f(x) ou f est un
polynéme de degré trois de F,[X]; lorsque p > 3, on peut se ramener a une équation
courte y?> = 3 + ax + b. Pour p = 2, on doit considérer une équation de Weierstrass
longue.

Comme F, est un corps fini, le groupe E(F,) est fini. Plus précisément, P*(F,)
possede (¢> — 1)/(q — 1) points, donc E possede au plus 1 + g + ¢ points. On peut
affiner cette majoration : pour chaque valeur de z, il y a au plus deux valeurs de
y pour lesquelles (z,y) appartient a F(F,), puisque y* = f(z); d’ou la majoration
#E(F,) <2g+1 (en comptant le point a l'infini). En fait, il s’avére que le nombre de
x pour lesquels f(z) est un carré est environ égal au nombre de z pour lesquels f(x)
n’est pas un carré, de sorte que le nombre de F,-points est environ ¢ + 1. Le théoreme
suivant précise cela :

Théoréme 2.5.1 (Hasse). Soit E une courbe elliptique définie sur le corps fini F ;
alors :

[#EF,) — (¢+ 1] <2V/q.

Autrement dit, le nombre de Fy-points est compris entre ¢ +1 —2,/g = (1 — \/5)2
et (1+./9)%
Ezemple. La courbe E définie sur F3 par I'équation y* = f(z) = 2> — z + 1 est non
singuliere car le discriminant est A = —23 # 0 dans F3. Comme f(1) = f(—1) =
f(0) = 1 dans F3, qui est un carré, il y a six points affines donc sept points en tout.
Cela correspond a la borne supérieure de 'estimation de Hasse qui nous dit que E
possede entre un et sept points. Comme 7 est premier, E(FF3) est donc un groupe
cyclique d’ordre 7; on peut vérifier que P = (0, 1) est un générateur.

3

Réduction modulo p

Rappelons quun point de P*(Q) peut s’écrire, de facon unique au signe pres, sous
la forme (x : y: z), ou (x,y, z) est un triplet primitif d’entiers. Cela permet de définir,
pour p un nombre premier, une application P?(Q) — P*(F,) par (z : y : 2) — (7,7, 2),
ol la barre désigne la réduction des entiers modulo p.
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2.5.3.

D’autre part, soit C' une courbe projective plane donnée par un polynome F &
Q[X,Y, Z]; quitte a multiplier F' par un entier (non nul) convenable, on peut supposer
que les coefficients de F' sont entiers et premiers dans leur ensemble. Alors, réduisant
tous les coefficients modulo p, on obtient un polynéome homogene F' € F,[X,Y, Z] de
meéme degré que F'. La courbe projective plane, définie sur [F,, ainsi obtenue s’appelle
la réduction de C modulo p; on la note C,,.

Remarque. Lorsque C' est une courbe elliptique sous forme de Weierstrass 3% = a3 +
ax + b, ol a et b sont rationnels, on effectue le changement de variables z ~ w/c?
et y ~ y/c® (de sorte que la forme de Weierstrass est conservée tout en restant dans
la méme classe d’isomorphisme), l'entier ¢ etant choisi tel que les nouveaux a et b
soient entiers (et souvent, on demande que |A| soit minimal, ot A est le nouveau
discriminant).

Finalement, si P € C(Q), on peut considérer P; il est clair que P appartient &
C,(F,). Cela définit une application C(Q) — C,(F,).

La proposition suivante dit que cette application de réduction est, dans le cas des
courbes elliptiques, un morphisme de groupes pour presque tous les premiers p :

Proposition 2.5.1. Soit E une courbe elliptique définie sur Q par une équation de
Weierstrass y* = f(z), ot f(x) est un polynome de degré trois de Z|x] de discriminant
A. Pour tous les nombres premiers p ne divisant pas 22, application de réduction
E(Q) — E,(F,) est un morphisme de groupes.

En effet, si p ne divise pas 2A, alors la cubique E|, est non-singuliere; c’est donc
une courbe elliptique dont le point a l'infini est encore (0 : 1 : 0) et sa loi de groupe
est, comme pour F, définie par :

P, + P, + Py = O si et seulement si P, P, et P3 sont alignés

(avec la convention habituelle sur les multiplicités). Le résultat provient alors du fait
que les droites se réduisent modulo p en des droites et que les multiplicités d’intersection
sont également conservées par réduction.

Fonction L. de Hasse-Weil et conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer

Soit E une courbe elliptique définie sur Q. On définit une fonction L(E,s) de la
variable complexe s par la formule suivante :

L(E,S)=]]

p

1
L+ (N, —p—1p==+p2’

o N, = #E,. Cette formule est correcte pour les premiers p ne divisant pas 2A;
les facteurs correspondant a ces «mauvais p» different légerement : on dispose de
formules explicites que je ne donne pas ici. On démontre que ce produit infini converge
absolument pour Re(s) > 3/2. C’est la fonction L de Hasse-Weil associé a la courbe
elliptique E. Depuis Wiles qui a démontré la conjecture de Taniyama-Shimura-Weil
(d’otut résulte le thoreme de Fermat), nous savons que la fonction L se prolonge en une
fonction méromorphe sur C tout entier. En particulier, on peut considérer sa valeur au
point s = 1.
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2.6.

Conjecture (Birch et Swinnerton-Dyer). L(E,1) = 0 si et seulement si le rang de E est
supérieur ou égal a un.

Remarque. En fait, cet énoncé est une version faible de la conjecture de Birch et
Swinnerton-Dyer, qui prédit tres exactement que le rang r de la courbe elliptique est
égal a l'ordre du zéro de la fonction méromorphe L(FE,s) en s = 1. Cette conjecture
vaut un million de dollars! Sa profondeur et sa beauté est de relier une quantité analy-
tique (on dit que 'ordre d’annulation de la fonction L en s = 1 est le «rang analytique»
de la courbe elliptique) et un nombre r 1ié a la géométrie de la courbe et sa structure
algébrique : elle affirme I’étonnante égalité du rang analytique et du rang algébrique.
En pratique, r est donc le plus petit entier p tel que la dérivée p-ieme L (E, s)
ne s’annule pas en s = 1. Cependant, il est difficile de décider numériquement de
I’annulation d’une telle fonction. L’algorithme de détermination du rang, di a Manin,
fait intervenir outre la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer d’autres ingrédients de
nature algébrique. Un autre algorithme, di a Cremona, n’utilise pas la conjecture de
Birch et Swinnerton-Dyer; c’est I'algorithme le plus «performant» a ce jour, mais il
n’aboutit pas toujours (a la différence de I'algorithme conjectural précédent).

Courbes elliptiques et nombres congruents

On rappelle qu'un nombre congruent est un entier naturel qui représente 'aire d’un
triangle rectangle dont les cotés sont rationnels.

Proposition 2.6.1. Soit n un entier naturel ; les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) n= %ab, pour un triplet Pythagoricien rationnel (a,b,c);

(i1) il existe trois carrés rationnels en progression arithmétique de raison n ;
(iii) la courbe elliptique C,, donnée par l’équation de Weierstrass y* = x> —n2x posséde
un point rationnel distinct des solutions triviales (£n,0), (0,0) (qui correspondent

auz points d’ordre 2) et du point a linfini.

Preuve :
2 a—b\2 a?+b? ab

— (i) = (ii) : posant x = (5)°, on a ( T 5 =z+n.

— (ii) = (i) : la progression arithmétique étant © — n,z,x + n, les nombres a =
Vr+n+Vr—n,b=+r+n—+x—netc= 2/ sont rationnels et vérifient
a’ + b =2

— (ii) = (iii) : notant toujours x —n, z, x +n les trois carrés rationnels, leur produit
23 — n?z est alors un carré, disons y?. Le point (z,y) appartient donc & C,, ; ce
n’est aucun des points cités : en effet, la progression arithmétique est a termes
positifs et ce ne peut étre 0,n,2n car 2n n’est pas un carré rationnel lorsque n
est un carré rationnel.

— (ili) = (ii) : Soit P un point rationnel de ), qui ne correspond pas a une solution
triviale. Alors y # 0 donc P n’est pas d’ordre deux; comme 2P # O, on peut
donc écrire 2P = (2/,%/). 1l résulte du lemme suivant que 2/, ' —n et 2’ +n sont

des carrés rationnels.

2y

Lemme 2.6.1. Soit E une courbe elliptique définie sur un corps k de caractéristique
différente de 2 par une équation de Weierstrass y* = (z — a1)(z — ag)(x — a3) ot les
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racines «; du trinéme appartiennent a k. Alors un point P = (xg,y0) # O appartient
a 2E(k) si et seulement si les xg — «; sont tous les trois des carrés de k.

Démontrons le lemme :

— On peut supposer que xg = 0. En effet, effectuant le changement de variable
¥’ =z — x9, un point P’ = (0,y9) # O de E' : y* = (2’ — o)) (2/ — ab)(z' — of)
appartient a 2E’(k) si et seulement si P appartient a 2F (k) (simple translation
de la figure; or l'addition est définie géométriquement). De méme, les xg — o
sont des carrés si et seulement si les 0 — o le sont.

— Sl existe @ € E(k) tel que 2Q) = P, alors il existe exactement quatre tels points
(. En effet, comme la multiplication par 2 est un morphisme, on trouve toutes
les solutions en rajoutant a une solution particuliere les éléments du noyau, c’est-
a~dire O et les points («;,0) d’ordre 2. On pose donc @; = Q + (o, 0).

— Géométriquement, ces quatre points s’interpretent comme suit : 2Q) = P s’écrit
2Q + (—P) = O; c’est équivalent, par la définition géométrique de 1’addition, a
demander que la tangente a F en () passe par —P. L’équation d’une droite D
passant par —P = (0, —y) est de la forme y = pzr—1yo ; on veut que la multiplicité
d’intersection en un k-point Q = (z1,y;) de EN D soit deux, donc que 1'équation

(px —yo)? = (2 — ay) (v — @) (z — a3) = 2° — 012% + 09z — 03, (*)

ol les o; sont les fonctions symétriques en les racines «;, possede une racine

double x; dans k (lautre racine étant xy = 0). Explicitement, en regardant le

coefficient en 22, on trouve x; = (ay + ap + az + p*) /2, donc z; appartient & k si

p appartient a k (et réciproquement, puisque la pente d’une droite passant par
deux points k-rationnels appartient a k).

— Simplifions 'équation (*) : comme 03 = sy = —y2 (car (0,yo) appartient a
E), on trouve apres simplification par x :

2? — (p* 4+ o)z + (2pyo + 02) = 0.

Le trinome admet une racine double si et seulement si son discriminant est nul,
ie.:
A = (p* +01)* = 4(2pyo + o2) = 0.

Le probleme est donc ramené a montrer que ce polynome de degré quatre en p
admet une (et donc quatre) racine(s) dans k si et seulement si les —c; sont des
carrés dans k.

— Les o; s’expriment en fonction des «; ; cependant, A fait également intervenir g
qui lui ne s’exprime pas en fonction des «; (mais y2 = —o; oui!). On introduit
alors des (3; (pris dans une cloture algébrique de k) tels que 2 = —a; et que
Yo = [1P205. Cette derniere condition peut toujours étre remplie : si o; # 0, alors
il existe deux choix pour (3; qui different par un signe +1 et il s’agit d’ajuster les
signes, sachant que si I'un des «; est nul, le ; correspondant est nul et la relation
est trivialement vérifiée. Un tel triplet de [3; étant déterminé, les autres triplets
convenables sont les :

(617 _527 _ﬁS) (_/61? 627 _ﬁ3> (_ﬁla _527 ﬁi’))

(avec éventuelle redondance si des a; sont nuls).
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— Maintenant, tous les coefficients de A sont des polynomes symétriques en les ; ;
ils peuvent donc s’écrire en terme des fonctions symétriques élémentaires o} en
les (3;. Précisément :

o1 = =07 — 05 — 05 = —(01)? + 20%;
_ 12212 2102 2102 /1\2 /1.
oy = (165 + B85 + B305 = (02> — 20,03;

o
Yo = O3.

Ainsi :
A = (p* = (01)" +205)" — 4((03)* — 20107 + 2p0).

— On voit que p; = 0] = f1 + 2 + (3 est racine évidente. Comme on aurait pu faire
trois autres choix de signes pour les f;, les trois autres racines correspondent a
ces choix; ce sont py = 31 — o — B3, p3 = —f1 + o — Bz et py = =51 — B2 + [s.
Comme 1 = (p1 +p2)/2, B2 = (p1 +p3)/2 et B3 = (p1 +pa)/2, on voit que les p;
appartiennent a k si et seulement si les 3; appartiennent a k, donc si et seulement
si les —a; sont des carrés de k. Cela démontre la proposition.

Le lien entre nombres congruents et courbes elliptiques est dorénavant établi : le
probleme se rameéne a I’étude du groupe de Mordell-Weil C,(Q). Notamment, on se
demande §'il existe d’autres points, outre les quatre points (0,0), (£n,0) et O (point
a l'infini) qui forment un sous-groupe isomorphe au groupe abstrait Z/27Z x Z /2.

Nous allons montrer que la partie de torsion C,(Q);ors se réduit & Z/27 x 727,
d’ou résulte la :

Proposition 2.6.2. Un entier naturel non nul n est congruent si et seulement si la
courbe elliptique C,, : y* = 23 — nz est de rang supérieur ou égal d un.

L’idée est d’utiliser les applications de réduction 7, : C,,(Q) — C,(F,) qui, pour
p 1 2A (c’est-a-~dire p premier impair et p t n), sont des morphismes de groupe. On
espere, connaissant les C_'n(IFp) pour différents p, regrouper ces informations afin d’en
déduire C,,(Q)ors. Par exemple, si 'on sait de plus que m, est injective sur la partie
de torsion, alors 'image de C,,(Q);ors par m, est un sous-groupe de C,(FF,) isomorphe
& Cr(Q)tors, Aol la relation suivante entre les cardinaux : #C,(Q)sors | #Cn(F,).
Nous avons besoin de deux lemmes :

Lemme 2.6.2. Soit p un nombre premier tel que p fnetp=3 modd4. Alors
#C,(F,) =p+ 1.

Preuve : Nous avons trois points correspondant a y = 0, a savoir (£n,0) et (0,0).
Il reste donc p — 3 valeurs possibles pour x, et pour chaque valeur on se demande si
f(x) = 23 —n2x est un carré modulo p. Comme p = 3 mod 4, nous savons que —1 n’est
pas un carré modulo p; par conséquent, I’application = — —x change le signe du résidu
quadratique. Ainsi 'ensemble {f(z), f(—x) = —f(z)} contient-il exactement un carré
modulo p; il lui correspond deux points de C,(F,) : (z,&+/f(x)) ou (—x, £+/f(—x)).
On obtient une telle paire de F,-points pour chaque paire {x,—x}, donc p — 3 Fp-
points. En rajoutant les trois points précédents et le point a l'infini, on obtient le
chiffre annoncé.
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Lemme 2.6.3. Sotent Py et Py deux points d’une courbe C définie sur Q et m, :
C(Q) — C(F,) Uapplication de réduction modulo un nombre premier p. Alors my(Py) =
Tp(Ps) si et seulement si p divise le produit vectoriel de Py et P, (en tant que vecteurs

de R3?).

Preuve : Ecrivons P; = (z; : y; : z;) (i = 1,2) ou les coordonnées projectives sont

entieres et premieres dans leur ensemble.

— Supposons que p divise le produit vectoriel de P, et P, et montrons que m,(P;) =
mp(P2). On raisonne par disjonction de cas : si p divise x1, alors il divise également
xo. En effet, p divise w921 — 2129 et x1y2 — T2y, par hypothese et il ne divise
pas simultanément y; et z;; pour fixer les idées, on supposera que p { y;. Par
hypothese, p divise également y;29 — Y221 ; donc pfys et m,(P) = (0: 91 : 21) =
(0 : gy - 2z1) = (0 e+ 122) = (01 %2 1 2) = mp(Fo). Si par contre p
ne divise pas xy, alors il ne divise pas x9 et m,(P) = (21 : 11 @ 21) = (T2 :
Tol : Ta21) = (T1Ta : 1Yo © T122) = (T2 @ Yo @ 22) = (). Dans les deux cas,
mp(P1) = mp(F2).

— Réciproquement, supposons que m,(P;) = m,(F2). Comme p ne divise pas simul-
tanément x1, y; et z1, nous supposerons pour fixer les idées que p { x1. Alors p
ne divise pas s, puisque (T3 : U2 : 22) = (21 : §1 : 21). Ainsi (Ta7 © Toyy : T221) =
m,(P)) = mp(Py) = (715 : 719 : 71%) dans P*(F,). Comme les premieres coor-
données coincident, il en est de méme des deux autres. Donc p divise x921 — 2129
et x1ys — w9y En particulier, si p divise y,, alors il divise également y,, donc
aussi Y1 2o — Y221 Si par contre il ne divise pas y;, alors le méme raisonnement que
pour x; montre la divisibilité de y;2zo — 221 par p. On a démontré que p divise le
produit vectoriel de P; et P.

Corollaire. Soit C' une courbe elliptique définie sur Q. L’application de réduction
Tp : C(Q)iors — C(F,) est injective pour tous les nombres premiers p sauf un nombre
fini d’entre eux.

En effet, C(Q)irs est un groupe fini; il n’y a qu'un nombre fini de premiers p
divisant les coordonnées des produits vectoriels que I’'on peut fabriquer avec les points
de torsion.

Remargue. On verra plus loin que I'application de réduction 7, : C(Q)sors — C(F,) est
toujours injective pour p 1 2A. Le lemme élémentaire précédent suffit pour 'instant a
nos besoins.

Combinant les deux lemmes, on en déduit que #C(Q);0rs | p+ 1 pour presque tous
les nombres premiers p = 3 mod 4, ou encore que presque tous les nombres premiers
p =3 mod 4 vérifient p = —1 mod #C(Q)sors. Par 'absurde, si #C(Q)sors # 4, s0it
il existerait un diviseur impair m de #C(Q)sors, s0it C(Q)ors serait d’ordre 2%, avec
s > 3, auquel cas m = 8 diviserait #C(Q)sors. Si m = 8, considérons les nombres
premiers p = 3 mod 8 : ils seraient en nombre fini, puisque tous les p = 3 mod 4, sauf
un nombre fini, vérifieraient p = —1 mod 8 (car 8 | #C(Q)iors). Si m est impair et
3 1 m, on considere les premiers p =3 mod 4m, sinon les p =7 mod 12; dans chaque
cas, le modulo divise #C(Q)sors (et (3,4m) = 1 = (7,12)), de sorte que ces nombres
premiers seraient également en nombre fini. On aboutit a une contradiction avec le :
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2.7.
2.7.1.

Théoréme 2.6.1 (de la progression arithmétique de Dirichlet). Soit m > 1, et
soit a tel que (a,m) = 1. L’ensemble des nombres premiers p tels que p = a mod m
est infini.

Le lecteur intéressé trouvera dans [Se] Chapitre VI une démonstration.

La derniere étape consiste a trouver un critere efficace pour déterminer si la courbe
elliptique C, : y*> = 23 — n?z n'est pas de rang nul. Etant données les difficultés
liées au calcul du rang en général, cette étape s’annonce délicate. Effectivement, nous
dirons juste, de maniere vague, qu’aux courbes elliptiques C),, on associe des «formes
modulaires» qui admettent un développement de Fourier, dont le n® terme s’exprime

en fonction de L(C,, 1). Tunnel démontre ainsi :

Théoréme 2.6.2 (Tunnel, 1983). Soit n un entier naturel impair (resp. pair) sans
facteur carré tel que n soit congruent. Alors

1
#{(z,y,2) € Z*|n = 22 +y* + 322%} = 5#{(:B,y, 2) € Z*|n = 22° + 3 + 827}
(resp.
1
#H(2,y.2) € T3 = da® + 3 +325%) = S#{(0,9,2) € 2|5 = 4a® + ¢ +82)).

Réciproquement, si la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer est vraie pour la courbe
elliptique C,, : y> = x3—n2z, alors cette égalité implique que n est un nombre congruent.

Remarque. Un sens de la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer, pour une certaine
classe de courbes elliptiques dont les C,, font partie, a été démontrée par Coates et
Wiles. C’est pourquoi, dans 1’énoncé du théoreme de Tunnel, la référence a cette conjec-
ture n’est faite qu’au niveau de la réciproque. Les détails se trouvent dans [Kol].

Détermination de F(Q)tors
Courbes elliptique sur Q,

Soit E une courbe elliptique définie sur Q, par une équation de Weierstrass y* =
23 + ax +b. Apres un éventuel changement de variable x ~» x/c? et y ~ y/c?, on peut
supposer que a et b appartiennent a Z,. Alors, via l'application Z, — F, ~ Z,/pZ,
de réduction modulo p appliquée aux coefficients, on obtient une courbe Ep définie sur
F, par une équation y* = 23 + ax + b (c’est une courbe elliptique lorsque 2A ¢ PZy).
D’autre part, si P = (z:y: z) € Pz((@p), on représente P par son unique représentant
(x :y : z) ou les trois coordonnées appartiennent a Z, et forment un triplet primitif
(i.e. z, y et z n’appartiennent pas tous les trois a pZ,); cela définit une application
P*(Q,) > P — P € P*(F,) de réduction modulo p. Cette derniére induit une application
E(Qp) — E(IFy). _

Soit EnS(IFp) le groupe formé des F,-points non-singuliers de E, et E°(Q,) I'image
réciproque de E,(FF,) par 'application de réduction modulo p. Autrement dit,

E°(Q,) = {P € E(Q,) | P est non singulier}.
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C’est un sous-groupe de E(Q,) et I'application induite ¢, : E°(Q,) — E,(F,) est
un morphisme de groupes : cela provient du fait que la loi de groupe est définie
géométriquement (et la réduction modulo p transforme une droite en une droite et
conserve les multiplicités d’intersection). De plus, on peut toujours relever un [F,-point
non singulier de E_’p en un Q,-point de E' : c’est le lemme de Hensel. En conclusion, ¢,
est surjective. Soit £(Q,) son noyau; alors E°(Q,)/EY(Q,) =~ E,(F,).

Soit P = (x:y: z) un élement de E'(Q,); comme P = (0:1:0), alors z et z sont
divisibles par p mais pas y, qui est donc une unité de Z,. On définit alors

z(P)
y(P)

On vient de définir une chaine de sous-groupes F(Q,) D E°(Q,) D E'(Q,) D
---. On parle de «filtration de E(Q,)» (de longueur infinie). Notons que Z, possede
également une filtration par la valuation : Z, = F* D F' = pZ, D F* = p*Z, D -~
et 2 — p~"z mod p définit un isomorphisme entre F™/F"*! et F,. On démontre (voir

[Ca] §11 par exemple) que I'application P — p~" ﬁg mod p définit un isomorphisme

entre E"(Q,)/E"(Q,) et le groupe additif F, pour n > 1.
La filtration précédente est la clef de la proposition suivante :

E"(Qy) ={P € E'(Q) | € p"Ly}.

Proposition 2.7.1. Le groupe E*(Q,) est sans torsion.

En effet, soit P est un point de E*(Q,) d’ordre fini m. Nous allons traiter le cas
ot p 1 m : soit n unique entier tel que P € E"(Q,) \ E"*(Q,); alors 'image de P
dans E"(Q,)/E™(Q,) ~ F, n’est pas 0, tandis que I'image de mP = O est 0. Alors m
serait un multiple de p, d’ou la contradiction. Le cas ou p | m nécessite une analyse plus
fine du comportement de I'addition des points par rapport a la filtration; on aboutit
également a une contradiction (cf [Ca] §11).

Corollaire. Si P = (z:y: 1) € E(Qp)iors, alors x,y € Z,.

Preuve : nous allons montrer que si P = (z : y : 1) € EY(Q,), alors z,y € Z,.
Comme un point de torsion n’appartient pas a E'(Q,), cela démontre le corollaire.
Nous procédons par contraposée et supposons que x ou y n’appartient pas a Z,. Alors,
en multipliant par une puissance de p convenable, on écrit P = (2’ : ¢/ : 2’), ot le triplet
est un triplet primitif d’éléments de Z,. Nécessairement, 2’ € pZ, ; notant P € E(F,)

la réduction de P modulo p, on a z(P) = 0, donc P est le point a l'infini (0 : 1 : 0).
Par conséquent, P appartient bien & E'(Q,), ce qui démontre I’assertion.

Corollaire. Si P = (z:y:1) € E(Q)tors, alors x,y € Z.

En effet, un tel point p appartient a tous les Z,. Autrement dit, la p-valuation de
x et y est positive ou nulle pour tout premier p; les rationnels z et y sont donc des
entiers.

Les points de torsion ont donc des coordonnées entieres (au sens de ’énoncé précédent).
Ce corollaire est I'un des deux ingrédients essentiels de la preuve du théoreme de
Nagell-Lutz. Avant de citer et démontrer ce dernier, énoncons un dernier corollaire,
utile parfois dans la recherche des points rationnels :
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2.7.2.

Corollaire. Soit p un nombre premier ne divisant pas 2A. Alors le morphisme T, :
E(Q)iors — E(F,) de réduction modulo p est injectif.

En effet, E*(Q,) est le noyau du morphisme E(Q) — FE(F,); donc ker(r,) =
ENQp) N E(Q)iors = {0} )

Il résulte de ce corollaire que #E(Q)sors | #E(F,) pour tout premier p 1 2A, fait
déja utilisé dans la résolution du probléeme des nombres congruents.

Théoreme de Nagell-Lutz

Soit E une courbe elliptique définie sur Q par une équation de Weierstrass y? =
f(x) = 2° + az + b de discriminant A. Avec le raisonnement habituel, on peut sup-
poser que a et b sont des entiers relatifs. On dit qu’un point rationnel P de E a des
«coordonnées entieres» si P = O ou P = (x : y : 1) avec z,y € Z. On a vu qu'un
point de torsion a des coordonnées entieres (c’est le corollaire 2.7.1). On pourra donc
lui appliquer le lemme suivant :

Lemme 2.7.1. Soit P = (z,y) un point rationnel de E tel que P et 2P ont des
coordonnées entieres. Alors y =0 ou y* | A.

Preuve : Supposons que y # 0 et démontrons que y* | A. Comme P n’est pas
d’ordre deux (car y # 0), on peut écrire 2P = (z1,y;). Par hypothese, x,y,z; et y;

sont des entiers. D’apres les formules de duplication (vues en TP), 71 = o? — 2z, ol

I'(x)
2y

entier : ¢’est donc un entier. Par conséquent, 2y divise f'(x); en particulier, y | f'(z).
D’autre part, il résulte de la théorie générale du résultant et du discriminant (voir

par exemple [Ca] §16) que le discriminant A appartient a 'idéal de Z[z] engendré par

f(z) et f'(x) : autrement dit, on peut écrire A = r(x)f(z) + s(x)f'(x) dans Z[x].

Sans faire appel a loc. cit., le lecteur pourra vérifier I’égalité suivante : 4a® + 27b? =

[—27(2® + azx — b)](2® + az + b) + [(32* + 4a)(32* + a)](32% + a). Comme y* = f(z),

alors y? divise & la fois f(z) et f'(x)% La relation précédente montre que y* divise A.
Nous venons de démontrer le :

a = est la pente de la tangente en P. Ainsi « est un rationnel dont le carré est

Théoreme 2.7.1 (Nagell-Lutz). Soit E une courbe elliptique définie sur Q par une
équation de Weierstrass y> = 23+ ax + b, ot a et b sont deux entiers relatifs, et soit
P # O un point rationnel d’ordre fini. Alors P = (z,y) a des coordonnées entiéres
vérifiant ou bien y = 0 ou bien y* | A = 4a> + 27b°.

Remarque. La réciproque n’est pas vraie : un point P = (z : y : 1) peut vérifier les
conditions du théoreme sans étre un point de torsion pour autant.

L’intérét en pratique du théoreme de Nagell-Lutz pour la recherche des points de
torsion est évident : il fournit directement un algorithme de recherche de ces points.
— On décompose Pentier A et recherche tous les entiers y tels que 3? | A.
— Pour chaque y trouvé (ainsi que y = 0), on résoud f(z) = y?, ou f(z) = 2% +
ax + b : un entier x solution divisera b — 32, d’olt & nouveau un nombre fini de
possibilités.

41



— On a ainsi obtenu une liste finie de points rationnels incluant tous les points de
torsion. Il reste a déterminer lesquels sont d’ordre fini. Pour cela, on calcule les
nP, ou n > 2, jusqu'a ce que 'on trouve O ou bien que l'on aboutisse a un
nP qui n’est pas dans la liste. En effet, si P est d’ordre infini, alors les nP sont
tous distincts, donc on sortira bien de la liste finie. Alternativement, on peut
calculer les itérés jusqu’a obtenir O ou un nP dont les coordonnées ne sont pas
entieres : en effet, si tous les itérés avaient des coordonnées entieres, on pourrait
leur appliquer le lemme 2.7.1; il n’y en aurait donc qu’'un nombre fini.

Vous menerez cette démarche en TP sur des cas concrets.

2.7.3. Théoréme de Mazur

Examinons sur quelques exemples la structure du groupe E(Q)ops :
Ezemple. Soit E : y?> = 2® + 3. On calcule A = 3°.

1. Premiere méthode : p = 5 et p = 7 ne divisent pas 2A et ’'on dénombre facilement
#E(F5) = 6 et #E(F;) = 13. Comme #E(Q);.,s divise & la fois 6 et 13, qui sont
premiers entre eux, on voit que O est le seul point de torsion. En particulier,
cela montre que (1,2) € E(Q) est d’ordre infini, donc E est de rang strictement
positif.

2. Seconde méthode : d’apres le théoreme de Nagell-Lutz, on sait que y € {0, +1, £3,+9}.
Ensuite, il faut que = | 3 —y?; on vérifie que ces = ne conviennent pas en traitant
tous les cas possibles. Alternativement, on peut argumenter comme suit : y = 0
et y = +1 ne donnent clairement aucun point rationnel; si 3 | y, alors 3 | x

également, puis 3 = 3% — 2 serait divisible par 9, d’ou la contradiction.

Ezemple. Soit E : y* = 2% + x. On calcule A = 22.

1. Premiere méthode : on calcule #E(F3) = 4, #E(F5) = 4, #E(F;) = 8. Clest
insuffisant pour conclure : on a #E(Q)rs € {1,2,4}. Explicitons nos groupes
finis :

(A )}7

E(Fs) = 1,1),(~1,-1
E(F 0), (=2.0). (-2, -0)}.

(F5) =

Comme les points d’ordre deux sont exactement les P = (z,y) ou y = 0, on voit
que E(F3) ~ Z /47 alors que E(Fs) ~ Z/27 x 7./27.. Or E(Q),os est isomorphe a
un sous-groupe de chacun de ces deux groupes. Comme (0,0) € F(Q) est d’ordre
deux, alors E(Q);rs = {0, (0,0)} ~ Z/27Z.

2. Seconde méthode : d’apres Nagell-Lutz, y € {0, &1, +2}. 1l faut que x | y?, d’ott
peu de cas a regarder...

Ezemple. Soit E : y?> = x® — 43z + 166. On calcule A = 25 .13. Nous combinons les
deux méthodes :
— on calcule #E(F3) = 7, donc E(Q)sors = {0} ou E(Q)sors = Z/7Z.
— appliquant Nagell-Lutz, on trouve facilement le point rationnel P = (3,8). On
vérifie par le calcul qu’il est d’ordre 7.
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La question naturelle qui se pose est la suivante : quels sont les groupes finis qui
aparaissent en tant que sous-groupe de torsion des points rationnels des courbes ellip-
tiques 7 Le théoreme de Mazur (démontré en 1977) y répond ; sa preuve est difficile et
fait appel a des techniques qui dépassent de loin celles mises en oeuvre jusqu’a présent.

Théoreme 2.7.2. Soit E une courbe elliptique définie sur Q. Alors E(Q)sors est iso-
morphe a l'un des groupes abstraits suivants : Z/nZ (pour 1 < n < 10), Z/127Z, ou
LJ2Z x Z]2nZ (pour 1 <mn < 4).

Remarque. Toutes ces quinze possibilités apparaissent bien ; le lecteur trouvera a ’exer-
cice 2.12 page 62 de [S-T| des exemples couvrant tous les cas énumérés.

Annexes au chapitre 1

. Anneaux factoriels

Soit A un anneau integre

Définition A.1.1. Soit a € A — (A* U{0}); on dit que a est irréductible si
a=bc=be A" ouce A"

et a est premier st
albc=alboualec

Définition A.1.2. On dit que A est factoriel si tout élément a € A — (A* U {0}) se
décompose en produit d’irréductibles, et si la décomposition est unique a [’ordre pres
des facteurs, et a des éléments inversibles pres.

(pour avoir 'unicité, on choisit un systeme de représentants des irréductibles)

Remarque. Exemple d’anneau non factoriel : A = Z[\/—5] = {a +ib\/5, a,b € Z} ; on
a A* = {£1} (en utilisant N(z) = |2]?). Il y a deux décompositions de 6 en facteurs
irréductibles :

6=2x3=(1+4V5)(1—iV5).
De méme, C[X,Y]/(Y? — X?) n'est pas factoriel : 'image Y de Y est un élément
irréductible non premier.
Proposition A.1.1 (critéere de factorialité). A est factoriel si et seulement si les
conditions suivantes sont satisfaites :

(1) toute suite croissante d’idéauz principauz est stationnaire ((a1) C (az) C -+ (a,) =
(aps1) = -+ : €galité a partir d’un certain rang)

(i1) tout irréductible est premier
( (i) correspond en gros a 'existence d’une factorisation et (ii) a l'unicité)

Définition A.1.3. On dit que A est Noethérien s’il vérifie 'une ou l'autre des condi-
tions équivalentes suivantes :
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(i) toute suite croissante d’idéauz est stationnaire
(ii) tout idéal est de type fini

( (i) du critere de factorialité est une condition plus faible que Noethérien)
Corollaire. Tout anneau principal est factoriel.

En effet, il vérifie (ii) de la définition d’un anneau Noethérien; de plus, si p est
irréductible, alors I'idéal (p) est maximal (utilise la principalité : si (p) € I = («), alors
a | p, ce qui contredit I'irréductibilité) ; il est donc premier, donc p est premier.

Rappel :

— I premier < A/I est integre et # {0} ;

— [ maximal < A/I est un corps
Remarque. K[X,Y], K un corps, est factoriel mais pas principal : I'idéal (X) + (V)

n’est pas principal ; Z[%ﬁ] est principal, mais pas Euclidien.

Factorialité et anneaux de polynomes :
Proposition A.1.2. Si A est factoriel, alors A[X] aussi.

(donc K[X,Y] = (K[X])[Y] est factoriel)

. Excursion au pays des corps de nombres

Les corps de nombres sont les extensions finies de Q. Nous allons considérer au
chapitre 1 les anneaux Z[i] et Z[j], qui sont reliés respectivement aux corps de nombres
Qi) et Q).

Rappelons tout d’abord que si K C L sont deux corps, on dit que K est un sous-
corps de L et que L est une extension de K. On peut alors regarder L comme un
K-espace vectoriel et la dimension dimg (L) est par définition le degré de I'extension
de corps, noté parfois [L : K|. Par exemple, [C: R] =2 et [C: Q] = 0.

Remarque. Si ' C K C F sont trois corps emboités, on peut démontrer la formule de
transitivité du degré : [E: F| = [E: K|[K : F).

Soit K C L une extension de corps et a € L.

Définition A.2.1. On dit que « est algébrique sur K s’il existe P € K[X], P # 0 tel
que P(a) = 0. Sinon « est transcendant sur K.

Par exemple, v/2,7 sont algébriques sur Q, tandis que 7 et e sont transcendants.
Une variante de la définition est la suivante : considérons le morphisme d’anneaux
U, : K[X] > P+ P(a) € L. On note Ko son image, qui est le plus petit anneau
contenant K et . On a :
— soit ker U,, = (0) ; alors « est transcendant sur K et K [a] est isomorphe a l’anneau
de polynomes K[X]
— soit ker ¥, = (P); alors « est algébrique sur K et K[a| ~ K[X]/(P). Comme
Kla] C L est integre, I'idéal est premier donc P est irréductible. C’est par
définition le polynome minimal de o sur K (on le choisit unitaire).
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B.

B.1.
B.1.1.

On note K («) le corps des fractions de K |[a]. C’est le plus petit corps contenant K
et a.

Proposition A.2.1. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) « est algébrique sur K
(i) Klo] = K(a)

(111) dimy K () < oo (et alors [K(«) : K| est le degré du polynome minimal de o sur
K)

— si a est algébrique sur K, ker ¥,, est un idéal premier donc maximal, car K[X]
est principal. Par conséquent, K|[a] ~ K[X]/(P) est un corps.
— si « est transcendant sur K, alors K|a] ~ K[X] n’est pas un corps.
— sl a est algébrique sur K et n est le degré du polynome minimal P, alors
(1,X,...,Xn1) forme une base de K[o] ~ K[X]/(P) (cf cours d’algebre linéaire)
— si «a est transcendant sur K, alors K|a] ~ K[X] est de dimension infinie sur K.
Ainsi Q(i) et Q(7) sont des extensions finies de Q, de degré 2, les polynémes mini-
maux de i et j étant X2 +1 et X2+ X +1 respectivement. En effet, ces polynomes sont
irréductibles dans Q[X]. On a la description suivante : Q(i) = Q[i] = {a+ib| a,b € Q}
(de méme pour Q(j)).
Enfin, Z[i] et Z[j] sont définis comme suit : on note Z[a| I'image du morphisme
d’anneaux Z[X]| 3 P — P(a) € C. IIs jouent pour Q(i) et Q(j) respectivement le
méme role que joue Z pour Q. Ce sont les anneaux des entiers associés aux corps de

nombres Q(7) et Q(7).

Remarque. Si K D Q est un corps de nombres, 'anneau des entiers O de K est par
définition ’ensemble des éléments de K qui sont entiers sur Z, c¢’est-a-dire racine d’'un
polynome unitaire a coefficients dans Z. I.’anneau des entiers est le coeur de la «théorie
algébrique des nombres» ; cet anneau n’est pas toujours principal (ce sera notre cas,
pour les exemples précédents), mais il est possible de définir une «décomposition en
idéaux premiers» qui remplace la décomposition en nombres premiers. Vous verrez cela
dans le cours d’algebre de maitrise.

Annexes au chapitre deux
Le plan projectif
Définition
Soit k£ un corps. Le plan projectif sur k est
B(k) = {(2,9,2) € K|(, ) # (0,0,0)}/ ~

ou (x,y,z) ~ (2/,y,7) si et seulement si (2/,y,2') = Ax,y,2) pour A € k*. On
écrit (x : y : z) pour la classe de (x,y, z) (cette notation suggere que seul importe les
quotients des coordonnées, i.e. y/z et z/x si x # 0, ou x/y et z/y si y # 0).
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B.1.2.

Soit P € P?(k); les triplets (x,y, 2) représentant P se situent sur une méme droite
D(P) passant par l'origine, et P +— D(P) définit une bijection entre P?(k) et '’ensemble
de ces droites.

Remarque. L’espace projectif P"(k) se définit de maniére similaire pour tout entier
n > 0.

Soit Uy = {(x:y:2)|z #0} et Dyo(k) ={(z:y: 2)|]z = 0}. Alors
(z,y) € A*(k) = (z:y: 1) € Uy
définit une bijection (I’application réciproque est (x : ¥y : 2) — (x/z,y/2)) ainsi que
(z:y) €PH (k) — (z:y:0) € Dy(k).

De plus, P*(k) = Uy U Dy (k) : le plan projectif P?(k) est I'union disjointe du «plan
affine» U, et de la «droite a l'infini» D,. Deux droites affines paralleles de U, se
coupent en un point de Dy, (et un seul) : on peut ainsi voir P*(k) comme Uy plus un
point a l'infini par famille de droites paralleles. Sur Uy, u = x/2z,v = y/z constitue un
systeme de coordonnées affines.

Soient maintenant Uy = {(z : y : 2)|x # 0} et Uy = {(x : y : 2)|ly # 0}. Alors
U, et Uy peuvent également étre vus de fagcon naturelle comme des plans affines : par
exemple, on identifie U; et A?(k) via (z:1: 2) — (x,2). Comme au moins I'un parmi
x,y et z est non nul, on a P*(k) = UyUU, UU,. On dit parfois que {Uy, U, Uy} constitue
un atlas du plan projectif, constitué des trois cartes U;.

Transformations projectives

Une matrice M de GL,+1(k) induit une application P"(k) — P"(k) : puisque Mv =
0 si et seulement si v = 0, M agit sur k"™ \ {(0,...,0)}; comme M(\v) = AM(v),
elle «passe au quotient» pour la relation d’équivalence de colinéarité : si v ~ v’ alors
Muv ~ Muv'.

Définition B.1.1. On appelle transformation projective une application P"(k) —
P"(k) induite par un élément M de GL,1(k). L’ensemble des transformations pro-
jectives forme le groupe projectif, noté PGL, (k).

Deux matrices M et M’ induisent la méme application si et seulement si elles
different par multiplication par un scalaire : si Mv ~ M'v pour tout v de P"(k),
ou encore Mv = A\,M'v, on montre que A\, ne dépend pas de v. Identifiant le sous-
groupe de GL, (k) constitué des matrices scalaires avec k*, on a donc PGLj, 41 (k) ~
GL,. 1 (k) />

Lemme B.1.1. Soient (Py, P, P3) et (Q1, Q2, Q3) deux triplets de points non-colinéaires
dans P*(K). Alors il existe une unique transformation projective M vérifiant M P; = Q;
pour v =1,2,3.

Lorsqu’une propriété est invariante par transformation projective, ce lemme permet
de supposer qu’'un point donné (ou triplet de points donnés) est (0: 0: 1) (ou (1:0: 0),
(0:1:0)et (0:0:1)). On parle de «changement de coordonnées projectives» dans
P?(K).
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B.2.
B.2.1.

B.2.2.

Les nombres p-adiques
Motivation

L’entier 2 n’est pas un carré rationnel, mais si I'on passe de Q a R, I’équation
z? = 2 possede deux solutions : +£v/2, ot V2 = 1,414213---. Cette écriture est
I’écriture décimale de v/2, tout réel pouvant s’écrire © = + > a,10%, ot les a;, €
{0,...,9} (écriture unique, sauf pour les décimaux ot - - - ¢,000 - - - et - -+ (¢, —1)999 - - -
représentent le méme nombre). On peut définir les réels de cette maniére, I'inconvénient
étant la définition des opérations.

Une autre facon de regarder le développement décimal de /2 est la suivante : on
considere la suite (z,) définie par xy = 1, 21 = 14/10, 2o = 141/100, etc... C’est une
suite de Cauchy de rationnels qui n’admet pas de limite dans Q mais converge vers
V2 dans le corps complet R. La définition moderne des réels passe par les suites de
Cauchy : R est le complété de Q pour la valeur absolue archimédienne | e |. Enfin, les
rationnels z,, sont de approximations de v/2 de plus en plus fines : ’\/5 — | <1077

Considérons maintenant la suite de congruences x> =2 mod 7" pour n = 1,2, .. ..
Lorsque n = 1, on a deux solutions : z = x; = £3 mod 7. Ce choix fait, les z,, (n > 2)
sont uniquement déterminés : en effet, supposant x,, construit (et unique modulo 7"),
alors x,,,1 vérifie également 22 = 2 mod 7", donc x,4; = x,, mod 7" par unicité. On
berit 1 = xp+e, 7" et 12 =2 =d, 7" alors a2 —2 = 12 — 24 2x,¢,7" mod 7" =
d, 7" + 2x1¢, 7" mod 7", 1l faut donc que d,, + 2x1¢, = 0 mod 7, ce qui détermine
¢, modulo 7 (x; est inversible modulo 7), donc x,y; modulo 7"*!. Par exemple, si
x, = 3, on trouve ¢, = d,, mod 7, d’ou la formule de récurrence x,., = z, + x,% — 2
mod 7",

Que se passe-t-il «a la limite», lorsque n tend vers I'infini 7 La suite (z,) possede-
t-elle une limite ? D’une part, il n’existe pas d’entier = vérifiant 22 = 2 mod 7" pour
tout n > 1, car o2 — 2 serait divisible par une puissance arbitraire de 7, ce qui n’est
possible que si 22 —2 = 0. D’autre part, la série >_ ¢, 7" (ot ¢, € {0,...,6}) ne converge
pas dans R, au sens usuel, pour la distance issue de la valeur absolue archimédienne.

Nous allons définir les «nombres p-adique» (pour chaque nombre premier p). L’an-
neau Z, des entiers p-adiques contient Z; il est muni d'une distance, la «distance
p-adique» issue de la «valeur absolue p-adique» | e |,. La série > ¢,7" converge pour
la distance 7-adique ; sa somme, notée x, est un entier 7-adique qui vérifie 22 = 7 dans
Zr. L’écriture x = :::5 ¢, 7" constitue le «développement 7-adique» de x.

Le corps Q, des nombres p-adiques est le corps des fractions de Z, ; il contient Q.
En fait, on peut également I'obtenir par «complétion» de QQ pour la distance p-adique.

Construction de Z,

On considere les Z/p"Z; la projection i, : Z — Z/p"Z a pour noyau p"Z D p"T'Z,
donc factorise & travers Z — Z/p" T Z. Les projections étant surjectives, on obtient des
morphismes surjectifs p,, : Z/p" " Z — Z/p"Z.

Définition B.2.1. Z, est la limite projective de ce systeme, c’est-a-dire ['ensemble des
suites (v1,Ta, ..., Ty ...) € L)PLXLIP*LX - X L|p"Z - - - qui vérifient £, = pp(Tni1)
pour tout n > 1.
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B.2.3.

On éerit Z, = lim Z/nZ. C’est un sous-ensemble de [, Z/p"Z, et en fait un
n—-+00
sous-anneau pour les opérations héritées (car les projections sont des morphismes d’an-

neaux).

On a une inclusion naturelle i : Z < Z, : les morphismes i, (n > 1) sont compa-
tibles aux projections p, (i.e. les idagrammes évidents commutent), donc définissent
un morphisme ¢ par la formule i(x) = (i,(z)) = (x mod p™). Bien qu’aucun des i, ne
soit injectif, la résultante 7 est injective : si i, (x) = 0 dans Z/p"Z pour tout n, alors
p"™ divise x pour tout n, d’'ou x = 0.

Développement p-adique d’un élément de Z, : soit x = (x,) € Z,, ou z,, € Z/p"Z,
et soit x,, le représentant de z,, compris entre 0 et p” — 1. Ecrivons pour tout n I'entier

%, en base p : @, = cén) + cgn)p +-+ c,(f,)lp”_l, ol c§"> e{0,...,p—1}

(n+1) _ n)

7 [

Lemme B.2.1. Pouri<n—1, onac

En effet, x,,1 = 2, mod p" (puisque x,, = p,(T,y1); écrivant x,, 1 = &, + p"u, on

montre que u € {0,...,p—1} : siw <0, on aurait x,; < 2z, —p™ < 0 et si u > p alors
Typ1 > p"Th c’est impossible. Donc c(()n) +cdMpg 4 cfln_)lp"_1 +up" est 1'écriture en

base p de z,,y1; on conclut par 'unicité de ce dernier.

Définition B.2.2. On appelle développement p-adique de x la suite infinie des chiffres
¢ i (co,e1yeniyCny.l), ¢ €40, p—1}. Onnote x = co+c1p+---+c,p"+- -+ (a prendre
pour l'instant comme une écriture formelle).

Nous venons d’associer a & € Z, une suite infinie de chiffres. Réciproquement,
étant donnée (co, ¢, ..., Cp,-..), on lui associe x = (x,,) € Z,, ou x, est la classe de
co+cp+ -+ cpo1p™ ! modulo p”. Ces deux constructions sont réciproques I'une de
I’autre : on peut se donner un entier p-adique par son développement p-adique.

Propriétés algébriques de Z,

Lemme B.2.2. Soit x = (z,,) € Z,,; alors x est inversible dans Z, si et seulement si

.’Il#(_)

Preuve : le sens direct est évident; étant donné un élément inversible z = (z,)
de Z,, la composante z; en particulier est inversible dans Z/pZ, donc non nulle.
Réciproquement, soit = tel que z; est inversible dans Z/pZ; nous noterons y; son
inverse. Soit y € Z/p"'7Z et p,(y) son image par la projection Z/p"Z — Z/p"Z; on
a le résultat général suivant :

Si pn(y) est inversible dans Z/p"Z alors y est inversible dans Z/p" ™ Z.

En effet, les inversible de Z/p"Z sont les m ou (p,m) = 1. Soit § un entier qui
représente la classe y; par hypothese, la classe p,(y) de § modulo p" est inversible,
donc (7, p) = 1. Par conséquent, la classe y de § modulo p"*! est également inversible.

Cela montre, de proche en proche, que les x,, sont inversibles dans Z/p"Z ; nous no-
tons vy, les inverses. Montrons que vy, = p,(yn11) : appliquant p,, a I'égalité x, 1,11 =
1, on obtient ,p,(yns1) = 1 et conclut par 'unicité de I'inverse.
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Lemme B.2.3. Siz n’est pas inversible dans Z,, alors il existe y € Z, tel que = py.
Réciproquement, py n’est pas inversible.

Preuve : D’apres le lemme précédent, si z = (x,,) n’est pas inversible, alors x; = 0.

Le représentant de x; dans {0,...,p — 1} est donc ¢y = 0 et le développement p-
adique s’écrit ¢;p + -+ + ¢,p" + -+ - (somme «formelles). L’entier p-adique y dont le
développement p-adique est ¢; + -+ + ¢,p" ' + - vérifie z = py : en effet, z, est la

classe de ¢ip+- - -+ ¢p_1p™ ! modulo p™ et y, celle de ¢; +- - - +¢,_1p™ 2, donc z, = pyn
pour tout n. Réciproquement, py = (0, py1, .. .) n’est pas inversible.

Lemme B.2.4. Tout z € Z, \ {0} s’écrit de maniere unique sous la forme p"y, ot
neNetyeZ.

Preuve : Démontrons l'existence. Si x € Z;, c¢’est terminé; sinon, on écrit x = px;.
Si z, est inversible alors on a gagné, sinon on poursuit : z = p?z,. Ainsi de suite; le
processus s’arréte bien : si 'on pouvait écrire x = p™z, pour tout n, alors on aurait
z = (0,...,0,...) = 0. Pour démontrer I'unicité, on suppose que p"y = p™z (avec
n > m) : comme z = p" "y est inversible, alors n = m; puis y = z. B

Proposition B.2.1. Z, est un anneau principal (donc factoriel) dont p est (aux as-
sociés pres) l'unique élément irréductible. La décomposition précédente est la décomposition
en produit d’irréductibles.

Preuve : Démontrons que Z, est integre : étant donnés z et 2’ deux éléments non
nuls, il s’agit de montrer que xz’ # 0. Pour cela, on écrit z = p"y et 2’ = p”/g' ,ouyety
sont inversibles, d’inverses z et 2. Alors za’ = p"*" yy’. Comme (22')(22') = p"+t" # 0,
nécessairement xx’' # 0. o

Soit maintenant / un idéal non nul de Z,. On note n le plus petit entier tel que
p" € I; prenant z = p™y (y inversible) dans I, alors p™ = zy~! € I, donc n est bien
défini et on a m > n par définition de n. Par conséquent z est un multiple de p”, ce
qui montre que I = (p").

Il reste & montrer que p est irréductible : si p = za’, on écrit les décompositions
z=pyeta =py; alors p=p"yy, donc n+n' =1 par unicité. Par conséquent
'un des deux entiers est nul, donc l’un_parmi z et 2’ est inversible.

Remarque. Tout idéal est donc de la forme (p™) pour un certain entier n. L’idéal (p) est
'unique idéal premier non nul; il est de plus maximal : on va voir que Z,/pZ, ~ Z/pZ,
qui est un corps (ceci n’a rien d’étonnant : un idéal premier d’un anneau principal est
maximal).

Lemme B.2.5. La suite de morphismes
072,57, % 2/p7 -0,

ot « désigne la multiplication par p™ et B : (x,) — x,, est exacte. Autrement dit, «
est injective, ker f = Im «a et § est surjective.

Preuwve : L’injectivité de o provient du fait que Z, est integre : si p"z = 0, alors
z=0.
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B.2.4.

Démontrons que ker § C Ima : un élément z = (z,,) de ker § a ses n premieres
composantes nulles (puisque z,, = 0) ; son développement p-adique est donc de la forme
Cop"+Cppp" T+ - - Soit y Pentier p-adique dont le développement est ¢, +cpi1p+--- ;
on vérifie que z = p"y. L'inclusion ker 8 O Im « est évidente.

Enfin, 3 est surjective : étant donné \ € Z/p"Z, on pose x,, = A, ce qui définit z;
pour i < n (z;—1 = p;—1(z;)). On utilise la surjectivité des p; pour définir les x; lorsque
i > n. On peut donc construire z tel que B(x) = .

Corollaire. Z,/p"Z, ~ Z/p™Z.

En effet, ker f = Imav = p"Z,.

Propriétés topologiques de Z,

Sur Z, on dispose de la valuation p-adique v, définie comme suit : v,(z) est la
puissance de p qui apparait dans la décomposition de x # 0 en produit de nombres
premiers et v,(0) = 4o00. On définit ensuite la valeur absolue p-adique par |z|, =
a="@ ol a > 1 est un réel fixé ; souvent, on choisit a = p (cette normalisation permet
d’avoir la formule du produit : [z|[], |z[, = 1).

On vérifie facilement que v, (zy) = v,(x)+v,(y) et que v,(x+y) > min(v,(z), v,(y))
(avec égalité si v,(x) # v,y(y)). Alnsi :

—|z|>0et|z|, =0« 2 =0;

— |z +yl, < max(|z|p, |ylp) (inégalité ultramétrique, plus forte que I'inégalité trian-

gulaire) ;

— laylp = l2lplylp;

Les trois propriétés précédentes constituent la définition d’une valeur absolue (ul-
tramétrique ou non-archimédienne).

Il resulte du lemme B.2.4 que la valuation v, de Z s’étend a Z,, : écrivant x = p"y,
ou y € Z, on pose v,(z) = n. Donc | e |, se prolonge également en une valeur absolue
sur Zy.

La distance p-adique est définie par d,(x,y) = |z — yl|,. La topologie p-adique est
la topologie provenant de la distance p-adique.

Le développement p-adique peut s’interpréter topologiquement :

Proposition B.2.2. Soit x € Z, dont le développement p-adique est cy + c1p + -+ +
+oo

cnp™ + oo Alors = limy, o yoo(co+c1p+ -+ cup™) = Y ap'

Preuve : on a |z — (cog+e1p+ -+ cp™)|, < p~ ™Y en effet, y=z— (co+ecip+
-+ -+ cpp™) aun développement p-adique dont les n premiers termes sont nuls. Il s’écrit
donc y = (yk), avec ynp1 = 0; d’apres le lemme B.2.5, il est divisible par p"*'. Par
conséquent, v,(y) > n + 1.

Corollaire. Z est dense dans Z,.

En effet, on tronque le développement p-adique en gardant de plus en plus de
chiffres.

Proposition B.2.3. La projection Z, ~% 7./p"7Z définie par x = (x,) — m,, est continue
(ot Z/p"Z est munie de la topologie discréte).
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B.2.5.

Preuve : m,(n) = m,(y) si et seulement si 7, (z—y) = 0, donc si et seulement si x —y
appartient a p"Z,. Par conséquent, I'image réciproque d’'un singleton {A} par 7, est
A p" 2Ly, ol X\ représente . C’est un ouvert de Z,, car c’est un translaté de p"Z, qui est
ouvert. En effet, p"Z, = {z : v,(z) > n} = {x 1 v,(z) > n—1} = {z : |z, < p~™ Y. On
voit que p"Z, est ouvert : c’est la boule ouverte de rayon p~ (=1 (et fermé également :
c’est la boule fermée de rayon p™).

Corollaire. Z, est totalement discontinu : ses composantes connexes sont des points.

En effet, si Q C Z, est connexe, alors m,(Q2) également ; donc m,(Q) = {\,}. Soient
x et y dans ; alors x,, = y, = A, pour tout n, ce qui montre que x = y. Autrement
dit, 2 est bien un singleton.

Théoréme B.2.1. Z, est compact.

Preuve : soit (z¥) une suite d’éléments de Z,,; il s’agit d’en extraire une sous-suite

convergente.

— On regarde (2%) comme suite de Z/pZ : ce dernier étant de cardinal fini, il existe
oy tel que S = {k € N: 2} = a;} est infini.

— On regarde les xlg, pour k € S : il existe ap € Z/p*Z tel que Sy = {k € Sy : x’g =
o} est infini. Remarquons que p;(ag) = a; car ay = 2k et pi(2h) = 2% = oy
puisque k € S;.

— On continue ainsi indéfiniment et considere o € Z,. On extrait de la suite de
départ une sous-suite (z*), ou k; € S; pour tout . Alors 2% tend vers o lorsque
i tend vers l'infini : en effet, m;(z% — a) = 0 car k; € S;; d’aprés le lemme B.2.5,
on a donc z% — a € p'Z,. Par conséquent, |zFi — al, < p~°.

Corollaire. Z, est complet.

Remarque. Pour la topologie p-adique, une série »  u,, converge si et seulement si u,, —
0. En effet, comme Z, est complet, on peut appliquer le critere de Cauchy. Or il résulte
de I'inégalité ultramétrique que | Y] _ un|, < maxy<p<r [ty ]y Donc pour que la tranche
de Cauchy devienne aussi petite que I'on veut lorsque p et ¢ sont grands, il suffit que
|tnlp — 0.

Le corps Q,
Définition B.2.3. C’est le corps des fractions de Z,.

Puisque Z, contient Z, il contient donc Q. On dispose d'une valuation sur Q, :
écrivant z € Q, \ {0} sous la forme z = § = /==, on pose vy(z) = n — m. On vérifie
facilement que cette définition a bien un sens (donc ne dépend pas de la fraction choisie
représentant ). Le méme processus permet de prolonger la valuation p-adique de Z en
une valuation sur le corps des fractions Q de Z. On obtient donc une valeur absolue

2], = p~@ sur Q,, qui prolonge celle de Z, et celle de Q.

Remarque. Le théoreme d’Ostrowski dit que ce sont la, a équivalence pres, toutes les
valeurs absolues de Q : une telle valeur absolue est soit | e |5 (p premier) soit |e|*, pour
un certain réel positif a.
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Voici quelques propriétés topologiques, ou la topologie est définie par la distance
p-adique :

Théoreme B.2.2. Le corps Q, est localement compact et complet. Z,, en est un sous-
anneav & la fois ouvert et fermé. Q est dense dans Q,.

Preuve : par translation, on se raméne a 0 (une translation est une application
continue) : or Z, est compact, donc les p"Z, aussi (les homothéties sont continues).
Ces derniers constituent une base de voisinages de 0. Une suite de Cauchy est bornée;
il existe donc n € Z tel que le compact p"Z, contienne la suite toute entiere. On
pourra alors en extraire une sous-suite convergente, auquel cas notre suite de Cauchy
qui admet une valeur d’adhérence est également convergente.

Z, est a la fois ouvert et fermé (c’est a la fois une boule ouverte et une boule fermée).
Finalement, écrivant € Q,, sous la forme z = p"y, oun € Z et y € Z,, on transforme
via I'application z +— p"z une suite d’entiers convergent vers y dans Z, en une suite de
rationnels convergent vers x dans Q,, ce qui démontre la troisieéme assertion.

En particulier, Q, s’identifie au complété de Q pour la valeur absolue p-adique.
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