. ; ; egal ?(Hmul (j,k),i); egal ?2(Hwl (k,j),Hscal (-1,i));
TPOB: L ternion Hamilton egal 2(Hmul (k.i).j): egal 2(Hml (i k). Hscal (-1.j)):
true
Eléments de corrigé :”‘e
rue
[>restart: with(LinearAl gebra): true
. true
B Question 1 rue
[ > Hadd: =(q1, q2)->[ q1[ 1] +g92[ 1], Vect or Add(ql[2],92[2])]: .
[ > Hscal : =(1 anbda, q) - >[ | anbda*q[ 1], Vect or Scal ar Mul tiply(q[2],|am B QUGStIOﬂ 3
bda)]: ) _
r> Hmul : =(q1, q2) - >[ q1[ 1] *q2[ 1] - Dot Pr oduct (q1[ 2], q2[ 2] , conj ugat e= > resli=Hmul ([r1, <x1,y1,z1>], Hl ([r2, <x2,y2,z2>], [r3, <x3,y3, 23
fal se), Vect or Add( Vect or Add(qgl[ 2], qg2[2],q2[1],q9l[1]), CrossProd 1))
L uct(ql[2],q92[2]))]: resl:i=[rl(r2r3-x2x3- y2y3- z223 xt3x2+r2x3+y2z3 z2yB
[> E f{(l)' :81 8' gz} i:=[0,<1,0,0>]: j:=[0,<0,1,0>]: —y1(r3y2+ r2y3+ z2x3- x223 At3z2+ 1223+ x2y3 y2 X3
O Hé&d(é, i ) - ' [(r2r3-x2x3-y2y3 7223 xt rt3x2+r2x3+y2z3 z2yB
1 +y1(r3z2+ r2z3+ x2y3 y2X3- ZAt3y2+r2y3+ z2x3- x223
o [(r2r3-x2x3-y2y3 z223 yt 1(k3y2+r2y3+ z2x3 x223
' +z1(r3x2+r2x3+ y2z3 z2y3- xt3z2+r2z3+ x2y3 y2xX3
L o 0 [(r2r3-x2x3-y2y3 z223 zL (t3z2+ r2z3+ x2y3 y2 X3
> Hmul (i) | xL(r3y2+ 123+ 22X3- X223 VE3X2+ 12X3+ y2 23 22
0 > res2: =Hmul (Hwl ([r1, <x1,yl,z1>],[r2,<x2,y2,2z2>]),[r3,<x3,y3,2z
3>]);
’ 0 res2:=[(r1r2 —=x1x2—yly2- z122 r3(r2x1+rlx2+ ylz2- z1yR x3
L 1 —(r2yl+rly2+ z1x2= x122 y3(r2z1+ rlz2+ x1y2- y1xR z3
> Hscal (-1, €); [r3 (r2x1+ rlx2+ y1z2- z1y (rlr2-x1x2- yly2 z122 x3
0 +(r2yl+rly2+ z1x2= x122 z3(r2z1+ r1z2+ x1y2 y1x2 y3
1, 0 [r3(r2yl+rly2+ z1x2- x122-(rlr2—-x1x2-yly2- z122 y3
0 +(r2z1+ rlz2+ x1y2- y1 xR x3(r2x1+rlx2+ ylz2- z1yp 23
T [r3(r2z1+ r1z2+ x1y2 yl1 xR+ (rlr2—-x1x2-yly2- z122 z3
. Question 2 L +(r2x1+r1x2+ ylz2- z1yR y3(r2yl+rly2+ z1x2- x122 4B
"> egal ?: =(q1, q2) - >eval b(q1[ 1] =q2[1]) and > egal ?(resl, res2);
eval b(ql[2][1]=92[2][1]) and eval b(gl[2][2]=qg2[2][2]) and L false
| evalb(q1l[2][3]=02[2][3]): > Map(nornal, resl);
[> egal ?(Hwul (e, [r,<x,y,2>]),[r,<x,y,2>]); [-z1r3z2- 211223 z1x2yB z1y2x3 ylr3y2 ylr2y3 ylz2x3 ylx2z3

egal 2(Hmul ([r, <x,y,z>],€),[r,<x,y,z>]); =X1r3x2-x1r2x3- x1y2z3 x1z2y3 rlr2r3 rlx2x3 rly2y3 rlz2z3

:rue [-z1r3y2—- z1r2y3- z1z2xB z1x2#3 ylr3%z2 ylr2z3 ylx2y3 yly2x3
L rue
r> egal 7(HrTU|(|,|),HSCﬁ|(-1,e)), egal 7(HrTU|(],J),HSCﬁ|(-1,e)), +rlr3x2+rlr2x3+ rly223' r122y3' X1r2r3 x1x2x3 X1y2y3 X].Z]223
egal ?( Hwl (k, k), Hscal (-1, ¢e)); [x1r3z2- x1r2z3 x1x2y83 x1y2x3 z1r3*x2 z1r2«3 z1ly2z3 z1z2y3
true +r1lr3y2+rlr2y3+r1z2x3- rlx2z3 ylr2r3 ylx2x3 yly2y3 ylz2z3
true [-y1r3x2-ylr2x3 yly2z3 ylz2yw3 x1r3y2 x1r2%3 x1z2x3 x1x2z3
L true L +r1r3z2+r1r2z3+ rlx2y3- rly2x3 z1r2r3 z1x2x3 zly2y3 z1¥z3

[ > egal ?2(Hwl (i,j),k); egal ?(Hml (j,i),Hscal (-1,K));



> Map(normal,res2);
[-z1r322- 211223 z1x2y8 z1y2x3 ylr3y2 ylr2y3 ylz2x3 ylx2z3
=X1r3x2- x1r2x3 x1y2z3 x1z2y3 rlr2rd3 rlx2x3 rly2y3 rlz2z3
[-z1r3y2—- z1r2y3- z1z2xB z1x223 ylr3%z2 ylr2z3 ylx2y3 yly2x3
+r1lr3x2+rlr2x3+rly2z3 rlz2y3F x1r2r3 x1x2x3 x1y2y3 x172z3
[x1r3z2- x1r2z3 x1x2y8 x1y2x3 z1r3%2 z1r2«x3 zly2z3 z1z2y3
+rlr3y2+rlr2y3+r1z2x3- r1x2z3 ylr2r3 ylx2x3 yly2y3 ylZ2z3
[-ylr3x2-y1lr2x3 yly2z3 ylz2y3 x1r3y2 x1r243 x1z2x3 x1x2z3

L +r1r3z2+rlr2z3+ rlx2y3 rly2x3 z1r2r3 z1x2x3 z1ly2y3 z13Rz3
{ > egal ?(Map(nornmal ,resl), Map(normal ,res2));

true
[ > Map(nornal , Hadd(resl, Hscal (-1,res2)));

0
0

0
[ La loi est donc associative, puisque cette égalité dans H(Q(r_i,x_i,y_,z_i)) se transforn
une égalité dans H(R) en appliquant le morphisme évaluation
[ On pourrait de meme verifier la distributivité (& droite et & gauche) de la multiplication |
rapport a I'addition, mais ces propriétés résultent directement des propriétés des prodt
L scalaire et vectoriel.
[ > resl:=Hmul ([r1, <x1,yl,z1>],Hadd([r2,<x2,y2,2z2>],[r3,<x3,y3, z3

>])):
> res2: =Hadd(Hmul ([r1, <x1,y1,z1>],[r2,<x2,y2,z2>]),Hwul ([r1,<x1
,y1,z1>],[r3,<x3,y3,23>])):
{ > egal ?(Map(nornmal ,resl), Map(nornal ,res2));

true

B Question 4

[ > N =g->q[ 1] “2+Vect or Nor n{ q[ 2] , 2, conj ugat e=f al se) *2:
> N([r,<a,b,c>]);

| I,2+a2+b2+c2

[ > Conj:=g->[q[1], VectorScalarMultiply(q[2],-1)]:

[> Conj([r,<a,b,c>]);

[> I nv:=g->Hscal (1/ N(q), Conj (q)):
r>1lnv([r,<a, b, c>]);

a

r?+a® +b? +c?

r b

2ra2+p?+c? r2+a2+b2+c2%

C

r?+a® +b? +c?

r> Map(normal , Hwl (% [r, <a, b, ¢>]))
0,

Map(normal,HmJI([r,<a,b,c>],/l%;?

o o oo o o

B Question 5

> q0:=[r0, <x0,y0,z0>]: q:=[r,<Xx,y,z>]:
Map( nor mal , Hadd( Hwul (g0, q), Hscal (-1, Hwl (g, g0))));
y0z-2z0

, F2 20 x—2x0

L x0y-2y0

[ On reconnait les équations correspondant a la nullité du produit vectoriel de <x0,y0,z0

<x,y,z> ; le centralisateur de q0 est donc I'ensemble des q non nuls de la forme

L [r,lambda<x0,y0,z0>].

[ Noter que I'’équation précédente apparait directement lorsque I'on écrit I'égalité q0g=qt
la main : manipuler des expressions formelles par ordinateur est inutile.

| [ Le centre est I'intersection des centralisateurs Zq, donc R**

B Question 6

[ > phi:=proc(q,h)
if g=0 then error("q doit etre non nul") else
return(Map(nornmal, Hwl (Hwl (g, h),Inv(q)))):fi:
L end:
[> phi(0,i); phi(i,j);

Error, (in phi) q doit etre non nul

o

(> phi ([r,<a, b,c>],[s,<x,y,z>]);




r’+a’+b%+c

0 1
r’y+2rcx-2raz+2bax+by+2bcz-dy -’y 0 0
P r2+a2+b? +c2 1

[ Noter que le calcul des points fixes suffit, sachant qu’on a affaire a une isométrie : si q
c’est la droite Ru, puisque ghg™(-1)=q est équivalent au fait que g et h commutent (on

L calculé le centralisateur). Il s’agit donc d’une rotation d’axe Ru.

> phi(q,[r,<a, b,c>]);

—%z-2ray+2rbx-2cax-2cby-¢z +b*z +a

o LMMITTITIARITITITIT]

[T T T TTTTT

r?+a?+b?+c?

r> subs({x=0 _y:O z=0},% a
0
,Hb
0
L c
L 0
[ Donc R est stable par phi_q et la restriction de phi_g a R est l'identité . Qu&tion 8

> subs(s=0, %89 ;
- [ > vl:=<a, b,c> vi1:=vl/VectorNornm(vl, 2, conjugate=fal se):
v2: =<b, -a, 0>: v2:=v2/VectorNornm(v2, 2, conjugat e=f al se):
v3: =CrossProduct (v1,v2):

v3: =v3/ Vect or Nor m(v3, 2, conj ugat e=f al se): P:=<vl|v2|v3>

0 «’x-2rbz+2rcy-a’x —2aby-2acz+¢éx +b’xH

u r?+a?+b?+c?

rPy+2rcx-2raz+2bax+ty+2bcz-dy -y [

r?+a%+b? +c?

—r22—2ray+2rbx—20ax—2cby—czz +b?z +alz

M T T T T TETTT T TITT
1=

a b ca c?p?
! ’Ca/ 2 2 2 2 2 + 2 2 2 2 2
a”+b’ +¢? «/b2+a2 a®+b’ +c%) (b° +a%)  (@°+b”+c%) (b” +a’)

r?+a%+b? +c?

L [ Donc E est stable par phi_q

5 1/2)
2 2 2 2 2
B Question 7 +E«/a +b2+c 4/b2+a RE +b2+c «/b2+a EE Jatebt ey s %

[>q:=[r,<a,b,c>]: 2.2 2,2
[ > CL:=phi(q,i)[2]: C2:=phi(q,j)[2]: C3:=phi(q,k)[2]: E/ b ’_Wa 2,cb/% <2 ¢b
b +a

+
[> M =<Cl| C2| C3>; a2+b2+c? a?+b>+c?)(b®+a?) (@®+b%+c?) (b*+a?)

% -a% +c? +b? 2(rc+ab) 2(rb+ac)

rP+a?+b?+c®  rP+a’+bi+c?  r?+a’+b?+c?

L, (112)
2 2 2 2
+%«/a +b2+c «/b2+a Ja +b2+c «/b2+a EE Ja?+b? +c?yb?+a %

Ve 2(rc+ab) r?+b®-a?-c? 2(rta+bc) H
- r2+a2+b2+02 r2+a2+b2+C2 r2+a2+b2+C2 E c a2 b2
O 2 2,2 0, 2 2,2 2 2 2 2,2 2 2
2(b-ac) 2(ra+bho) -r* —c® +b” +a’H a“+b"+c Jat+bi+ciyb?+al yal+b?+ctybi+a
- = 2.2 2,2
] Pia+b2+c2  r2+a+b? +c2 2ral+bl+c2 O c’a . c’b
[ Vérifions que rho(q) appartient a SO3(R) : (@2+b%+c?) (b*+a%) (a*+b?+c?) (b®+a’)

r> Map(nornmal, Transpose(M .M ; Mp(nornmal, M Transpose(M);

. 1/2)
Determ nant (M ; a2 b2 E E
1 0 + -
L %«/a2+b2+cz«/b2+a2 «/a2+b2+c2«/b2+a2E

0o 1 [ C'est la matrice de changement de base. Les coefficients sont dans Q(a,b,c)(d,e) ou
dr2=an2+b"2 et e"2=a2+b"2+c"2. Il s’agit d’'une extension de corps de degré 4 du co
0 O Q(a,b,c) des fractions rationnelles en 3 indéterminées.




L Simplifions :
r> P:=Map(nornal, P);

H__ 2 b ca 0
%/a2+b2+c2 ‘/bz"az 4/a2+b2+02«/b2+a2§
b __a ch -
P:E/az‘Lbz‘ch ‘/bz‘“az 4/32+b2+cz«/b2+a22

[a?+Db% +c? a?+b?+c?
, Transpose(P). M P);

LI TTT

[ > ML: =Map( nor ma

c 0 yb%+a’
0

0 M

—-r?+a’+b’ +c  24a’+b*+c’r [

M1 := r?+a?+p?+c? r’+a’+b® +c? [
24a’+b’+c’r —2+a% +b? +c?[0
r2+a2+b2+c2 I‘2+az+b2+C2f

[ Le changement de base a un sens dans M(R) lorsque (a,b)<>(0,0), étant donné le cha
vecteur v2. Dans le cas contraire, on peut prendre v2=<0,c,-b>. Cela revient a effectu
permutation circulaire des 3 composantes qui jouent un role symmétrique, donc il est i

L de considérer un second cas. Bien entendu, le cas (a,b,c)=(0,0,0) correspond a I'identi

B Question 9

[ > hyp: =r*2+a”2+b"2+c"2=1:
> subs(hyp, ML); al gsubs(hyp, ML) ;
0 0

r’-a?-p? -c? —Zmr
24/a’+b’+c’r  r?-a’-p’-c’
0 0
2r?-1 —ZMr
L 22 +1r  2r°-1

[ Attention, Maple ne privilégie pas forcément la variable a pour I'élimination ; on peut
obtenir (essayer d’exécuter cette feuille de calculs plusieurs fois) :
[ > al gsubs(hyp, ML, [r]);

0 0

2a%-2p*-2c¢2+1 —21/a2+b2+czr

24a?+b?+c’r  2a’-2b?-2c7 +1
Donc on utilise plutot :
>

ML: =al gsubs(hyp, ML, [a] ) ;

—rr

0 0
M1:= 2r¢-1 —21/—r2+1r
24/-r%+1r 2r-1

0 0
2codt)’ -1 -2/ —cogt)’ +1 cogt)
24/~cogt)? +1 cogt) 2coqty’ -1

r> ML: =al gsubs(r=cos(t), M);
0 0

M1 := 2coqt)’ -1 -2/ —cogt)® +1 cogt),

i 24/ —cogt)® +1 cogt) 2cogt)’-1
[ > ML: =Map(expr->sinplify(expr,trig), M);
0 0

> subs(r=cos(t), M);

M1:= 2coqt)’-1  —24/sin(t)? cogt)

. 24/sin(t)? cogt)  2cogt)’ -1
[ > assune(t>=0,t<=Pi);
[> ML: =Map(expr->sinmplify(expr,trig), M);

0 0
M1:= 2coqt~)* -1  -2sin(t~)cogt~)

i 2sin(t~)codt~)  2codt~)*-1
[ > ML: =Map( expr->conbi ne(expr,trig), ML);
0 0

M1:= cog2t~) -sin(2t~)
L sin(2t~) cog 2t~)

[ En s’y prenant bien, on trouve 2t=theta_q. Sur cet exemple, il est plus simple de manif
expressions trigonométriques a la main.

B Question 10

[ Si g1=j on trouve la rotation rl d’axe R<0,1,0> et d’angle pi (on résoud cos t=0 et sin t:
I'angle vaut 2t)

Réciproquement, la rotation r2 d’angle pi/2 et d’axe R(i+j) correspond (modulo R) a un
quaternion de la forme g2=[r,lambda<1,1,0>] avec r=cos pi/4=sqrt(2)/2 et lambda
sqrt(2)=sqrt(2)/2. On peut prendre q2=[sqrt(2),<1,1,0>].

[ Finalement, la composée rl.r2 correspond au produit q1.92 :

r q3:=Hmul (j,[sqrt(2),<1,1,0>]); Hscal (1/sqrt(N(g3)),q3);




[ C’est la rotation d’axe R<0,sqrt(2),-1> et d’angle 2pi/3 (on résoud cost t=-1/2 et sint
t=sqrt(3)/2).




