TP1 : étude de quelques groupes de permutations

Eléments de corrigé

[> restart: wi t h(group);
[Derived$ LCS NormalClosure RandElement SnConjugates Sylow areconjugate, center
centralizer core cosets cosrep derived elements groupmember grouporder inter inv
isabelian isnormal issubgroyp mulperms normalizer orbit parity permrep Jpres trans

]

B Question 1
> convert([1,3,4,5,2],disjcyc);
! [12,3 4 9]
r>convert([[1,2,3],[4,5]],permist,5);
convert([[21,2,3],[4,5]],permist,9);
[2,3, 1,54
L [231,546789Y
[ > map(g->convert(g,disjcyc),[[2,3,1,5,4],[2,3,1,5,4,6,7,8,9]]);

I (112 3, 4 5], [1,2 3, [4 5]
{> map(g- >convert (g, disjcyc),{[2,3,1,5,4],[2,3,1,5,4,6,7,8,9]});

{[(1.2 3, 4 51}
[> mulperns([[1,2]],[[1,3]]); mulperms([[1,3]],[[1 2]1);

(1,2 3]
[[1, 3, 2]

[ La multiplication des permutations sous maple est donc une multiplication & droite :
mulperms(gl,92) ne donne pas glog2 mais g2ogl ; on définit donc :
r> nmul t perm =proc(gl, g2);
return(nul perns(g2,91));
L end:

{> mul tperm([[1,2]1,[[1,3]11);

(13 2]
B Question 2

[ > conbinat [ pernute] (3);

(1,23, 1,32 213, 231,B12]321]
[ donne toutes les permutations de la liste [1,2,3], donc tous les éléments de S(3) en tar
"permutation lists".
[ > S3:=perngroup(3,{[[1,2]],[[1,3]]1});

L S3:=permgroup 3, {[1, 2], [1, 3]])
[ > el ement s(S3);

{ff2 31 (1001 21, [1, 31, (1. 2 31, [1. 3, A}
[ On convertit les "permutation lists" obtenues par la commande permute en produit de
support disjoints, afin de comparer les deux résultats :
[ > map(i->convert(i,disjcyc),{op(conbinat[permute](3))});

] {{[2 3], [} [[% 2], [1, 3] [1. 2 3], [L. 3, A1

{> el ement s(S3) minus %

L {}
B Question 3
[ Premiére définition de S(n) par générateurs :
> S1:=n->perngroup(n, {seq([[i,i+1]], .n-11);
{ S1:=n - permgrougm {seq[[i, i +1]] i=1.n-1})

[ On teste pour d’autres valeurs de n :
> seq(el enents(S1(j)) m nus
rrap(l >convert (i,disjcyc),{op(conbinat[permute](j))}),]j=2..8)

ISESEIRCRS RSN N

oter que le cardinal de S(8) est déja :

En fait, il est inutile de calculer tous les éléments de S1(n) ; il suffit de vérifier que son
cardmal est bien n!, ce qui est plus rapide :
> seq( grouporder(Sl(] ))/jt,j=2..15);

1111111131111 11
Deuxiéme définition de S(n) par générateurs (attention au cas n=2 cette fois) :
> S2: =proc(n);
if n=2 then return(perngroup(2,{[[1,2]]
return(pernmgroup(n,{[[1,2]],[[$1..n]]})
end:
[ > seq(grouporder(S2(j))/j!',j=2..15);

1,1111131111111

.
{ 40320
[
@

1)) else
) fi

fi;

B Question 4

> test:=proc(S0) local SL,g,h N

S:=S0; for g in SO do S:=S union {invpern(g)}; od,

L:=S union {[]}; N =S

N: ={seq(seq(mul tpern(g, h),g=N), h=S)} m nus L;

L: =L union N;

print(L, N);

N: ={seq(seq(nul t pern(g, h),g=N), h=S)} m nus L;

L:=L union N;

print(L,N);

L end:

[>test({[[1,2]].[[1,2,3]1});

{11, 21, (1101, 31, [1. 3, 2], [1. 2, 31, [2 1, {l[L. 31, 12 3T

L {11, 21, (1101, 3]1, 11, 3, 41, 11, 2 1. 12 3 I {}

[ Aprés un passage, L contient tous les mots de longueur <=2 (en les éléments de S) e
mots de longueur 2 qui ne peuvent pas s’écrire comme mots de longueur <2. L est de
L 6, donc L=S3

[ Aprés un second passage, N est I'ensemble vide.
[>test({[[1.2]].[[1,2,3,4]1});

{l(.21. (10023 4].[243][1432][1234][134][143]




(13, [2 41} {[[2 3 4], [2 4 3] [1.3 4] [1 4 3] [1 3, [2 4]}

{{(+, 2], (112 3], [2. 3,41, [2. 4, 3], [1, 3,4 2] [1. 4 3 3] [1. 2 3 4],
((1.243] [13 4] [143] 013 [24]][1423][1324][L 4]}
{(23], 01342} [1,243}[1423][1324][14]

[ On ne trouve pas 4!=24 éléments apres deux passages, donc il faut poursuivre plus lo
r> elementsl: =proc(G local SL,g,h N
S:=op(2,Q; for gin S do S:=S union {invpern(g)}; od;
L:=S union {[]}; N=S
whi l e (nops(N)<>0) do
N: ={seq(seq(mul t pern(g, h),g=N), h=S)} m nus L;
L:=L union N;
od;
return(L);
Ll end:
[ > nops(el ements1(S1(4)));

24
(> eval b(nops(el ements1(S1(6)))=6!);
{ true
[ Comparaison des temps de calcul par rapport a la procédure elements de Maple :
>t:=tinme():elenments(S1(6)):time()-t;
{ 0.032

{> t:=tine():elementsl(S1(6)):tine()-t;
0.232
{> t:=tinme():elements(S1(8)):tinme()-t;
6.504
{> t:=tinme():elementsl(SL(8)):time()-t;
37.266
[ L'algorithme de Maple est bien meilleurs que notre algorithme naif, qui est impraticable
L L nplusgrand...
B Question 5
>parity([[1,2]]); parity([[1,2,3]]);
-1
1
{> parity(S1(3));
-1
L On obtient 1 si tous les élements du groupe de permuatations sont paires

> G =proc(n);
if n=3 then return(permgroup(3,{[[1,2,3]]}))
elif type(n,odd) then
return(permgroup(n,{[[21,2,3]],[[%$3..n]1}))
el se return(perngroup(n,{[[1,2,3]],[[%$3..n],[1,2]1}));

fi;

L end:

[ > seq(parity(Q(j)),]=3..15);

L 1,1,114,1111311111
[ En fait, cette vérification est inutile : comme les générateurs sont pairs, il en sera de m

de tous les elements du groupe engendré.
r

[ > seq(grouporder(Q(n))/n!,n=3..15);

1111111111111

L 22'2'2'2'2'2'2'2'2'2°2 72
[ On obtient le cardinal du groupe alterné : on conjecture donc qu'il s'agit du groupe alte
[> A =proc(n);
if n=2 then return(perngroup(2,{[1}))
el se return(Qn));
fi;
end:

B Question 6
[ > seq(center(A(n)),n=2..7);
permgroup 2, { ), permgroud 3, {[1, 2, 3] }) permgroug 4, { }) permgroud 5, {})
permgroup 6, { ), permgroug 7, { })

r> el ements(A(3));
L _ {[10[%, 2 3, [1,3 2}
[ > isabelian(A(3));

L true
| [ Pour n>=4, le centre de A(n) est trivial ; c'est facile a démontrer...

B Question 7

[ > typ:=proc(n,g) local gl,Nres,i, Nl
if not type(g,disjcyc(n)) then gl:=convert(g,disjcyc) else
gl:=g; fi;
N: =nops(gl);
if N=O then return([1%n])
el se res: =[seq(nops(op(i,gl)),i=1..N)];
N1: =sum(res[i],i=1..nops(res));
return([1$(n-N1), op(sort(res))]);
fi;
|l end:
[>typ(6,[[1,2,3]]1); typ(6,[[1,2,3],[45]]);
[1,1,1, 3
L 1,23
[ > ord: =proc(n,g)
return(ilcmop(typ(n,g))));
|l end:
[ Voici la liste des ordres des éléments de S4 :
[ > map(g->ord(4,9),elenments(S1(4)));
L {1,2,3 4
[ C’est un ensemble de diviseurs de 24.
{> sort (map(g->ord(4,q),[op(elements(S1(4)))]));

[1,22222222233333333444444
L [ Iy aen fait 9 éléments d'ordre 2, 8 d’ordre 3 et 6 d’ordre 4

Question 8
( Numérotant les sommets a partir du sommet en haut a gauche, dans le sens des aigui



L montre, ona: L [ Ainsi D4=<a,b>, ou a et b sont d’ordre 2 et (ab)*2=(ba)"2, ces relations définissant
r>RL:=[[1,2,3,4]]: R:=multperm(RL, Rl): R3:=nultpernm R2, Rl): complétement le groupe.
H=[[1,4],[2,3]]: V:=[[1,2],[4,3]]: Deltal:=[[1,3]]:
Del ta2: =[[2, 4]]: B Question 10
[> D4: =per nmgroup(4, {R1, V, H, Del tal, Del ta2}): . .
> el enent s(D4); [ > with(Li near Al gebra):

( > ar=Matrix([[0,1],[-1,0]]); b::g/atrlix([[o,ll,[l,on):
([1 2, [3 41, 11 4, [2 31} [1.[[1 31, [2 41,01, 3, [2 411, [1,4 3 2], [1,.2 3 4] a;:g E
[ gfni?iﬂf elﬁf t?| frllémegrtgu;geé_cédents : ces éléments engendrent un groupe d'ordre 8, do . EOl IOE
B Question 9 (> ar2; br2; ci=a.b; b°

r > map( G >grouporder (G, { per ngroup(4, {RL, H}), per ngr oup(4, {R1, V})
, perngroup(4, {R1, Del tal}), perngroup(4,{RL, Delta2})});
{8
[ Ces couples d’éléments engendrent tous un groupe d'ordre 8, donc D4 tout entier. 1.0
> for gin {HV Deltal, Delta2} do
eval b(mul t pern(g, RL) =nul t per n(i nvpernm(R1),g)); od;

true E'D 0 %
c:=
true | 1
true [ Donc H={+/- |,+/- a, +/- b, +/- c}. En choisissant de numéroter dans l'ordre 1,a,b,c,-l,-a,-

on obtient comme permutations correspondant & a et b respectivement :

L true - o an :
[ Dans chaque cas, on a D4=<a,b>, avec a d’ordre 4, b d’ordre 2 et ba=a”3b, ces relatic > ﬁi ;ggmg: g { g 2 g ; ? Lll ? g% ' g: 2} ggg !

suffisant & écrire la table du groupe.
[ On avait d'autres possibilités (R3 est également d’ordre 4) : g:=[[1,25¢4, B, 47 8]

[ > map(G >grouporder (G, { per mgroup(4, {R3, H} ), per ngroup(4, {R3, V}) L h:=[[1,35 7, 8 6, 4]
, perngroup(4, {R3, Del tal}), perngroup(4,{R3,Delta2})}); [ Comme H=<a,b>, on définit :
L {8 [ > H =perngroup(8, {g, h}):
[ Recherchons toutes les possibilités : > grouporder (H);
> L:=elements(D4): res:={}: for ainL do for binL doif 8
groupor der (perngroup(4,{a, b}))=8 then res:=res union {{a, b}}; [ On trouve 8 éléments, donc H est bien un groupe.
fi; od; od; res; > nmultpermh,g); multpern(g,invpern(h));
{1 4, [2 30, 11 3}, {[[L 4. [2 31, [2 41 {l[1. 2, [3 4], [1 3T},
{[[L 2, B 41, [2 4}, {l[1. 2, 3 41, [1. 4 3 41}, {[1 2. B 41, [1. 2 3 41}, (1,854, 276 3]
{l[1, 3], 11,2 3 4}, {2 4] [1, 2 3 41} {[%. 4, 2 3], [1. 2. 3 41}, " Donc hg=gh, reat on 85 4 B e
] (1L 4, 2 31, [1 4 3 2}, {[2 4] [L 4 3 41} {1 3], [1 4 3 21} >08’(‘:( g )g ’ relation que I'on aurait pu vérifier également matriciellemen
[ Il'y a donc 12 couples de générateurs engendrant D4. On peut engendrer D4 avec det I 0
éléments d’ordre 2 :
r>a=[[1, 2], [3, 4]]: b:=[[1, 3]]: c:=nultpern(a,b); EO —IE

d:=nul tpern(b, a); nultpern(c,a); nultpern(d,b); -
| ' [
mul t pern(c, ¢) ; B Question 11

=[[1, 4, 3,
3-:{{1233} [>a:=[[1,23,4],[56,7,8]: b:=[[1,5,3,7],[28,4,6]]:
: [[2, 4,]]: {> groupor der ( per ngroup(8, {a, b}));
: 8

([ 4, 2, 3] > nmul tperm(a,a); multpern(b,b); multpern(a,b);
L [[1, 3, [2 4] ( mul t per n(i nvperm(b), a);



([1 3. [2 4] [5 7] [6, 8]
([1 3, 2 4] [5 7] [6 8]
[[1,6,3 8, 25 4 7]
[[1,6,3 8, 25 4 7]
[ Les relations caractérisant H sont vérifiées, donc <a,b> est isomorphe a H.

[ Connaissant la classification des groupes de cardinal 8, on aurait pu conclure comme
[ > isabelian(pernmgroup(8,{a,b}));
L false
[ E effet a et b ne commutent pas. Donc il sagit de D4 ou H
{> map(g->ord(8,g),[op(el enents(perngroup(8,{a,b})))]);
[4,444412%
L [ On dénombre 6 éléments d’'ordre 4 : il s'agit donc de H.

B Question 12

[ La procédure suivante teste si deux élements a et b d’ordre 4 engendrent un sous-gro
isomorphe a H :

> test:=proc(a,b):
i f nmultperma, a)=multpern(b, b) and
mul t perm(a, b) =nul t per (i nvpern(b),a) then return(true) else
return(false); fi;
end:

L> test(a,b);
5
{
K

true
n détermine la liste des elements d’'ordre 4 dans S7 :
G =el ements(S1(7)): L:={}:
for gin Gdo if ord(7 g)=4 then L:=L union {g};fi; od:
> nops(L);
840

>for ainlL do for binL doif test(a,b) then print(a,b);
break; fi; od;od,
IIn'y en n'a pas !




