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HOMOTOPIE EXPLICITE EN (CO)HOMOLOGIE DE HOCHSCHILD

Gilles HALBOUT

Résumé — Soient £ le corps C ou R, M l'espace k™ et A l'algebre des polynomes
sur k. Nous donnons une formule d’homotopie explicite entre le complexe de chaines
de Hochschild de A, (C.(A),b) et le complexe de de Rham de M, (Q'(M),0). Cette
formule se généralise quand M est un ouvert contractile sur une variété complexe
et A est I'espace des fonctions holomorphes sur M. On trouve ensuite une formule
d’homotopie en cohomologie pour I'algebre des fonctions régulieres sur M, différente
de celle donnée dans [2]. Enfin, nous montrons comment on peut utiliser cette
formule pour construire une homotopie pour I’homologie cyclique.

EXPLICIT HOMOTOPY FORMULA
FOR HOCHSCHILD (CO)HOMOLOGY

Abstract — Let k be the field C or R, let M be the space k™ and let A be the algebra
of polynomials over M. We produce a general explicit homotopy formula between
the complex of Hochschild chains of A, (C.(A),b) and the de Rham complex of M,
(Q(M),0). This formula can be generalized when M is a contractible open set in
a complex manifold and A is the space of holomorphic functions over M. Then
we find a new homotopy formula for the Hochschild cohomology of the algebra of
smooth fonctions over M different from the one given in [2]. Finally, we show how
this formula can be used to construct a homotopy for the cyclic homology.

Abridged English Version

Let A be a commutative regular affine algebra with unit and M be a A-bimodule.
The Hochschild homology of A with coefficients in M, which we will denote by
H (A, M), is by definition Tor®" (M, A) with A¢ = A ® A°? where A% is A en-
dowed with the opposite multiplication. The Hochschild-Kostant-Rosenberg theo-
rem (cf. [4]) says that the natural application Hy = Hy(A, A) — H.(A, A) between
Hochschild homology groups induces an isomorphism of A-algebras :

N4(Hy) — H.(A, A)

where A’y (H;) is the exterior A-algebra over H;. The group H; (A, A) is isomorphic
to the A-module of Kéhler differentials.

In other words, the complexes (C.(A4),b) and (A (H1(4, A)), 0) are quasi-isomor-

phic, where Cj(A) = A®(A/k)®" and b is the Hochschild boundary. It is then natural
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to look for maps I : Ay (Hi(A, A)) = C.(A), J : C.(A) = Ay(H1(A,A)) and s :
C.(A) — C.41(A) such that I and J are morphisms of complexes satisfying

IToJ=Id4+bos+soband JolI =1d.
When A = k[z4,...,z,], we can define J and T by
J(Po,Pl,...,P[) :Podpl/\"'/\dljl and I(Pd:c“/\/\dac”) = P®£Ci1/\"'/\l’il.

To construct the homotopy s we use a “coproduct” A : A — A ® A, which can
be generalized to maps A! : A®' — A ® A. The properties of these operators are
quite remarkable.

The coproduct A is defined using the Borel-Laplace transform (cf. [6]). This
allows to extend the homotopy formula to the algebra of holomorphic functions
over a contractible open set on a complex manifold.

By duality we find also a homotopy formula for the Hochschild cochains different
from the one given in [2].

1. Résultat principal

Soit A l'algebre de polynémes k[zq,...,z,]. Introduisons la notation B! pour
I’ensemble des applications de [1,...,u] dans [1,...,v]. Pour tout élément o dans
B% et i dans [1,...,u], Pexpression o-i désigne I'image de i par Iapplication o.

Si ¥ est une partie finie de N, on note P(X) I'ensemble des permutations de X.
Les applications I : Q, — C.(A), Pdx;, A+---Adx;, — PRz A+ Axy, et
J:C(A) - Qy, hb®P,®--+® P, + PydP; A--- A dP, sont des morphismes
entre les complexes (C.(4),b) et (2,,0) (C;(A) = A® (A/E)®", b est le bord
de Hochschild, et Q4 est Pespace des formes différentielles sur Vect(zq,...,z,) a
coefficients polynomiaux). Ces applications vérifient : J o I = Id. D’apres [4], il est
naturel de chercher une application s : C.(A) — C.;{(A) vérifiant :

IToJ=Id+bos+sob.

Pour cela nous construisons un “coproduit” A :

Définition 1.1. A : A - AR® A, est définie, pour P homogéne de degré m, par :
1 1 a'p 1
P m+11®P+' et (m+1)-—(m—I+1) EZB" To.1 '»@;-l@m‘i“ . ‘+m—+1p®1.
o

Nous définissons par récurrence des applications Al pour [ > 1 ainsi :

Définition 1.2. Soit A : A® A — A® A définie par : A(P,Q) = (P ®1)-A(Q).
On définit A' : A®' — A®2 pour Py, ..., P, dans A par :

AY(Py,...,P) =IA[1® T PYAT (P, ..., Py



ot t est une variable supplémentaire introduite pour la commodité des calculs (on
passe de A a k[t,zq,...,xy,]) et ot la notation |- ® '](0 1) signifie que l’on a spécialisé
t en 0 dans le premier facteur du produit tensoriel et en 1 dans le second.

Soit s : A®*1 — A®+2 définie pour Py, ..., P, dans A par s(Py® -+ ® P)) =
i . _ ,
=5 (_1)l_J(P0®. QP ®1) Y AJ(8P17J+1 G2 & )®l’g-1/\"'/\xa-j,
7=1

O'EBn 8330'.1 ’ ’ 8330'-]'
J

AJ étant 'image de A7 par I'injection : A® A — A®7+2 (a®d') — a®1®2(-) R4’
Nous avons alors le résultat souhaité :

Théoreme 1.3. Soit A l'algébre des polynomes. L’application s est une homotopie
entre les complexes de Hochschild et de de Rham de A, c’est-a-dire :

IToJ=1Id4+bos+sob.

La démonstration de ce théoreme repose essentiellement sur 1’étude des pro-
priétés des opérateurs Al.

2. Propriétés de opérateur A

Les preuves des résultats contenus dans cette partie se font directement et sont
la plupart du temps des conséquences de 'identité d’Euler pour les polynomes.

Proposition 2.1. Soit m® la multiplication (commutative et associative) : AQ A —
A que l'on étend (grace a l’associativité) en une application, toujours notée m° :
A®' — A (1 € N). Pour toutl dans N, lapplication m®o Al : A®' — A vérifie alors
la propriété suivante :

m°o Al = me.

Nous pouvons ensuite énoncer des généralisations de I'identité d’Euler pour les
polynémes homogenes. Nous poserons, pour 1 < i < n, f; = (1@ z;) — (z; ® 1)
(élément de A® A).

Théoreme 2.2. Pour tout P dans A, nous avons :

> A
i=1

Pour tout r >1 dans N, Py,...,P. dans A et 1 <i<r :

=19 P-P®1.

oP
31’2'

- " 0PT r— r—

Zf,—(Pl,...,a—):A YPi,..,P,_1P) — (P @ 1)A""Y(Py, ..., P,_1)
=1 r Iy

. " 8P1 r—1 r—1

Zf,T(Pl,...— ,P)=A""Y...P_P, .. .P)—A""Y(...PP,4,....P)

T 9P
ZflT(—ll,Pz, wP)=(1®P)A"YP,,....P,) — A" (P, Ps,..., P,).



Enfin, pour tous Py, ..., P. dans A (r > 0), nous avons :
’UOAT(Pl,...,Pr) = AT(PT,...,Pl),

ot vst la volte : AQA—ARA PRQ— QR P.

Ces identités permettent alors de prouver que pour tous Py, -, P, dans A, (sob+
bOS)(Po,...,Pr) = JOI(PO®®Pr)_(PO®®Pr)+(POPr®®Pr—1®1),
ce qui prouve le théoréme 1.3. car nous travaillons sur A/k.

3. Généralisations

Nous pouvons étendre le résultat du théoreme 1.3. a des espaces de fonctions plus
grands : fractions rationnelles, séries entieres, fonctions holomorphes sur une variété
complexe. Pour cela nous allons exprimer A de maniere plus intrinseque. Soit U un
ouvert de C" contenant 0 et notons A ’algebre O(U) des fonctions holomorphes
sur U. Notons Int I'application

1
Int : A— A, Pr—>/ P(tz) dt.
0

Considérons B, la transformée de Borel (cf. [6]). Cette application envoie l’ensem-
ble des fonctions holomorphes au voisinage de 0 telles que f(z) = O(z) a lorigine
sur l’ensemble des fonctions holomorphes sur C qui sont de croissance au plus
exponentielle a Uinfini. Pour P dans Clzy,...,z,] et a1,...,a, dans C, notons
P.,. .a, le polynéme P,, . (2) = z-P(z-a1,...,2-ay,). Définissons ® sur A par

®(P)(a,...,an) = B(Pa,,...a,)(1).

Notons enfin Ag : O(U) — O(U)®,0(U), ot ®, désigne le produit tensoriel pro-
jectif complété (cf. [3]), Uapplication définie par

Ao(f)(w,v) = f(u+v).
Nous pouvons alors prolonger A : A — AR, A (on A= O(U)) par :
A(f) = (27 @ @71 Ao (2 (Int(f))).

Les propriétés des parties précédentes sont conservées par continuité des applica-
tions ®, Ag et ®~1. Nous avons ainsi une généralisation de théoréme 1.3. :

Théoréme 3.1. Soit A l’algebre des fonctions holomorphes au voisinage de 0. Soit
s Uapplication construite en utilisant la nouvelle définition de A dans les formules
de la premiére partie ; cette application s : A" — A®™1 prolonge 'application
définie sur les polynomes et est une homotopie entre le complexe de Hochschild et
le complexe de de Rham.



Remarque 3.2. On peut étendre le Théoréme 3.1. a des algébres de fonctions plus
grandes ou la transformée de Borel est encore définie : par exemple, au cas ou A
est l'algébre des fonctions définies sur des disques de Borel (disques ouverts dont le
bord contient 0), ou aussi l’algébre des fonctions asymptote Gevrey.

En considérant le dual linéaire des applications définies dans la premiere par-
tie, nous pouvons construire une formule d’homotopie pour la cohomologie de
Hochschild sur une variété M. Nous retrouverons ainsi que la cohomologie de
Hochschild peut étre canoniquement identifiée aux multidérivations antisymétriques
(cf. [1]). La formule que nous trouvons est différente de celle donnée par Lecomte
et De Wilde ([2]) mais elle pourra étre utilisée de la méme maniére pour la théorie
des déformations. Nous nous restreindrons aux cochaines locales, c’est-a-dire aux
opérateurs multidifférentiels. Ceci est justifié par le fait que I'inclusion de ce dernier
complexe dans le complexe de Hochschild total induit un isomorphisme en coho-
mologie. Nous pouvons aussi réduire notre étude au cas ou M est un ouvert con-
tractile : si ’on choisit une partition de I'unité ¢, et si sy est une homotopie sur U,
I'application s = ) ;; sy sera une homotopie sur M. Dans ce cas, nous pouvons
supposer que M = R" et restreindre A = C°°(M) aux fonctions & support com-
pact. Notons C™ (A, A) I'espace des m—cochaines & valeurs dans A. Ces cochaines
s’écrivent sous la forme :

D(fl,---afm): Z cozl,...,oszalfl"'Damfm

(@14 ym )E(N™)™

est dans C®° (M) et, si @ = (al,...,a™) est dans N" et si D; est la
dérivée partielle par rapport a la coordonnée z;, D¢ = D‘fl- . -Dg". Nous notons
|a| :a1+...+an.

ou Caqy,...,a

m

Définition 3.3. Si D est une cochaine locale de C™ (A, A), nous adoptons toujours
la notation D = Zal,...,am Car,oyoyy DYt - -D¥m
e Pourl > 1, nous définissons ¢;; : C™(A,A) = C™(A, A) par :

1
(D)= D...D%m,
qzv]( ) calv-"yam Z _|_ |O[]|

e On définit, pour 1 <i<m, A; : C™(A, A) — C™ (A, A) par :
AiD(fla .. ',fm-l—l) = D(fla .. ',fifi-l—la .. ',fm-l—l)'
o Enfin, sim > 2, on définit, pourm—1 > 1> 1, la cochaine DY) dans C™*!(A, A)
par :
D(l) =q1,m-10° A'm—2 ©---0 Am—l o Ql,m—l(D)-
Théoréme 3.4. L’application § : C™ (A A) — C™(A, A), 3(D)(f1,---, fm) =

(—1)7 ) O fm—jt1 3 fm

) ’ yLro-1y yLro-g
31’0.1 0 o-j

i DY (fy,...,
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est une homotopie entre les complexes de Hochschild et de de Rham. Sur l’espace
des polynomes sur M [’application § est donnée par la formule suivante :

$(D)(f1y - fm) = (=1)"m 0 (IdA@D)s(1® f1 @ -+ ® fm).

Enfin, en utilisant les techniques des rétractions par déformation (cf. [5]), nous
obtenons de nouvelles formules d’homotopie entre ’homologie (ou la cohomologie)
cyclique périodique et celle de de Rham. Ceci repose sur la proposition suivante :

Proposition 3.5. La RD ((C.(A),b), (Q24,0),1,J,s) est spéciale.
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