
Alg�ebre homologique / Homologi
al AlgebraHOMOTOPIE EXPLICITE EN (CO)HOMOLOGIE DE HOCHSCHILDGilles HALBOUTR�esum�e { Soient k le 
orps C ou R, M l'espa
e kn et A l'alg�ebre des polynômessur k. Nous donnons une formule d'homotopie expli
ite entre le 
omplexe de 
hâ�nesde Ho
hs
hild de A, (C�(A); b) et le 
omplexe de de Rham de M , (
�(M); 0). Cetteformule se g�en�eralise quand M est un ouvert 
ontra
tile sur une vari�et�e 
omplexeet A est l'espa
e des fon
tions holomorphes sur M . On trouve ensuite une formuled'homotopie en 
ohomologie pour l'alg�ebre des fon
tions r�eguli�eres surM , di��erentede 
elle donn�ee dans [2℄. En�n, nous montrons 
omment on peut utiliser 
etteformule pour 
onstruire une homotopie pour l'homologie 
y
lique.EXPLICIT HOMOTOPY FORMULAFOR HOCHSCHILD (CO)HOMOLOGYAbstra
t { Let k be the �eld C or R, letM be the spa
e kn and let A be the algebraof polynomials over M . We produ
e a general expli
it homotopy formula betweenthe 
omplex of Ho
hs
hild 
hains of A, (C�(A); b) and the de Rham 
omplex of M ,(
�(M); 0). This formula 
an be generalized when M is a 
ontra
tible open set ina 
omplex manifold and A is the spa
e of holomorphi
 fun
tions over M . Thenwe �nd a new homotopy formula for the Ho
hs
hild 
ohomology of the algebra ofsmooth fon
tions over M di�erent from the one given in [2℄. Finally, we show howthis formula 
an be used to 
onstru
t a homotopy for the 
y
li
 homology.||||||||||||||||||||||||Abridged English VersionLet A be a 
ommutative regular aÆne algebra with unit andM be a A-bimodule.The Ho
hs
hild homology of A with 
oeÆ
ients in M, whi
h we will denote byH:(A;M), is by de�nition TorAe(M; A) with Ae = A 
 Aop where Aop is A en-dowed with the opposite multipli
ation. The Ho
hs
hild-Kostant-Rosenberg theo-rem (
f. [4℄) says that the natural appli
ation H1 = H1(A;A)! H�(A;A) betweenHo
hs
hild homology groups indu
es an isomorphism of A-algebras :^�A(H1)! H�(A;A)where ^�A(H1) is the exterior A-algebra over H1. The group H1(A;A) is isomorphi
to the A-module of K�ahler di�erentials.In other words, the 
omplexes ( �C�(A); b) and (^�A(H1(A;A)); 0) are quasi-isomor-phi
, where �Cl(A) = A
(A=k)
l and b is the Ho
hs
hild boundary. It is then natural1



2to look for maps I : ^�A(H1(A;A)) ! �C�(A), J : �C�(A) ! ^�A(H1(A;A)) and s :�C�(A)! �C�+1(A) su
h that I and J are morphisms of 
omplexes satisfyingI Æ J = Id+b Æ s+ s Æ b and J Æ I = Id :When A = k[x1; : : : ; xn℄, we 
an de�ne J and I byJ(P0; P1; : : : ; Pl) = P0 dP1^� � �^dPl and I(P dxi1^� � �^d xil) = P
xi1^� � �^xil :To 
onstru
t the homotopy s we use a \
oprodu
t" � : A ! A 
 A, whi
h 
anbe generalized to maps �l : A
l ! A
 A. The properties of these operators arequite remarkable.The 
oprodu
t � is de�ned using the Borel-Lapla
e transform (
f. [6℄). Thisallows to extend the homotopy formula to the algebra of holomorphi
 fun
tionsover a 
ontra
tible open set on a 
omplex manifold.By duality we �nd also a homotopy formula for the Ho
hs
hild 
o
hains di�erentfrom the one given in [2℄.||||||||||||||||||||||1. R�esultat prin
ipalSoit A l'alg�ebre de polynômes k[x1; : : : ; xn℄. Introduisons la notation Bvu pourl'ensemble des appli
ations de [1; : : : ; u℄ dans [1; : : : ; v℄. Pour tout �el�ement � dansBbu et i dans [1; : : : ; u℄, l'expression ��i d�esigne l'image de i par l'appli
ation �.Si � est une partie �nie de N , on note P (�) l'ensemble des permutations de �.Les appli
ations I : 
�A ! �C�(A), P dxi1 ^ � � � ^ dxil 7! P 
 xi1 ^ � � � ^ xil etJ : �C�(A) ! 
�A, P0 
 P1 
 � � � 
 Pl 7! P0 dP1 ^ � � � ^ dPl sont des morphismesentre les 
omplexes ( �C�(A); b) et (
�A; 0) ( �Cl(A) = A 
 (A=k)
l, b est le bordde Ho
hs
hild, et 
�A est l'espa
e des formes di��erentielles sur Ve
t(x1; : : : ; xn) �a
oeÆ
ients polynomiaux). Ces appli
ations v�eri�ent : J Æ I = Id. D'apr�es [4℄, il estnaturel de 
her
her une appli
ation s : �C�(A)! �C�+1(A) v�eri�ant :I Æ J = Id+b Æ s+ s Æ b:Pour 
ela nous 
onstruisons un \
oproduit" � :D�e�nition 1.1. � : A! A
 A, est d�e�nie, pour P homog�ene de degr�e m, par :P 7! 1m+11
P+� � �+ 1(m+1)���(m�l+1) P�2Bnl x��1� � �x��l
 �lP�x��1����x��l +� � �+ 1m+1P
1:Nous d�e�nissons par r�e
urren
e des appli
ations �l pour l � 1 ainsi :D�e�nition 1.2. Soit ~� : A
A! A
A d�e�nie par : ~�(P;Q) = (P 
 1)��(Q):On d�e�nit �l : A
l ! A
2 pour P1; : : : ; Pl dans A par :�l(P1; : : : ; Pl) = l ~�[(1
 tl�1P1)�l�1(P2; : : : ; Pl)℄(0;1)



3o�u t est une variable suppl�ementaire introduite pour la 
ommodit�e des 
al
uls (onpasse de A �a k[t; x1; : : : ; xn℄) et o�u la notation [� 
 �℄(0;1) signi�e que l'on a sp�e
ialis�et en 0 dans le premier fa
teur du produit tensoriel et en 1 dans le se
ond.Soit s : A
l+1 ! A
l+2 d�e�nie pour P0; : : : ; Pl dans A par s(P0 
 � � � 
 Pl) == lPj=1 (�1)l�j(P0
� � �
Pl�j 
1) P�2Bnj ��j(�Pl�j+1�x�:1 ; � � �; �Pl�x��j )
x��1^ � � �^x��j ;��j �etant l'image de �j par l'inje
tion : A
A! A
l�j+2, (a
a0) 7! a
1
(l�j)
a0.Nous avons alors le r�esultat souhait�e :Th�eor�eme 1.3. Soit A l'alg�ebre des polynômes. L'appli
ation s est une homotopieentre les 
omplexes de Ho
hs
hild et de de Rham de A, 
'est-�a-dire :I Æ J = Id+b Æ s+ s Æ b:La d�emonstration de 
e th�eor�eme repose essentiellement sur l'�etude des pro-pri�et�es des op�erateurs �l.2. Propri�et�es de l'op�erateur �Les preuves des r�esultats 
ontenus dans 
ette partie se font dire
tement et sontla plupart du temps des 
ons�equen
es de l'identit�e d'Euler pour les polynômes.Proposition 2.1. Soitmo la multipli
ation (
ommutative et asso
iative) : A
A!A que l'on �etend (grâ
e �a l'asso
iativit�e) en une appli
ation, toujours not�ee mo :A
l ! A (l 2 N). Pour tout l dans N, l'appli
ation mo Æ�l : A
l ! A v�eri�e alorsla propri�et�e suivante : mo Æ�l = mo:Nous pouvons ensuite �enon
er des g�en�eralisations de l'identit�e d'Euler pour lespolynômes homog�enes. Nous poserons, pour 1 � i � n, fi = (1 
 xi) � (xi 
 1)(�el�ement de A
A).Th�eor�eme 2.2. Pour tout P dans A, nous avons :nXi=1 fi� �P�xi = 1
 P � P 
 1:Pour tout r > 1 dans N, P1; : : : ; Pr dans A et 1 < i < r :nXl=1 fl�rr (P1; : : :; �Pr�xl ) = �r�1(P1; : : :; Pr�1Pr)� (Pr 
 1)�r�1(P1; : : :; Pr�1)nXl=1 fl�rr (P1; : : :�Pi�xl ; : : :; Pr) = �r�1(: : :Pi�1Pi; : : :; Pr)��r�1(: : :PiPi+1; : : :; Pr)nXl=1 fl�rr (�P1�xl ; P2; : : :; Pr) = (1
 P1)�r�1(P2; : : :; Pr)��r�1(P1P2; : : :; Pr):



4En�n, pour tous P1; : : : ; Pr dans A (r � 0), nous avons :v Æ�r(P1; : : : ; Pr) = �r(Pr; : : : ; P1);o�u vst la volte : A
 A! A
 A, P 
Q 7! Q
 P .Ces identit�es permettent alors de prouver que pour tous P0; �; Pr dans A, (sÆ b+b Æ s)(P0; : : : ; Pr) = J Æ I(P0
 � � �
Pr)� (P0
 � � �
Pr)+ (P0�Pr
 � � �
Pr�1
 1);
e qui prouve le th�eor�eme 1.3. 
ar nous travaillons sur A=k.3. G�en�eralisationsNous pouvons �etendre le r�esultat du th�eor�eme 1.3. �a des espa
es de fon
tions plusgrands : fra
tions rationnelles, s�eries enti�eres, fon
tions holomorphes sur une vari�et�e
omplexe. Pour 
ela nous allons exprimer � de mani�ere plus intrins�eque. Soit U unouvert de C n 
ontenant 0 et notons A l'alg�ebre O(U) des fon
tions holomorphessur U . Notons Int l'appli
ationInt : A! A; P 7! Z 10 P (tx) d t:Consid�erons B, la transform�ee de Borel (
f. [6℄). Cette appli
ation envoie l'ensem-ble des fon
tions holomorphes au voisinage de 0 telles que f(z) = O(z) �a l'originesur l'ensemble des fon
tions holomorphes sur C qui sont de 
roissan
e au plusexponentielle �a l'in�ni. Pour P dans C [x1 ; : : : ; xn℄ et a1; : : : ; an dans C , notons�Pa1;:::;an le polynôme �Pa1;:::;an(z) = z�P (z�a1; : : : ; z�an). D�e�nissons � sur A par�(P )(a1; : : : ; an) = B( �Pa1;:::;an)(1):Notons en�n �0 : O(U)! O(U)
̂�O(U), o�u 
̂� d�esigne le produit tensoriel pro-je
tif 
ompl�et�e (
f. [3℄), l'appli
ation d�e�nie par�0(f)(u; v) = f(u+ v):Nous pouvons alors prolonger � : A! A
̂�A (o�u A = O(U)) par :�(f) = (��1 
 ��1)�0(�(Int(f))):Les propri�et�es des parties pr�e
�edentes sont 
onserv�ees par 
ontinuit�e des appli
a-tions �, �0 et ��1. Nous avons ainsi une g�en�eralisation de th�eor�eme 1.3. :Th�eor�eme 3.1. Soit A l'alg�ebre des fon
tions holomorphes au voisinage de 0. Soits l'appli
ation 
onstruite en utilisant la nouvelle d�e�nition de � dans les formulesde la premi�ere partie ; 
ette appli
ation s : A
̂r ! A
̂r+1 prolonge l'appli
ationd�e�nie sur les polynômes et est une homotopie entre le 
omplexe de Ho
hs
hild etle 
omplexe de de Rham.



5Remarque 3.2. On peut �etendre le Th�eor�eme 3.1. �a des alg�ebres de fon
tions plusgrandes o�u la transform�ee de Borel est en
ore d�e�nie : par exemple, au 
as o�u Aest l'alg�ebre des fon
tions d�e�nies sur des disques de Borel (disques ouverts dont lebord 
ontient 0), ou aussi l'alg�ebre des fon
tions asymptote Gevrey.En 
onsid�erant le dual lin�eaire des appli
ations d�e�nies dans la premi�ere par-tie, nous pouvons 
onstruire une formule d'homotopie pour la 
ohomologie deHo
hs
hild sur une vari�et�e M . Nous retrouverons ainsi que la 
ohomologie deHo
hs
hild peut être 
anoniquement identi��ee aux multid�erivations antisym�etriques(
f. [1℄). La formule que nous trouvons est di��erente de 
elle donn�ee par Le
omteet De Wilde ([2℄) mais elle pourra être utilis�ee de la même mani�ere pour la th�eoriedes d�eformations. Nous nous restreindrons aux 
o
hâ�nes lo
ales, 
'est-�a-dire auxop�erateurs multidi��erentiels. Ce
i est justi��e par le fait que l'in
lusion de 
e dernier
omplexe dans le 
omplexe de Ho
hs
hild total induit un isomorphisme en 
oho-mologie. Nous pouvons aussi r�eduire notre �etude au 
as o�u M est un ouvert 
on-tra
tile : si l'on 
hoisit une partition de l'unit�e 'U , et si sU est une homotopie sur U ,l'appli
ation s =PU 'UsU sera une homotopie sur M . Dans 
e 
as, nous pouvonssupposer que M = Rn et restreindre A = C1(M) aux fon
tions �a support 
om-pa
t. Notons Cm(A;A) l'espa
e des m�
o
hâ�nes �a valeurs dans A. Ces 
o
hâ�ness'�e
rivent sous la forme :D(f1; : : : ; fm) = X(�1;:::;�m)2(Nn)m 
�1;:::;�mD�1f1� � �D�mfmo�u 
�1;:::;�m est dans C1(M) et, si � = (a1; : : : ; an) est dans Nn et si Di est lad�eriv�ee partielle par rapport �a la 
oordonn�ee xi, D� = Da11 � � �Dann . Nous notonsj�j = a1 + � � �+ an.D�e�nition 3.3. Si D est une 
o
hâ�ne lo
ale de Cm(A;A), nous adoptons toujoursla notation D =P�1;:::;�m 
�1;:::;�mD�1 � � �D�m .� Pour l � 1, nous d�e�nissons qi;j : Cm(A;A)! Cm(A;A) par :qi;j(D) =X 
�1;:::;�m 1i+ j�jjD�1 � � �D�m :� On d�e�nit, pour 1 � i � m, �i : Cm(A;A)! Cm+1(A;A) par :�iD(f1; : : : ; fm+1) = D(f1; : : : ; fifi+1; : : : ; fm+1):� En�n, sim � 2, on d�e�nit, pour m�1 � l � 1, la 
o
hâ�ne D(l) dans Cm+l(A;A)par : D(l) = q1;m�1 Æ�m�2 Æ � � � Æ�m�l Æ ql;m�l(D):Th�eor�eme 3.4. L'appli
ation ~s : Cm+1(A;A)! Cm(A;A), ~s(D)(f1; : : : ; fm) =mXj=1 X�2Bnj�2P (�([1;:::;n℄)) (�1)j+`(�)j! D(j)(f1; : : : ; �fm�j+1�x��1 ; : : : ; �fm�x��j ; x���1; : : : ; x���j)



6est une homotopie entre les 
omplexes de Ho
hs
hild et de de Rham. Sur l'espa
edes polynômes sur M l'appli
ation ~s est donn�ee par la formule suivante :~s(D)(f1; : : : ; fm) = (�1)mmo Æ (Id
D)s(1
 f1 
 � � � 
 fm):En�n, en utilisant les te
hniques des r�etra
tions par d�eformation (
f. [5℄), nousobtenons de nouvelles formules d'homotopie entre l'homologie (ou la 
ohomologie)
y
lique p�eriodique et 
elle de de Rham. Ce
i repose sur la proposition suivante :Proposition 3.5. La RD ((C�(A); b); (
�A; 0); I; J; s) est sp�e
iale.
R�ef�eren
es bibliographiques[1℄ A. Connes, 1985. G�eom�etrie non 
ommutative, Publ. Math. IHES, 62, p. 41-144.[2℄ P. Le
omte, M. De Wilde, 1995. An homotopy formula for the Ho
hs
hild
ohomology, Compositio Math., 96 no.1, p. 99-109.[3℄ A. Grothendie
k, 1955. Produits tensoriels topologiques,Memoirs Am. Math.So
., 16, 140 pp.[4℄ G. Ho
hs
hild, B. Kostant et A. Rosenberg, 1962. Di�erential forms onregular aÆne algebras, Trans. Amer. Math. So
., 102, p. 383-408.[5℄ C. Kassel, 1990. Homologie 
y
lique, 
ara
t�ere de Chern et lemme de pertur-bation, Angew. Math., 408, p. 159{180.[6℄ J. Martinet et J.P. Ramis, 1990. Th�eorie de Galois di��erentielle et resom-mation - Computer algebra and di�erential equations, Comput. Math. Appl., p.117-214.Gilles HalboutUniversit�e Louis PasteurU. F. R. de math�ematiques7, rue Ren�e Des
artes67084 STRASBOURGe-mail : halbout�math.u-strasbg.frtel : 03 88 41 66 59 fax : 03 88 61 90 69


