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Résumé

Soit X une variété de Poisson et C' une sous-variété coisotrope par rap-
port au crochet de Poisson. Soient 4 = C>*(XK) et Z I'idéal des fonctions
nulles sur C. Dans ce travail, nous construisons des star-produits x sur X qui
sont adaptés a C, i.e. pour lesquels Z[[h]] est un idéal & gauche de l'algebre
déformée (A[[h]],*). Nous obtenons ainsi une représentation de (A[[h]],*) sur
C®(CK)[[h]] =: B[[R]] = Al[h]]/Z[[R]], déformant la représentation naturelle
de A sur C*(C) pour la situation ‘locale’ X = R" et C' = R"~!. Ce résultat
se déduit d’une généralisation de la conjecture de formalité de Tamarkin ap-
pliquée aux cochaines adaptées a C' : nous démontrons d’abord un théoreme
a la Hochschild-Kostant-Rosenberg entre 1’espace gz des champs de multi-
vecteurs adaptés a C' et &7, un espace naturel d’opérateurs multidifférentiels
adaptés a C. Ensuite nous mettons en évidence l'existence d’une structure
G sur B7 et montrons enfin que les obstructions a ’existence d’une forma-
lité sont contrdlées par des groupes de cohomologie. Dans le cas ou X = R"
et C = R"!, [ > 2 nous montrons que ces obstructions sont nulles.
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Introduction

La théorie de quantification par déformation, congue en 1978 par Bayen, Flato, Frgnsdal, Lich-
nerowicz et Sternheimer [3], est maintenant treés bien établie, surtout depuis I'article de Kontsevich
[32] : pour décrire 'algebre des observables quantiques, on cherche & construire une déformation
formelle associative *, dite star-produit, de l'algebre A = C*>°(X,K) des fonctions de classe C* a
valeurs dans K = R ou K = C définie sur une variété de Poisson (X, P). On exige que le commuta-
teur d’ordre 1 dans le parametre de déformation h soit proportionnel au crochet de Poisson défini
par P. Plus précisément, un star-produit * est une multiplication associative K[[A]]-bilinéaire sur
le K[[h]]-module A[[h]] telle que pour tous f,g € A,

(i) fxg=fg+hCi(f,9) + X pso W Cr(f,9),

(i) Ci(f,9) — Culg, f) = P(df,dg),

(iii) Les (C;)r>1 sont des opérateurs bidifférentiels.
(iv) C.(f,1) =0=C.(1, f) quel que soit r > 1.

L’existence d’un star-produit s’était avérée tres difficile : pour les variétés symplectiques le
théoreme général a été montré par DeWilde et Lecomte en 1983 [19] et pour les variétés de Poisson
par Kontsevich [32]. La classification a équivalence pres a été faite par Deligne, Nest-Tsygan et
Bertelsson-Cahen-Gutt pour le cas symplectique et par Kontsevich [32] pour le cas général.

Une des racines historiques de la quantification par déformation était sans doute le calcul
symbolique des opérateurs différentiels sur une variété différentielle ) auquel correspond le fibré
cotangent T*@Q comme variété symplectique. Dans ce contexte, 1’algebre déformée C>°(T*QK)|[h]]
venait toujours avec un module a gauche, a savoir I'espace des fonctions C*°(QK)[[A]] sur lequel
elle agit comme opérateurs différentiels. En général, la question algébrique d’étudier les modules ou
les représentations p : A[[h]] ® M[[h]] — M][h]] d’une algebre déformée est tres intéressante et —en
toute généralité— toujours ouverte. Quelques cas particuliers ont été étudiés par Fedosov (modules
projectifs, voir [22]), M.Bordemann et S.Waldmann (définition de la construction de Gel’fand-
Naimark-Segal (GNS) dans le cadre de la quantification par déformation, voir [7]), H.Bursztyn
et S.Waldmann (étude de Morita, voir [8], [9], [10], [11], [12] et le review [47]). Pour une étude
générale des modules, des morphismes et la réduction des star-produits et quelques résultats dans
le cas symplectique, voir [4].

Une classe de représentations différentielles importante est donnée par 1’espace B = C*°(C,K)
pour une variété différentielle C' quelconque : on peut montrer qu'une condition nécessaire a ’exis-
tence d’'une représentation de (C*°(X,K)[[R]],*) sur B[[h]] en tant qu’opérateurs différentiels est la
donnée d’une application de classe C*° i : C — X, coisotrope par rapport a la structure de Poisson
P sur X : ceci veut dire que l'idéal annulateur T := Ker¢* est une sous-algebre de Poisson de A.
Les sous-variétés coisotropes d’une variété de Poisson ont la particularité d’étre toujours munies
d’un feuilletage (en général singulier), et I'espace des feuilles peut étre considéré comme variété
de Poisson (réduction symplectique). Nous étudions ici le probléme réciproque : la quantification
des sous-variétés coisotropes, ¢’est-a-dire la construction d’une structure de module & gauche B[[h]]
pour 'algebre déformée A[[h]]. Un star-produit x sera alors dit représentable sur une sous-variété
C de X lorsqu’il existe une représentation de l’algebre déformée sur B[[h]]. L’existence de tels
star-produits, une fois établie, nous procure d’un bon candidat pour [’algébre réduite, a savoir le
commutant ou I'espace de tous les homomorphismes de A[[h]]-modules B[[h]] — BJ[h]] (voir [4] pour
des détails). Ceci correspond également au “coisotropic creed’ prononcé par Jiang-Hua Lu [36] et
décrit en partie dans le cadre BRST dans [6]. Le probléme que nous regardons est aussi intimement
lié & celui de la quantification des morphismes de Poisson (voir [4] pour des détails).



Au lieu de fixer la variété de Poisson (X, P) et de chercher des sous-variétés coisotropes par
rapport a P, on peut fixer la sous-variété C' de X et chercher toutes les structures de Poisson P
telles que C est coisotrope par rapport a P. Dans ce cas, on parle des structures de Poisson adaptées
a la sous-variété C.

Dans le méme esprit, on dit qu’un star-produit x est adapté a une sous-variété C' de X lorsque
tous les opérateurs bidifférentiels C, son tels que C,(f,g) € Z quel que soit g € Z. Il s’en-
suit immédiatement que dans ce cas l'espace Z[[h]] est un idéal & gauche de 'algebre déformée,
et par conséquent B[[h]] = A[[h]]/Z[[h]] est un module & gauche pour A[[h], donc * est tou-
jours représentable. Réciproquement, on peut montrer (voir [4, Prop.3.2]) que tout star-produit
représentable est équivalent a un star-produit adapté.

Les deux dernieres définitions se généralisent facilement dans un cadre utilisé pour la formalité :

— Dans l'espace g := I'°(X,ATX) des champs de multivecteurs, on considere le sous-espace

g7 des champs de multivecteurs adaptés a la sous-variété C : € de rang k appartient a gz s’il
envoie —vu comme opérateur k-différentiel- tout choix de k éléments de Z dans 7.
— De la méme fagon, un opérateur k-différentiel dans &, (I’espace des opérateurs multi-différentiels
sur X) est dit adapté a C lorsqu’il envoie tout choix fi,..., fr—1,9 € A avec g € Z dans 7.
On note &7 le sous-espace de tous les opérateurs multidifférentiels adaptés a C.
Désormais X = R" et C' = R

Le premier résultat de ce travail est de montrer, dans le paragraphe 2, que g7 et &7 héritent
de toutes les structures algébriques de g et &, notamment le crochet de Schouten, le crochet
de Gerstenhaber, et la codifférentielle de Hochschild. De plus, nous démontrons un analogue du
théoreme de Hochschild, Kostant, Rosenberg : g7 est ’espace de cohomologie de &7, et nous
construisons une application HKR ¢! : g7 — &7 différente de P’application uselle & cause de
I’asymétrie dans la définition de &71.

Ensuite, nous démontrons I'existence d’un L,-morphisme différentiel entre g7 et &7 en suivant
le schéma de la preuve de Tamarkin ([46], [27]) qui a établi et utilisé les structures G pour traiter
la conjecture de Deligne [18]. Nous avons ajouté un appendice A pour expliciter, dans un cadre non-
opéradique, quelques détails et conventions de signe. Dans le paragraphe 3, nous démontrons que
toutes les étapes de ce schéma peuvent étre reproduites pour gz et &z et nous réduisons le travail
au calcul de la cohomologie du cocomplexe d’obstructions dans le paragraphe 4. Nous démontrons
que les obstructions s’annulent, et nous obtenons ainsi le résultat principal de cet article d’une
formalité G adaptée —qui a été annoncé sans preuve détaillée pendant I’Euroconférence PQR en
2003 a Bruxelles :

Théoréme 0.1 Soit X = R" et C = R" ! vue comme sous-variété de la maniére usuelle.
. 97 = H@I.
. Pourl > 2 : 1l existe un Go-morphisme entre gz et &7.

1
2
3. Pourl > 2 : 1l existe un Loo-morphisme entre g7 et &71.

4. Soit P une structure de Poisson adaptée a C. Alors il existe un star-produit x adapté sur X
tel que le commutateur d’ordre 1 en h est égal a P.

Les idées principales de cet article se sont déja trouvées dans notre prépublication [5]; ici on a
ajouté beaucoup de détails et notamment la preuve du théoreme 4.2.

Nous conjecturons que l'on a la fomalité également pour le cas [ = 1 : une indication forte est
le fait qu’il est toujours possible de représenter un star-produit, ce qui a été montré par Glofiner
(voir [29, Lemma 1], [4]) :

Théoréme 0.2 (GloBBner 1998) Si C' est une sous-variété coisotrope de codimension 1 dans X
et x un star-produit sur X. Alors on peut construire une star-représentation.



Ce résultat suit déja d’un calcul des obstructions récurrentes pour construire une représentation
ordre par ordre : ces obstructions se trouvent dans le groupe H H? (A, D(B,B )), qui se calcule (voir
le théoréme 2.3, énoncé 2) comme

HH(A,D(B, B)) =T (C, NTX/TC)).

En codimension 1 le deuxieme groupe de cohomologie de Hochschild s’annule.

Enfin, ce travail nous donne également un schéma pour décrire les obstructions a la formalité qui
peuvent apparaitre pour la situation globale d’une sous-variété C' dans une variété X quelconque :
dans ce cas-la, nous conjecturons que tous les énoncés du type HKR en paragraphe 2 ainsi que le
premier théoreme 4.1 pour réduire le cocomplexe des obstructions se globalisent facilement, tandis
que le deuxieme théoreme 4.2 ne sera plus vrai et présentera des véritables obstructions globales.
Dans ce cas-la, il faudrait modifier la codifférentielle d;, (co-induite par le crochet de Schouten
sur les champs de multivecteurs adaptés) dans le théoréme de formalité par une codifférentielle d/
contenant des termes d’ordre supérieur ou égal a 3 (voir le théoreme A.3) : on peut donc imaginer
que ces opérateurs k-différentiels (k > 3) présentent des conditions additionnels & une structure
de Poisson formelle adaptée & une sous-variété. Ceci semble possible, aux vues des obstructions
nécessaires jusqu’a 'ordre 3 a la représentabilité d’un star-produit symplectique liées aux classes
d’Atiyah-Molino du feuilletage de C' (voir [4]). Un cadre de globalisation a la [16] ou [20] serait
dans doute prometteur.

Signalons une autre approche proposée dans [15]. Le point de vue est de quantifier directe-
ment le crochet de Poisson sur la variété réduite C', c¢’est-a-dire de contruire un star-produit sur
C>®(C) = N(Z)/Z, ou N(Z) = {f € A {f,I} C Z}. Pour cela, les auteurs montrent d’abord
qu’un crochet de Poisson sur X pour lequel C' est colsotrope s’étend en une structure P, plate
sur g = I'(C,A(TcX/TC)). Une structure P, veut dire qu’on se donne une famille (F;);i>o :
A®" — A de multi-dérivations faisant de A une algebre Lo, et “plate” veut dire que Py = 0. Dans
le cas “plat”, P; est une différentielle et P, induit une structure de Poisson sur la cohomologie
HO(T, Py) = C>®(0).

Ils construisent ensuite un morphisme de formalité pour g, vu comme algebre de fonctions sur
une super-variété, en définissant des analogues pour les champs de tenseurs et opérateurs multi-
différentiels. Ce morphisme est un “super” analogue de celui de Kontsevich. Une structure Py, est
alors envoyée sur une structure A, (c’est-a-dire la donnée d’une famillie (a;);>0 de lois vérifiant des
relations d’associativité & homotopie pres). Une telle structure permet d’obtenir une déformation
associative de C*°(C)[[h]] & deux conditions

— que ag = 0. Dans ce cas a1 définit une différentielle et as induit une structure associative sur

H(T'(C,N*C), a1).

— que dans ce cas H(I'(C, N*C),a;) = C>=(C)[[h]].

Les obstructions pour ces deux conditions sont respectivement dans les groupes HZ(N*C) et
HY(N*C) qui sont généralement non nulles méme dans le cas plat linéaire. Dans ce dernier cas, les
auteurs retrouvent cependant “a la main” une bonne déformation ([14]) (dans ce travail, ils propo-
saient une construction pour laquelle, moyennant certaines obstructions, il existe une déformation
de X adaptée a la sous-variété coisotrope C'). La premieére condition (envoyer une strcture Py, avec
Py = 0 sur une structure Ao, avec ag = 0) est similaire & la condition que nous demandons & notre
morphisme : envoyer g7 sur &7. Dans notre cas, cette condition est réalisée dans le cas plat.

Notations : Pour deux variétés différentiables X et X', C°°(X, X’) désigne ’ensemble de toutes
les applications de classe C*° de X dans X’. Pour un fibré vectoriel E sur une variété différentiable
X, on écrira I'(X, F) pour 'espace de toutes les sections de classe C*° du fibré E. On écrira les
symboles A et A pour le produit extérieur point-par-point dans un cadre de géométrie différentielle,



tandis qu’on va utiliser A and A dans un cadre algebrique, i.e. le produit extérieur (gradué) des
modules gradués.

Remerciements : Nous remercions EUCOR pour des aides financieres qui ont rendu possible ce
travail entre Freiburg, Strasbourg et Mulhouse, et Alberto Cattaneo et Giovanni Felder pour de
nombreuses discussions et la concurrence sympathique.

1 Opérateurs multidifférentiels liés a une sous-variété

Soit X une variété différentiable de dimension n et ¢ : C — X une sous-variété fermée de
codimension | < n. Soit A = C*®(XK), B=C>*(CK) et

I={fecA| fle)=0VeceC} (1.1)

I'idéal annulateur de C'. En utilisant un voisinage tubulaire autour de C' et une partition de 'unité
on voit que la suite d’algebres commutatives

{0} —7— A B— {0} (1.2)
est exacte. Soit ¢ € C et
T.C*" ={p e T.X* | B(v) =0V € T.C}.

Soit P € T'(X, AT X) une structure de Poisson. La sous-variété C est dite coisotrope par rapport a
P si
P.(3,7) =0 quels que soient ¢ € C; 3,y € T.C*™. (1.3)

Une condition algébrique équivalente est
7 est une sous-algebre de Poisson de A.
De maniere générale, on définit
Définition 1.1 Un champ de multivecteurs P € T'(X, A*TX) est dit adapté & C) si
P.((1,...,8k) =0 quels que soient ¢ € C; 3,..., Bk € T.C*™. (1.4)

Lorsque P € A =T(X,A°TX), cette condition équivaut & P € 7.
Soit k£ un entier strictement positif et soient My, ..., My, M des A-A-bimodules. Définissons

DF(Mi,..., M M) ={¢: My @k - @ My — M |
¢ est k-multidifférentielle}

L’expression ‘k-multidifférentiel’ correspond a la définition algébrique de Grothendieck. Dans la
suite, on ne recontrera que des bimodules plus géométriques comme par exemple C>°(N,K) pour
une variété N ou l'on a I’équivalence avec la définition analytique des opérateurs multidifférentiels.
On écrira D¥(My; M) au lieu de I'expression ci-dessus lorsque tous les modules My, ..., My sont
égaux a M. Pour k = 1 on écrit parfois D au lieu de D'. Pour k£ = 0 on pose DY( ; M) = M, et on
convient que D* s’annule lorsque k < —1. D*(Mj; M) est muni d"une structure de .A-.A-bimodule
avec (fog)(n) = fo(gn) pour f,g € A, n € My et ¢ € DY(My; M). Soit & = Dpecz®* I'espace des
cochaines de Gerstenhaber ou

BF = DF(A; A).

4



Remarque : La Z-graduation de & C Homg (A%, A) par le nombre d’arguments est une graduation
‘nalve’ —mais quand méme trés utile— qui ne correspond pas a la graduation induite par une gra-
duation de A, voir 'appendice A.1. A 'aide du décalage d’un espace vectoriel gradué b := @pezh”
défini par (h[j])* := h/** pour j € Z, voir 'appendice A.1, on étudie le décalé A[1] = A[1]~! de
'espace ‘non gradué’ A = A° : de cette maniere, on voit que le décalé ®[1] de & est un sous-espace
gradué de Homg (A[1]%®, A[1]). Dans ce paragraphe et dans le suivant, on utilisera la graduation
‘naive’ pour des raisons de simplicité.

Par analogie avec les champs de multivecteurs, définissons maintenant les opérateurs multi-
différentiels adaptés dont le role sera tres important pour la suite de notre étude :

Définition 1.2 Le sous-espace &1 = @keZQﬁ de & des cochalnes adaptées est défini comme suit :

6_']% = {d) € ij’qb(fl?"wfk—l)g) GI,
Vi, ..., fke1 € A,g €L} (pour k > 1),

&) =1,
&5 = {0} pour k < —1.

De plus, pour des raisons techniques, nous définissons & = @pcz&* ott

&" = D*1(4; DY(Z; B)) (pour k > 1),

6 = A/T =B,

&* = {0} pour k < —1.
Remarquons que D'(A; B) est I'espace des opérateurs différentiels le long de I’application i : C' —
M, voir [4] pour une définition analytique, et D(Z; B) est la restriction de D'(A; B) & Z. En outre,

'espace des opérateurs D' (B, B) s’injecte dans D'(A; B) par I’application D + (f — D(i*f)). Un
petit calcul en coordonnées de sous-variétés montre que la suite de A-A-bimodules

{0} « DY(Z;B) « D'(A; B) + D'(B,B) « {0}

est exacte (voir aussi le lemme 2.5). En utilisant que D*~!(4; D! (A, B)) est égal & D*(A; B) (on
travaille avec des morphismes de K-modules filtrés) on définit D*~!(4; D!(Z; B)) par la restriction
du k-ieme argument a 7.

D’autre part, on peut définir des analogues des espaces &1 et ® dans I’espace des champs de
multivecteurs g = ®rezg” ol

g" = T(X,A*TX) (pour k > 0),
g® = {0} pour k < —1.
L’analogue de &1 est [’espace des champs de multivecteurs adaptés gz = @kezg§ qui est défini
comme le sous-espace de g suivant :
g = {P e T(X,A*TX)|P.(By,. .., Bk) =0,
Vee C; B, ..., Bk € T.C*™} (pour k > 1),
g7 =71
g% = {0} pour k < —1.



L’analogue de & est l'espace g = @rezg” on
¢ =T(C,A*(TcX/TC)) (pour k > 1),
' =B=A/T
§* = {0} pour k < —1.

2 Théoremes de Hochschild-Kostant-Rosenberg

Dans cette section nous allons montrer un analogue du théoreme de Hochschild-Kostant-Rosenberg
dans le cas ol X = R” et C' = R"!. Dans les deux premiéres sous-sections nous rappellerons les
propriétés algébriques de &, &7, et @, puis de g, g7 et g. Puis dans la troisiéme nous donnerons
des homotopies explicites entres les résolutions bar et de Koszul qui nous permettrons de prouver
notre résultat principal dans la quatrieme sous-section.

2.1 Propriétés algébriques de &, &7 et ®

Rappelons quelques opérations définies sur ’espace des cochalnes de Gerstenhaber : pour k,1 > 1
entiers, ¢ € &*, ) € B! et 1 < i < k on pose

(¢ O4 ¢)(f17 cee 7fk‘+l—1)
= d)(fla .- '7fi*17¢(f’i7 s 7fl+i—1)’fl+i7' . 'afk-‘rl—l)a (21)

et 'on définit

k
pogip = (=1)FVNg 0,4, (2:2)
i=1
(on pose ¢ og ¥ = 0 lorsque ¢ € B*, k < 0), et le crochet de Gerstenhaber :
(6wl = poc v — (~)* DDy og 9. (2:3)
Gerstenhaber a montré [23] que (&[1],[ , |g) est une algebre de Lie graduée (ol on a utilisé le

décalage (h[j])* := h7T* pour j € Z et un K-espace gradué b := @rezh”). Soit p la multiplication
point par point dans 4. On définit alors 'opérateur cobord de Hochschild par :

bo = —[¢, ula (2.4)
Enfin, on définit la multiplication cup U par :
(QUY)(f1o-- oy fogr) = w(d(f1 o fo)s W (frsts -y fogt)) (2.5)

et il est clair que (&,U) est une algebre associative graduée.

Proposition 2.1 L’espace &1 a les propriétés suivantes :
1. pe @%.
2. &7 est un idéal a gauche de (&,U).
3. &z1[1] et une sous-algébre de Lie graduée de (S[1],[, |a).
4. (B1,b) est un sous-complex de (&,b).



Démonstration:
1. C’est évident car Z est un idéal de A.
2. Soit ¢ € &*, 1 € BL et fry € Z. On a Y(fri1,-- -, frrr) €Z donc (@ UY)(f1,. .-, fent) €T
car Z est un idéal de A.
3. Soient ¢ € B% et 1) € B%. Regardons ¢ o; ¢ (si k < 0il n’y a rien & montrer) pour 1 <14 < k.
Soit fry1-1 €Z.Si1<i<k—1,alors fry;—1 est le dernier argument de ¢, donc le membre
droit de (2.1) appartient & Z par définition de ¢, et ¢ o; 1 € 51 Si§ =k, alors fryy 1
est le dernier argument de 1 et la valeur de ¢ (qui appartient & Z par définition de 1) est
le dernier argument de ¢. Par définition de ¢, il vient que sa valeur appartient a Z, donc
pop € &L
4. C’est une conséquence de 1., 3. et de la définition de b (2.4). O
L’espace ® est muni de I'opérateur de Hochschild b usuel : soient ¢ € ®F s f1, o fr € Aet
g € Z, alors

) (frv-- s fi)(9) = f1 &(fas--., fi)(9)

k—1
+Z fla"'afT’fTJrla"'?fk:)(g)
r=
+(— ) (f1s-- s fe—1)(fr9)- (2.6)
Pour un entier k considérons les projections canoniques = : &* — ®* suivantes ol fi, .- fi1 €A

etgel:
(ZF(#) (f1s-- -, fo1)(9) = i (o(f1- -+, frm1,9))

pour k > 1, 20 = i* et ZF = 0 quel que soit k < —1.

Proposition 2.2 On a les propriétés suivantes :
1. Le diagramme suivant est une suite exacte de complezxes :

{0} — (&1,b) — (&,b) — (&,b) —> {0}.

En particulier, ® = &/B7.
2. & est un module d gauche gradué de (&,U).
3. ®[1] est un module de Lie gradué de (&7[1],[ , ]a).

Démonstration: 1. Il est clair que le noyau de = est égal a &7 et que = est surjective. Montrons
que = est un morphisme de complexes : soient ¢ € &, f1,..., fu € A, g€, on a

(E41 b)) (fir- fi)g) = (OO frrers f9) = (oo fio) + (- DF (ol

+Z fly"'vfrfr+la"'afkvg))

+( ¥ (o(f1, -5 foet1, f59))
= (E ) fo, oy f&)(g) + 0 (car i*g = 0)
-1
+ (— ) (quS)(fl"'-yfoTJrla--'7fk)(g)
+H=DR(ER) (f1,- -5 fro1)(frg) = (bZF0) (1, -, fu)(9).
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2. C’est une conséquence du fait que &7 est un idéal & gauche de & (Proposition 2.1, 2.).

3. Puisque &7[1] est une sous-algebre de Lie graduée de &[1] d’apres la Proposition 2.1 3., il vient
que &[1] et &z[1] sont des modules de Lie gradués de &z[l1], donc il en est le méme pour leur
quotient &[1]. O

2.2 Propriétés algébriques de g, gr et g

Etudions maintenant les espaces g, 97 et g. Rappelons la définition du crochet de Schouten [—, —|g
sur & :soient f,g € A k,l e NJY = YA -AY} EgketZ: VAVAERUVARS gl (Yl,...,Yk,Zl,...,Zl S
I'(X,TX)), alors le crochet est défini par :

k l
[1Y,92)s = g Y (~D) Vi, ZIIAVI A AYid AYip Ao A Y

i=1 j—1
/\Z1/\"‘/\Zj_1/\Z]’+1/\"'/\Zl
k
HEY (DY@ YL A AYi gAY A AV A Z
=1
l
+gY A Z(—l)ij(g)Zl VANEEIWAN Zj—l AN Zj+1 AN N2 (27)
j=1

Il est bien connu que ce crochet ne dépend pas de la décomposition de Y et de Z en produit de
champs de vecteurs. En outre (g[1], [—, —]s) est une algebre de Lie graduée; de plus, (g, A) est une
algebre associative commutative graduée. Enfin, pour tous Y € gF, Z € ¢!, U € ¢!, on a la régle de
Leibniz graduée :

Y, ZAUls =Y, Z]s AU+ (-1)*D'Z A [y, U]s
et donc (g, [—, —]g, ) est une algebre de Gerstenhaber, voir également (A.11).

Le produit intérieur ¢ peut s’étendre en une action (toujours notée i) de (g,A) sur l'espace
D(X,AT*X) :s0it Y =YiA---AY, €gF, f € Aet a € I'(X,AT*X), alors

iVa=iY1) --i(Yr)aeti(f)a = fa.

De méme, la dérivée de Lie des champs de vecteurs s’étend en une action L de (g[1],[—, —]s) sur
I'(X,AT*X) définie par
L(Y)a=[i(Y),d]a. (2.8)

Par récurrence sur le degré de Z, on montre aisément que
[L(Y),i(Z2)] =u([Y,Z]), VY, Z € g (2.9)
Enfin, puisque d?> =0 on a

[L(Y),d]=0et [L(Y),L(Z)] = L([Y, Z]), VY, Z € g

Considérons maintenant les applications W9 = i* : A — A/Z = Bet pour k > 1, U* : g¥ — g¥
définie par

YiA--AY— (¢ (Yi(c) mod T.C) A -+ A (Yy(c) mod T,.C)). (2.10)



Proposition 2.3 La suite d’espaces vectoriels sur R
k
{0} — g — " 25 5 — {0} (2.11)

est exacte. En particulier gF = gk/g%

Démonstration: Il est clair que UF est bien définie. Le cas k = 0 est une conséquence de la suite
exacte (1.2).

Montrons la surjectivité de U* : soit Y e gF. Soit E C T¢ X un sous-fibré tel que Tc X = TC @ E,
soit C C V C E un voisinage ouvert de la section nulle de F, soit C' C U C X un voisinage ouvert
de C dans X et soit ® : V — U un difféomorphisme tel que ®|c est I'application identique (le
tout est dit un voisinage tubulaire de C'). E est visiblement isomorphe & To X/T'C'. Pour ¢ € C on
rappelle le relevement vertical de Y € E. ay € E.:ona Y™V = %(y—FtY)\t:O, donc Y™t ¢ T,E.
Ceci induit une injection ( )™t : AF(T.X/T.C) — AkTq)(y)U, donc un relevement vertical des
sections Y — Y/ = (V) € (X, AFTU) défini par Yo = (Y,)™ . Soit (4,1 — ¢y) une parti-
tion de 1'unité subordonnée au récouvrement ouvert (U, X \ C) de X. Alors le champ de vecteurs
Y défini par Y = g Y’ sur U et Y = 0 sur X \ U est un élément de g* tel que U*FY = Y.
Finalement, montrons que g& est égal au noyau de ¥* : pour ¢ € C soit U* : A*T. X — A¥(T.X/T.C).
Puisque T.C*"" = (T, X/T.C)* alors

AR (T.Co) = (AMT.X/T.C))".

Soit Y € g*. Alors Y € KerU* si et seulement si U¥(Y,.) = 0 quel que soit ¢ € C. 1l s’ensuit :

— &(Ye) VE, € AF(T.C)am

VEY.) =0 = &(VE(Y,)) =0 Ve € AHT.X/T.C)"
=0
— Y.(&)=0 V€. € A’“(TCC)ann,

et donc gg = KerU*, O

On obtient alors une autre caractérisation de gz :

Proposition 2.4 Soit k un entier strictement positif. Un élément Y € g* appartient g§ st et
seulement si
i(Y)(dgr A--- Adgk) € T quels que soient g1, ,gx €L

Démonstration: 1l est clair que d.g € T.C*"™ quel que soit ¢ € C et quel que soit g € Z, donc la
condition ci-dessus est nécessaire.

D’autre part, soit a € T,.C?*™ et soit (U, (zt, ...yt yl)) une carte de sous-variété de C
autour de ¢ (c’est-a-dire UNC = {u € U | y'(u) = 0,...,y"(u) = 0}). Alors on trouve a1, ...,oq € R
tels que o = Zi:l a;dy’. Soit (Y, 1 — 9y) une partition de 1'unité subordonnée au récouvrement
ouvert (U, X \ {c}) de X. On définit g = ¢y Z§=1 oyt sur U et g = 0 sur X \ U. Visiblement
g € T et deg = a. Alors tout élément de T,C*™ se représente comme d.g pour un g € Z, d’ou la
suffisance de la condition. O

Proposition 2.5 L’espace g7 a les propriétés suivantes :
1. Toute structure de Poisson P sur X adaptée a C est dans g%.
2. (gz,/N) est un idéal de (g, N).
3. (9z[1],[—, —]s) est une sous-algébre de Lie graduée de (g[1],[—,—]s)-



Démonstration:
1. Ceci est une conséquence directe de la définition (1.3).

2. U, =31 _ Uk AT.X — A(T.X/T.C) est un homomorphisme d’algébres de Grassmann,
alors ¥ : g — g aussi, donc le noyau de W, alors gz, est un idéal par rapport & la multiplication
extérieure A.

3. Soient Y € ghet Z € gh. Sik=1=0alors [Y,Z]s =0 € gfl. Sik=1etl =0, alors
Z €Tet]|Y,Z]s = (dZ,Y) € T = g} d’aprés la proposition 2.4. On peut supposer que
k41 > 2. Soient g1,...,9k+1-1 € Z et v = dg1 A --- Adggqi—1. Puisque Y A Z € g?“l,
alors i(Y)i(Z)y = 0. De plus, dy = 0. Il s’ensuit, d’apres I’équation (2.9), que i([Y, Z])y =
[L(Y),i(Z2)]y = i(Y)di(Z)y + (=1)¥i(Z)di(Y)y. La k — 1 forme i(Z)y est une somme finie
d’expressions de la forme : +(i(Z)v")y” ot 4/ est une I-forme constituée de [ éléments parmi
dg1,-..,dgrri—1 et 7" est le reste. D’apres la proposition 2.4 la fonction ¢’ = +i(Z)y' est dans
7, alors i(Y)di(Z)y = i(Y)(dg’ Ay") car dy” = 0 et la k-forme dg’ A" est le produit extérieur
de k différentielles d’éléments de 'idéal, donc i(Y)(dg’ A¥") € Z. Le terme (—1)*4(Z)di(Y)y

appartient également & Z par un raisonnement entierement analogue. Alors [Y, Z]g € g§+l_1.
(]
Proposition 2.6 L’espace g a les propriétés suivantes :
1. (g, \) est une algébre commutative associative graduée.
2. (g,N) est un module a gauche gradué de (g, N).
3. g[1] est un module d’algébre de Lie graduée pour (gz[1],[—,—]s). De plus, on a
Y.(aAB) = (Y.a) AB+ (=1)*Dig A (V.3)
quels que soient Y € gk a € gl,B €.
Démonstration:
1. Ceci est évident.
2. Puisque gz est un idéal de (g, A) et g = g/gz, I'énoncé est évident.
3. g[1] et gz[1] sont évidemment des modules de (gz, [, ]s), et il en est de méme pour le quotient
al1]. O

Proposition 2.7 Si C' a un voisinage tubulaire global dans X il existe une injection g — g avec
1. g =gz ® g (somme directe d’espaces vectoriels).
2. (g,N\) est une sous-algébre graduée de (g, ).

3. g[1] muni du crochet de Schouten est une sous-algébre de Lie graduée abélienne de (g[1],[, ]s)-

Démonstration: X est difféomorphe & l’espace total d’un fibré vectoriel 7 : E — C et g =
I'*°(C,AE). En utilisant le relevement vertical E. — T.FE pour ¢ € E et 7(¢) = ¢ donné par

f— %h:o on obtient I’injection avec toutes les propriétés énoncées. |

Remarque 2.1 Soit P € g% une structure de Poisson adaptée a C. Alors a l'aide de l’action de P
Uespace g devient une algébre associative commutative différentielle graduée. La cohomologie de g
est dite la cohomologie BRST de C par rapport a P. Cette cohomologie est munie d’'une structure
d’algebre de Poisson.
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2.3 Simplification du complexe bar

Dans ce paragraphe X = R".

Commencons par rappeler la résolution ‘topologique’ bar de l'algebre A = C*(R"K) : Soit
A¢ = C>®(R?"K) et pour tout entier positif k

CHk — > (R(k+2)n,K)

Nous noterons (a,z1,. ..,k b) (oU a,x1,...,2k,b € R™) pour un point de RE+2n T espace CHF
est un A°-module :

A¢x CHY — CH*: (f, ®) = ((a,@1,...,25,b) — f(a,b)®(a,z1,...,2k,b))

Pour k > 1, rappelons que 'opérateur bord de Hochschild 8’;1 : CH* — CH*! est défini par

(% ®)(a,z1,. .., 2p_1,b) = <I>(a a,T1,...,Tp_1,0)
+Z O(a,x1,. .., TryTyy..., Tp—1,b)
(—1)k¢(a,x1,...,xk_1,b, b) (2.12)

Il est clair que 811‘1‘1 est un morphisme de A°-modules et 8’;18’}?1 = 0. L’augmentation ¢ : CH? =
A¢ — A est définie par le morphisme de A°-modules suivant

(e®)(a) = ®(a,a) Va e R"™ (2.13)
Il est bien connu que le complexe bar

3 k+1
2 O kO

{0} «— A+~ CH" & o 25 o & on (2.14)
est acyclique : en fait, soit h;II : A — CHP le prolongement K-linéaire
(hy £)(a,b) := f(a)
et, pour k > 0, k% : CH¥ — CH**! I’application K-linéaire
(R ®)(a, 21, ..., 2pp1,b) = (D ®(a, 21, ..., 2p, Tppr).

En écrivant idlff1 pour l'application identique A — A et id’}{ pour Papplication identique CH* —
CH* on montre que

chy = id
hy'e+ophly = idjy
hh1ok + otk = idly vk >1

ce qui entraine I'acyclicité du complexe bar (2.14).

Nous allons maintenant définir un autre complexe (de Koszul) acyclique pour A en tant que
A¢-module : soit £ = K"

CK" = A° @x A*E* quel que soit k € Z.
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Evidemment, chaque CK* est un A*module libre. Soit £ : R?" — E défini par
&(aa b) =a—b

Pour tout entier k strictement positif, on définit 'opérateur bord de Koszul 8}“( : CKF — CK+-1
par
hw=1i(&w quel que soit w € CK*.

Autrement dit, pour eq,...,e;x € E et a,b € R™ on a

(%-w)(a,b) (e2,....ex) =w(a,b)(a—b,ea, ..., ex).
Il est clair que les c")f( sont des morphismes de A°-modules et que 6}%8}?1 = 0 quel que soit 'entier
strictement positif k. Soit € : CK? = A° — A laugmentation définie comme dans (2.13). 11 en

résulte le complexe de Koszul :

. 0 9k | 0% 5 0% kak“
{0} «— A — CK <—CK<—CK<—.-- E CK . (2.15)

Ce complexe est acyclique : en effet, soit h}l = h;II : A — CK" = A° = CHP le prolongement
K-linéaire

(hx' )(a,b) = f(a).
Soit eq, ..., e, une base de E et e!, ..., e" la base duale de E*. Pour k > 0 soit h’;( : CKF — CK*++1
I’application K-linéaire

(h%-w)(a,b) Zej/\/ dttkgb (a,tb+ (1 —t)a).

En écrivant id;(1 pour 'application identique A — A et id]f( pour I'application identique CK* —
CKPF on montre que

chy = idg
hid'e + Oxhle = id%
REYON o = idf VEk>1 (2.16)

ce qui entraine l'acyclicité du complexe de Koszul (2.15).

Définissons enfin les applications F¥ : CK* — CH* (voir e.g. [17, p. 211]) par F? =id% = id%
et pour tout w € CK* :

(ka)(a,xl,...,xk,b) :w(a,b)(xl —a,...,Tg —a)

quels que soient k € Z avec k > 1 et a,z1, ...,z b € R™ Il est clair que les F* sont des morphismes

de A°-modules, et on montre qu’ils sont des morphismes de complexes, c¢’est-a-dire, quel que soit

keZ,
Fk8k+1 8k+1Fk+1

Il existe également des applications G* : CHF — CK* qui sont des morphismes de .A°-modules et
des morphismes de complexes : on définit GO = id}, = id?( et pour tout ® € CH* :

n

. . 1 t1 to th_1
(G*®)(a,b) = Z ol A.../\e%k/ dtl/ dtQ/ dt3--./ diy
0 0 0 0

B1yeeylp=1
P
- - (a,t1a+(1—tl)b,...,tka—i—(l—tk)b,b)

(2.17)
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pour tout entier k£ > 1. Il est évident que chaque G est un homomorphisme de A®-modules, et &
I’aide d’un calcul long mais direct on montre que quel que soit k € Z,

Gk8’;1+1 _ a§(+1Gk+1 )

On peut représenter les deux applications (F*)rez et (G*)rez dans le diagramme commutatif
suivant :

o o5 o
— CHF —— CHF1 -
Fk T l Gk Fk—i—l T l Gk—i—l
ok gh+1 gh+2
K CKF i CKk+1 pLis

Lemme 2.1 Avec les notations ci-dessus on a :
1. GFFF = id]}( quel que soit l'entier positif k.
2. L’opérateur OF = FEGF : CHF — CH* est une projection, c’est-a-dire OFOF = OF quel que
soit ’entier positif k.

Démonstration: Les deux énoncés sont montrés a ’aide d’un calcul direct. O

Nous allons maintenant montrer ’existence d’homotopies s]fq : CHF — CH*! : ce sont des
homomorphismes de A°-modules tels que

idy, — 0F = ok, + sh1of, (2.18)

ou 31}1 =0et s% = 0. Ceci se représente de la fagon suivante :

Bf{l B ok gk+1 gk+2
H CHF1 2 CHF H_ CHF1 o
N ! N LN ! N
sho? o adht-ekt ket ddl—ek sk ddffi-ektt it
N ! N N ! N
o o o o

— CHk1 £ CcHk _— CHkL i

Puisque id} — ©° = 0 et (id}, — ©F)95T! = 9 (id% — %) on a 9} (id}, — ©1) = 0. On
construit s}q “sur les générateurs” de la maniere suivante : soit F € CH'. On considere F dans
CH' = C®(R™K) comme F(d',a,z,b,t/) = F(d',z,V). On prolonge hl, et idy; — ©! de CH' &
tout élément T de CH! par (hyT)(d,a,x1,22,b,8') = T(d,a,z1,22,b) (“les variables a’, b’ ne sont
pas affectées”) et on fait de méme avec id}; — ©'. Ensuite on définit

(s5®)(a, 1,29, b)= (h(idl — ONY®)(d', a, 21, 22, b,6)|w—a b=

n

1
— B(a,1,b) = > (@ — ai)/ ng(a,ta 4 (1= t)as, b)dt
0o 0T

i=1
Par construction, s}{ est un homomorphisme de A¢-modules. A I'aide de (2.16) on voit que
idl, — 0! = 9% sk,

On continue par récurrence : soient 0 = s%, s}q, R s’}{ déja construits tels que (2.18) soit satisfaite
jusqu’a l'ordre k. Alors on a

ot (it — e — kot = o,
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et I’expression suivante (pour ® € CH**1)

(SI;_IH(I))(CL, Tly...,Tpro,b) =
(h’;fl(z'dl}fl — ekl _ s’%@lﬁfrl)@)(a’, a1, .. Tt2, 0,0"))|ar—a b =b-
est bien définie. On a alors montré le
Lemme 2.2 On peut construire des homotopies s]fq : CHF — CHF quel que soit Uentier positif
k telles que

1. Toute s’}{ est un homomorphisme de A°-modules.

2. Toute s]fq est construite par une ‘suite d’opérations qui consistent en des intégrales, des
dérivées et des évaluations’.

3. 8% =0.
4. id]}{ -0k = 8}?15% + s’;_;lalﬁl quel que soit k € N.

2.4 Calcul de la cohomologie

On considere toujours le cas X = R". Soient z = (z!,...,2") les coordonnées canoniques de X et
. _ 1 _ l

on va écrire 2’ pour (z',..., 2" et 2 pour " = 2”1 . 2" = 2" On note x = (2/,2"). 1l

vient que

C={zeR"|2" =0}

On écrira parfois E := R", B/ := R" ! et E” := R

Soit M un A-bimodule ot A = C*°(R"™K). On cherche a calculer la cohomologie de Hochschild a
valeurs dans M. Afin d’utiliser le complexe de Koszul du paragraphe précédent il faut faire quelques
hypothéses de régularité concernant le bimodule ainsi que quelques restrictions pour les cochaines.
On suppose que M est muni de maniére canonique de la structure d’un C*°(R?"K)-module & gauche
tel que (f®g) &= f &g pour tous f,g € C*°(R"K) et £ € M. Dans tous nos exemples ceci est
visiblement le cas, et en général le procédé marchera pour un bimodule topologique (par rapport a
la topologie de Fréchet habituelle de C*°(R"K)) par continuité.

Pour les cochailnes, on se restreint aux cochaines multidifférentielles définies comme suit : une
application k-linéaire ¢ : A x --- x A — M est dite k-différentielle (par rapport & la multiplication
de module & gauche) lorsqu’elle s’exprime comme

olhlg okl g, I
A(fr,. o fr) = Z (8x11 o gl de (2.19)
In,.. Iy
en considérant une somme finie sur des multi-indices I = (iy,...,7,) et des éléments du modules

¢hIe ¢ M. De plus, on demande pendant toute cette discussion que la multiplication de module
a droite f+— &- f (pour £ € M fixé) soit un opérateur différentiel dans le sens de (2.19).

Remarque 2.2 Pour les bimodules M = A, B ainsi que M = D(A, A), D(A,B) and D(B, B)
la définition ci-dessus donne la définition usuelle des cochaines multidifférentielles et la condition
concernant la multiplication a droite est évidemment satisfaite.

Dans cette situation, on consideére les morphismes de C*°(R?"K)-modules A € Homgoo gangy (CH kM)
tels que l'application induite a(fi,..., fx) = A1® f1®--- fr®1) est une cochaine multidifférentielle
dans le sens mentionné ci-dessus. On note Homgg(RQnK)(C’H *, M) le K-espace engendré par ces
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cochaines. Evidemment, la différentielle du complexe bar préserve cet espace des cochaines multi-
différentielles, et I’on obtient un isomorphisme de complexes entre ’espace des cochaines différentielles
de Hochschild noté HD*®(A, M) et I’espace des cochaines Homgg(RgnK)(CH *M).

On considere également ’espace des morphismes de C*°(R?*"K)-modules, Homgoo (gangy (CK*®, M),
muni de la différentielle 0 du complexe de Koszul. Alors les applications F, G et les homotopies
chaines s induisent des applications (encore notées par F', G et s) entre les cochalnes correpon-
dantes. L’énoncé important suivant est moins évident :

Lemme 2.3 L’application induite
G : Homgoo (p2ng) (CK®, M) — Homgg(RgnK)(CH',M) (2.20)

prend ses valeurs dans l’espace des cochaines différentielles. De plus, [’application induite s préserve
les cochaines différentielles

s : Hom@l gonge) (CH®, M) — HomG o (CH®™', M), (2.21)

Démonstration: Pour G, c’est trés facile & montrer en utilisant la forme explicite (2.17) car on n’a
qu’a ’évaluer a la fin en a = x1 = ---xp = b. Pour s, c’est légerement plus compliqué puisqu’a
premiere vue s est ‘non-locale’. Cependant, par récurrence on montre qu’apres l’évaluation a =
r1 = -+ = x) = b seuls les termes ‘locaux’ survivent et ceux-ci sont donnés par des dérivées. O

De ce lemme, on déduit immédiatement ’énoncé général suivant :

Théoréme 2.1 Awvec les hypotheses sur le bimodule M faites ci-dessus, les groupes de cohomologie
de Hochschild différentiels de A a valeurs dans M sont isomorphes auz groupes de cohomologie du
compleze

HD* (A, M) 2 H (Hom®E ey (CK*, M), ) (2.22)
via les applications induites F' et G, qui sont des réciproques.

Remarque 2.3 On remarque que le raisonnement usuel pour montrer cet énoncé, a sa voir l'indépendence
des Ext-groupes vis-a-vis du choix de la résolution projective, ne s’applique pas puisqu’on utilise

une classe restreinte de cochaines et puisque le complexe bar n’est pas du tout formé de modules
projectifs sur Uanneau C®°(R*"K).

Remarque 2.4 Le méme énoncé reste toujours vrai quand on remplace la cohomologie de Hoch-
schild différentielle par la cohomologie de Hochschild continue (ot l’on utilise des cochaines conti-
nues par rapport a la topologie de Fréchet de A = C*®(R"K) et un bimodule topologique M ). Dans
ce cas la, la démonstration du lemme 2.3 est beaucoup plus facile comme G et s sont des applications
continues déja sur le plan des chaines.

Par conséquent, il faut calculer la cohomologie du complexe de Koszul HOmCoo(RZnJK)(CK *M)
pour la différentielle induite Ox. Cette derniere est tres facile a simplifier car la différentielle se
calcule de fagon explicite :

Lemme 2.4 On a l'isomorphisme de C*°(R?"K)-modules

Homgoo gang) (CK®, M) = M @k A*(R™), (2.23)
et la différentielle est donnée par
OxkX =e;N(z"- X — X - 2", (2.24)
ouz',..., " € C®(R") sont des coordonnées usuelles par rapport a la base ey, ..., e, de R™.
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Démonstration: L’énoncé (2.23) est évident car CK® est un C*°(R?"K)-module libre. En dualisant
le produit intérieur i(§) avec le champ de vecteurs {(a,b) = a — b on obtient la multiplication

extérieure A avec ¢ dans le sens de la multiplication de C°°(R?"K)-modules. C’est exactement la
différentielle (2.24). O

En particulier, si le bimodule M est symétrique, i.e. les multiplications & gauche et a droite de
A sur M coincident, il vient que la différentielle ci-dessus s’annule de sorte que la cohomologie de
Hochschild est donnée par

HD(A M) = M@k A*(R"), (2.25)
ol les isomorphismes sont donnés par F et G. Ceci implique déja les résultats suivants :

Théoréme 2.2 Avec les notations mentionnées ci-dessus :
1. HDF(A, A) = H®* 2 T°(X, A*TX) = g* (Hochschild-Kostant-Rosenberg).
2. HD*(A, B) = B g A*R" = T (C,A*TX|c).

On aura besoin du résultat technique suivant bien connu concernant [’homologie de Hochschild
continue de A, voir également [43, p.51] et [41] : on regarde le complexe qui est la somme directe
des tous les espaces Ci(A, A) := C®(R* D7 K) dont les éléments sont des chaines de Hochschild
‘topologiques’, i.e. des fonctions lisses ¢ : (a,x1,...,2x) — ¢(a,x1,...,2k) & k+ 1 arguments dans
R™. Soit py : CH¥ — Ci(A, A) la surjection linéaire continue donnée par (pp®)(a,z1,...,zx) =
®(a,xq,...,2k,a). L'opérateur bord de Hochschild b’ de degré —1 dans Cj(A,.A) est défini comme
dans I’équation (2.12) ‘en enlevant le dernier argument et mettant b = a’ de sorte que l'on
obtienne une version topologique de la différentielle [35, 1.1.1, p.9]. Il s’ensuit que les appli-
cations pj définissent des morphismes de complexes. Soit 2, = A ® A°R™ vu comme com-
plexe avec la différentielle 0. L’application pp : CK* — €, définie par (jrw)(a) := w(a,a) est
également un morphisme des complexes. On trouve des uniques applications Fj, : Q — Cj(A, A)
et G : Ci(A, A) — Q induites par les applications F, et G, entre les complexes bar et de Koszul
(i.e. F} opr = pi o Fi et G} o py = pr, o G},) ainsi que des homotopies induites S,ﬁ“. 11 vient que les
complexes ((C (A, A), b ) et (Q,O) sont quasi-isomorphes, donc on a

Proposition 2.8 L’homologie de Hochschild continue de A est donnée par

HHy cont(A, A) = A® AR™  (Hochschild — Kostant — Rosenberg).

Pour les autres bimodules dont on a besoin dans cet article, on rappelle le fait suivant :

Lemme 2.5 La suite exacte de A°-modules
{0}y — 7 — A— B— {0}
entraine la suite exacte de A®-modules
{0} «— D(Z,B) «— D(A,B) «— D(B,B) — {0}
et finalement, la suite exacte de complexes
{0} «— D*(A4,D(Z,B)) < D*(A,D(A,B)) «— D*(A,D(B,B)) «— {0}

Démonstration: Il est clair qu'un opérateur différentiel de A dans B s’annule sur Z si et seulement
s’il ne contient que des dérivées partielles des variables a2/, et est donc un prolongement dun
opérateur différentiel de B dans B. O
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Pour la cohomologie de Hochschild a valeurs dans des espaces d’opérateurs différentiels comme
ceux mentionnés dans le lemme précédent 2.5, on ne peut plus utiliser (2.25) puisque la structure
de bimodule n’est pas symétrique. On utilise la décomposition R” = E’' @ E” mentionnée ci-dessus.
On ale

Théoréme 2.3 Les groupes de cohomologie des complexes suivants se simplifient comme suit :
1. HD*(A,D(A,B)) =2 {0} si k> 1 et HDY(A, D(A,B)) = B.
2. HD*(A,D(B,B)) = Bk A*E" quel que soit l’entier k > 0.

3. H&% = HD*1(A,D(Z,B)) = HD*(A,D(B,B)) = B @g AFE" = g quel que soit Uentier
k # 0.

J. H&Y >~ B,

Démonstration: On esquisse la preuve du deuxieme énoncé, celle des autres étant entierement

analogue. Soit ® € D(B, B), i.e.

]
@) = 3 ¥ @) @)
I

avec des fonctions lisses ®/ € C®(E'K) = B. De manitre équivalente, on peut décrire ® par
son symbole ®(z/,p') = 3, & (2')p; out pf; = (p})* -~ (¥,_;), alors & € C®°(T*E'K) est une
application polynémiale en les variables d’impulsion p/,...,p} ;. Il vient que I’application ® « d
est évidemment une bijection K-linéaire. on utilise la décomposition

D(B,B) ®x A*(R") 2 D(B, B) ®x A(E') @k A(E")

pour identifier ® € D(B, Bl) @k A*(R") avec son symbole 3 & = %&)il"'ikeil A---Nej, ot @k €
C>(E'K) ® SR™ comme avant. La différentielle de Koszul (2.24) s’exprime comme suit

n n—I|
Ox® = Zei Az, B} = Zei Az, B} = d;CiD
i=1 i=1

ou { , } désigne le crochet de Poisson usuel dans T*E' = E' x E™, d;, désigne la différentielle
de deRham dans la direction des impulsions p’ € E'* et les eq,...,e,_; s’identifient de maniere
canonique avec les 1-formes dp), ..., dp,,_,. Grace au lemme de Poincaré, on en déduit le résultat.
O

En utilisant la suite exacte longue de cohomologie résultant de la suite exacte courte des com-
plexes &7 — & — & et le fait que 'homomorphisme connectant s’annule, on obtient finalement le
résultat souhaité :

Théoreme 2.4 Quel que soit Uentier k :

1. H&* =2 A®g AFE = g (théoréme HKR classique).

2. H&" = By A*E" = §F.

3. Hek =gk
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2.5 (Co)homologie de Hochschild graduée de g et de g

On aura besoin de calculer plus tard la cohomologie (différentielle) et 1’homologie continue
graduées des algébres commutatives graduées g = A® AF et g = B® AE”. On rappelle le cobord
de Hochschild gradué pour une algebre associative graduée A = @;cz A" :

(b¢)(f17"'7fk+1) = (_1)‘f1‘ ‘qa‘fl ¢(f2a"'7fk+1)
k
A (1 frr s frfrrts s for)

r=1
H(=D(fr, s fr) frra (2.26)

pour une cochaine ¢ € Hom(A®* A) de degré |¢| et fi,..., fur1 € A.

Théoréme 2.5 On a les résultats HKR suivants pour la cohomologie différentielle graduée et I’ho-
mologie continue pour les algébres associatives commutatives graduées g et g pour tout entier positif

1. HH"(g,g) = g ® ©f_((APE ® S*PE¥).
2. HH*(3.9) =3 ® @’f o(APE' @ SFPE™).
3. HHy(g,9) 2 g @ &h_(A\PE* @ SFPE).
4. HH(3,8) = g @ &F_(APE* @ SFPE").

Démonstration: A et B sont des espaces des fonctions C*°(RY,K) pour N =n et N =n — 1. On
va calculer les cohomologies pour A ® AW pour un K-espace vectoriel de dimension finie et donc
obtenir les énoncés comme cas particuliers.

Puisque W et donc I' := AW sont de dimension finie, on peut utiliser les résolutions libres de
I'*-modules ot I'® est l'algebre I' @ I'°PP avec la multiplication évidente (g1 ® ¢2)(¢) @ ¢5) =
(—1)l92l11+192D g1 6! @ ghgy et T est considéré comme T'*-module gradué de fagon usuelle, i.e. (g1 ®
g2)g == (—1)'92| 19191 ggo. Dans la catégorie des I'*-modules gradués, la cohomologie de Hochschild
graduée de I' a valeurs dans I' est donnée par les groupes Ea:tllie (I',T") et 'homologie de Hochschild
graduée de I & valeurs dans I' est donnée par les groupes Tory, (T, I), voir e.g. [13, p.169] pour le cas
non gradué qui se généralise sans probleme. La premiere résolution libre de I' comme I'*-module est
donnée par le complexe bar usuel (voir [13, p.174]) défini par la famille CH (T')* := (T@T'®* @) ey
dont I'opérateur bord est

Hgog® g d)=9010@pe Qg oy
+D (1) gRn® Qg ® g &g

H-1DfgR g @ ©gr1® gry (2.27)

sans modification de signe. La résolution de Koszul graduée est définie par la famille de I'*-modules
gradués libres I'® @ S¥W, et Iopérateur bord 8}“( :T° @ SFW — T @ SF~1W suivant

8}“((9 RL®J) =

dim W
DY (gheiE)l)og — g@il)L)@eng).
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On voit que —avec cette résolution— les homomorphismes de I'*-modules gradués a valeurs dans I’
annulent 8@, ainsi que les produits tensoriels gradués sur I'® avec le I'>module I', alors

HH",T') 2 Extf.(T,T) = AW @ SW*

et
HH(T,T) = Tort (I,T) = AW @ SW.

Pour finalement calculer les (co)homologies de Hochschild pour 'algebre produit tensoriel A ® AW
on regarde d’abord la résolution ‘topologique’ donnée par le complexe acyclique défini par la famille
(CH* © CH(T)*)ren et les opérateurs bord 8% @ 9% . Puisque les deux complexes (CH)pey et
(CH(T')*)pen sont des modules simpliciaux gradués (voir [35, p.44]), le théoreme d’Eilenberg-Zilber
(voir e.g. [37, p.238]) nous permet de remplacer le complexe acyclique (CH* @ CH(T')*)ren (dont
I’homologie est égale & ARI") par le produit tensoriel des complexes acycliques ((CH MY ke, (0F) keN)
et ((CH(T)")pen, (ég)keN) (dont I’homologie est aussi égale & A ® I' grace a un argument simple
de bicomplexes, voir la proposition 4.1) comme résolution ‘topologique’ de A ® AW. Le quasi-
isomorphisme d’Alexander-Whitney (voir e.g. [37, p.241]) entre ces deux complexes est également
un morphisme de A° ® ['*-modules. En considérant les homomorphismes différentiels dans A ® I’
et les produits tensoriels topologiques avec A ® T, respectivement, avec cette derniere résolution,
il résulte du théoreme de Kiinneth (voir e.g. [37, p.166]) que la (co)homologie de A ® AW est le
produit tensoriel sur K de la (co)homologie de A et de celle de I' = AW, d’ou le résultat d’apres
ce qui précede, d’apres la proposition 2.8 et d’apres le théoreme 2.2. O

2.6 Les applications HKR

Dans cette sous-section nous allons construire des quasi-isomorphismes entre les algebres de Lie
différentielles graduées (&1, b) et (gz,0). Nous verrons que I'application HKR usuelle correspondant
a 'antisymétrisation ne convient pas et doit étre modifiée.

Pour un entier positif k soit o : AVE — E®F Papplication d’antisymétrisation usuelle : v; A
Ay % Zaesk €(0)Vp(1) @ ® V(o (k))- Soit aussi P!: SE — FE la projection canonique. En
utilisant le fait que &* = A @k (SE)®* (4 l’aide du calcul symbolique) nous définissons les deux
applications suivantes

Y gt =88 fRT — f@a¥T), (2.28)
et
T O g fRLI®- @ Ly — f@PY L) A--- A PYLy). (2.29)
Nous écrirons ¢y (resp. Tyxr) pour la somme de tous les ¢% . (vesp. 7. .) ot ¥k . et 7,
s’annulent pour k < —1 et k > dim E. Le théoréme de Hochschild, Kostant et Rosenberg (HKR),
2.4, permet de déduire le suivant

Théoréeme 2.6 Quel que soit l’entier positif k, les applications Q,Z)I’“{KR et WI’“{KR ont les propriétés
sutvantes :
1. WIEIKRUJZKR = idgk.
2. by, . =0.
3. Soit ¢ € B*. Sibp =0 et 7, .0 =0, alors ¢ est un cobord, i.e. il existe ¢/ € &1 tel que
¢ =b¢'.
4. Soient X,Y € g, alors il existe £ € & tel que

[wHKRXu ¢HKRY]G - ¢HKR[X7 Y]S = bf-
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5. Soient X € gF et Y € g', alors il existe £ € & tel que
wHKRX U wHKRY - (_1)kl¢HKRY U ¢HKRX - wHKR(X A Y) = b{.

Malheureusement, I’application HKR. 14,z n’envoie pas le sous-espace gz de g dans le sous-espace
®7 de & : en utilisant la décomposition

gr = A®k AE" @x ATE' @& T AE" (2.30)

on voit que I'image de 1y contiendrait des éléments provenant du premier terme de la somme
ci-dessus dont le facteur le plus a droite est dans E” sans que le coefficient soit dans 1'idéal, et un
tel opérateur multidifférentiel ne serait plus dans 7.

Il faut alors modifier les applications a® : il est bien connu que la multiplication extérieure
induit un isomorphisme d’espaces vectoriels

O : AE" XK AFE — A(E/ (&) E”) =AFE :THhT, — To NT}. (231)

Soit (k=D . € @ 'O B9k Pinjection induite par des sous-espaces E’, E. L’application
ak = Zf:() LD ol @ af~! envoie (AE" @k AE’)k dans E®*. Nous définissons Papplication HKR
modifiée par

k A _

Vo gF =8 fRT — fed (D)), (2.32)
et ¥l ., comme étant la somme des tous les wIZKR. Ainsi le facteur le plus a droite est toujours
dans E’ dans le cas ol son coefficient est dans A, et n’est dans E” que si son coefficient est dans
Z. Par conséquent, b}, .. envoie bien g7 dans &7. En écrivant [l pour la restriction de 9L, &
g7 on a I'analogue suivant du théoreme 2.6 :

;s . . .. . . k C .
Théoréme 2.7 Quel que soit Uentier positif k, les applications 1" et k. ont les propriétés
suwivantes :

k .
. W]:IKRl/J[l] = 1dg§.

S~

. byl* = 0.

3. Soit ¢ € (’5% Sibp =0 et 7, .0 =0, alors ¢ est un cobord, i.e. il existe ¢ € @é‘l tel que
¢ =b¢'.

4. Soient X,Y € g7, alors il existe ¢ € &7 tel que

WX, Y )e — vlUX, Y]s = be.
5. Soient X € g* et Y € ¢!, alors il existe £ € & tel que
Pl x uplly — (—1)Fyplly uyplx — (X AY) = be.

Démonstration: 1. Le premier énoncé est évident.

2. Puisque I'image de ¢! consiste en des opérateurs multidifférentiels

1-différentiels, cet espace ne contient que des cocycles, d’ou le deuxieéme énoncé.

3. D’apres le troisieme énoncé du théoreme 2.6, ¢ est un cobord dans &, mais puisque le morphisme
connectant de la suite exacte longue correpondant a la suite exacte courte &7 — & — & s’annule,
il s’ensuit que ¢ est aussi un cobord dans &7.

4. D’aprés 1. et le premier énoncé de 2.6, on trouve ¢, da, ¢’ € & tels que Y X = 1y n X + boy,
PIY = Yy prY + by et YN[X, Y] = Yuwr[X, Y]+ b¢'. A laide de ’énoncé 4. de 2.6, on voit que
le membre de gauche de 4. est un élément de &7 et un cobord dans &, donc —a ’aide du méme
argument que pour 3.— un cobord dans &7.

5. Raisonnement analogue a celui pour 4. O
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3 Formalité, star-produits adaptés et une structure G, sur &7

Dans cette section, on rappelle d’abord la construction d’un star-produit (adapté) a l'aide d'n
Lso-morphisme due a Kontsevich. Puis, dans la deuxiéme sous-section, nous donnons les étapes de
la construction d’un tel morphisme en utilisant des structures G,. Nous nous adapterons, au cas
ou lespace est &7, la preuve de Tamarkin de la conjecture de Deligne [18] (il existe une stucture
Goo sur &).

3.1 Formalité et star-produits

Dans ce paragraphe, a est ou bien 'espace gradué g = I'*°(X, AT X) ou son sous-espace gradué
g7 et 2 est ou bien 'espace gradué des opérateurs multidifférentiels & ou son sous-espace &7.

D’apres les sections précédentes, I'espace a[1] est muni de la structure d’algebre de Lie graduée
[, ]s (le crochet de Schouten (2.7)) et 2A[1] est muni de la structure d’algebre de Lie différentielle
graduée ([, ]a, b) (crochet de Gerstenhaber (2.3) et différentielle de Hochschild (2.4)). Il s’ensuit que
a[1] est muni d’une structure L, qu’on note dy, et A[1] est muni d’une structure Lo, qu’on note Dy,
voir I'appendice A.2 pour des détails. Un morphisme de formalité est une somme ¢ = Y 72 Plk]
d’applications ¥l : S*(a[2]) — A[2] qui sont de degré 0 et des opérateurs k-différentiels dans
DF (a[2]; A[2]) et qui satisfont & la condition suivante : le morphisme de cogebres cocommutatives
graduées v : S(a[2]) — S(A[2]) co-induit par 1 préserve les codérivations d, sur S(a[2]) et Dy, sur
S(A[2]), i.e. Y ody = Dr, 0 9.
La construction suivante est un résultat célebre de Kontsevich [32] :

Théoréme 3.1 Soit y» un morphisme de formalité entre les Loo-algébres a[l] et A[1]. Il existe un
star-produit * sur X (dans le cas a = g) qui est adapté a la sous-variété C (dans le cas a = gy ).

Démonstration: Soit P € a[l][[h]] une structure de Poisson formelle, i.e. [P, P]g = 0. Dans la
cogebre topologique, S(a[2])[[h]] la structure P est de degré 0 et la série e"*” (o1 e désigne la mul-
tiplication shuffle, voir appendice A.1) est un élément de genre groupe. Le morphisme de cogebres
cocommutatives 1) envoie e” sur un autre élément de genre groupe dans la cogebre topologique
S(A[2])[[A]]. Grace & la coliberté de S(A[2]) il vient que 'image ¢ (e"*”) est nécessairement de la
forme exponentielle e"*™+ avec m,, de degré 0 dans 2[2], donc une série d’opérateurs bidifférentiels.
Puisque P est une structure de Poisson, il vient E(eh'P) = 0. Par conséquent, E(eh'm*) =0 car

1) préserve les codérivations. La composante par rapport a 2[2] de cette dernieére équation donne
_ pll 10,2 _ 1
0= D; (hmy)+ 2DL (h“my @ m,) = b(hmy) + 2[hm*,hm*]g

qui est appélée ‘I’équation Maurer-Cartan’ et équivaut a ’associativité de la série x := m + hm,
d’opérateurs bidifférentiels ou m est la multiplication point-par-point dans C*°(M,K) : en effet,
* oG * = [m, hm,|g + %[hm*, hmy]c et Vopérateur cobord de Hochschild b est donné par le crochet
de Gerstenhaber avec m. O

Le but de notre étude est donc de trouver un tel morphisme de formalité i entre les Lo.-algebres
gz[1] et &7[1]. Un argument de perturbation homologique montre que I’on peut toujours trouver
un tel morphisme 1 si on admet une modification d; de la structure Lo, dr, sur a[l] avec des
termes d’ordre supérieur, voir la proposition A.3. Mais 'apparition de d} changerait drastique-
ment argument de Kontsevich ci-dessus. Pour retransformer d en dy, par un L.-morphisme, les
obstructions se trouvent dans le cocomplexe (D(S™(a[2]),a[2]), [dz, |nr), voir la proposition A.4.
Malheureusement, cette cohomologie de Chevalley-Eilenberg de (a[l],[, ]s) n’est pas concentré en

21



0, et il faut alors construire ¥ par d’autres moyens. Dans le cas a = g, Kontsevich a développé
une méthode géométrique a 'aide de graphes, voir [32]. A cause de l'asymétrie des opérateurs
bidifférentiels adaptés dans &z, la restriction du morphisme de formalité de Kontsevich a la sous-
cogebre codifférentielle S(gz[2]) ne prend pas ses valeurs dans S(&7[2]). On suivra la méthode de
Tamarkin [46], [27] : ceci explique le détour par des structures Goo.

3.2 Structures G, sur &7

Le lecteur peut trouver les détails et conventions de signe précises pour les structures a homo-
topie pres dans I'appendice A.2.

Soit a un espace vectoriel gradué, par exemple g,g7,® ou &7. La cogébre de Gerstenhaber
colibre sur a[2], est la ‘cogebre symétrique colibre en la cogebre de Lie colibre avec un certain
décalage’, plus précisément, 'espace gradué S((a[1]®)[1]) avec deux structures algébriques compa-
tibles : une comultiplication coassociative cocommutative graduée et un cocrochet de Lie gradué

sur S((a[1]®)[1])[-1].

1. Structures G, : une structure G sur h := a[l] est définie par une codérivation d
(pour les deux structures algebriques de de S((h®)[1]) de degré 1 et de carré 0 co-induite par
d € Hom (S((5®)[1]), b[1]) (voir Pappendice A.2 pour plus de détails). Pour simplifier la notation,
on va I'écrire dans sa version décalée m :=d[—1] = >2° ~  _, mPL=P" ol les applications m?tPr
de degré 2 — r sont des opérateurs p; + - - - + p,-différentiels de h¥P1A - - - Ah®P» dans b. Ici, m' est
une codifférentielle, m'! est une structure d’algébre de Lie & homotopie pres sur b, et m?[—1] est

une structure d’algebre commutative associative a homotopie pres sur a = h[—1].

2. Structures G, sur les multivecteurs : puisque toute algebre de Gerstenhaber est muni
d’une structure G ott m = m! + mb! + m2, les espaces des multivecteurs (adaptés), g[1] et gz[1]
sont automatiquement munis d’une structure Go, donnée par m! =0, m! = [, ]g et m?[—1] = A.

Il n’est pas aussi facile de trouver une structure G, sur les espaces d’opérateurs multidifférentiels
&[1] ou B7[1] car les lois b, [, ]¢ et U[1] n’en font pas des algebres de Gerstenhaber : la régle de
Leibniz entre [, ]¢ et U n’est satisfaite qu’a un cobord de Hochschild pres, voir [23, p.285, Theorem
5]. Tamarkin procede de fagon suivante :

3. Structure de bigebre de Lie codifférentielle sur la cogebre de Lie colibre implique
structure G, : c’est la proposition A.1 (montré dans [46] et [27]) : soit h un espace gradué et
soit ([, ],b) la structure d’une bigeébre de Lie graduée codifférentielle sur la cogebre de Lie libre
f (voir Pappendice A.2 pour des définitions), co-induite par une somme d’applications [P*P2 :
hePL @ hOPL — h et [P : h® — h. Alors cette structure se prolonge en une structure G, sur b avec
mPLP2 = [PLP2 ot mP = [P les autres composantes étant zéro.

4. Les accolades définissent la structure d’une bigebre codifférentielle sur les cogebres
colibres &[1]® et &7[1]® : les deux espaces d’opérateurs multidifférentiels & et &7 sont des sous-
espaces des K-homomorphismes A® — A avec A = AY = C*(XK), alors &[1],&7[1] sont des
sous-espaces gradués de Hom(A[1]®, A[1]). De plus, &[1] et &7[1] sont fermés pour les opérations
o; (A.19) grace a la proposition 2.1. Dans cette situation générale, il existe une structure cano-
nique de bigebre sur la cogebre colibre $® (ou par exemple § = B[1] ou § = &z[1]) définie
par des accolades (braces), voir appendice A.3 pour des détails. Ici la comultiplication reste la
comultiplication de déconcaténation, tandis que la multiplication ex (A.20) se présente comme
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une certaine ‘déformation de la multiplication shuffle o’ si 'on prend le degré tensoriel comme
filtration. La multiplication est co-induite par certaines applications myg = Z;T,m:l aPrP2 avec
aPrr2 . 9P @ HOP2 — ¢ Le commutateur gradué (par rapport & ey) avec la décalée m[l] de
la multiplication associative m sur .4 définit une codifférentielle bx (A.21) de la bigebre qui est
co-induite par des applications a? : H¥P — §)) avec p = 1,2 : a' est égale au cobord de Hochschild

b sur § et a? est égal & la décalée U[1] de la multiplication U.

5. Le théoréme de déquantification d’Etingof-Kazhdan implique la structure de
bigebre de Lie sur la cogeébre de Lie colibre : la filtration par degré tensoriel de la bigebre
accolades mentionnée dans 4. n’est pas bonne : en passant a la bigebre graduée associée, on obtien-
drait —en divisant par les shuffles §©* e H®T, voir 'appendice A.1- la structure d’une bigebre de Lie
2 serait nulle, donc on n’aurait pas inclus
la multiplication U. Ce n’est qu’une application du théoreme de déquantification d’Etingof-Kazhdan
(voir 'appendice de l'article [27]) qui permet de passer de la bigebre codifférentielle accolades (ou la
codifférentielle est le commutateur gradué avec la multiplication point-par-point m) a la structure
d’une bigebre de Lie sur la cogebre de Lie colibre qui inclut la multiplication cup co-induite par
a’:

graduée sur la cogebre de Lie colibre, mais la composante m

Proposition 3.1 Soit $ un espace vectoriel gradué. Supposons donnée une structure de bigébre
différentielle sur la cogébre tensorielle colibre H® = @,>0 H®" dont la différentielle et la multipli-
cation sont données respectivement par des applications a™ : H®" — § et aP1'P? : HEPL R HOP2 — §.
Alors on a une structure de bigébre de Lie différentielle sur la cogébre de Lie H® = @®,>1 H*",
dont la différentielle et le crochet de Lie sont donnés respectivement par les applications I et [P1P2
ou ' =a', 1? est Uanti-symétrisée de a® et IM' est Uanti-symmetrisée de a''.

6. Bonne structure G, sur &[1] et ®z[1] : c’est une conséquence directe des trois étapes
précédentes 3., 4., 5.. On note la structure G, sur = &[1] ou 9 = &[1] par D.

7. Morphisme de formalité (différentiel) G, entre (gz[1],d') et (&z[1], D) : un raison-
nement général de perturbation homologique (voir la proposition A.3) permet de construire une
structure G différentielle d’ sur h = g[1] ou hh = gz[1] et un G-morphisme différentiel de formalité
P (h,d) — ($,D) a partir de I'application HKR ¢ r (pour &) ou I'application HKR modifiée
1/1[” (pour &7). Les propriétés de Y dans le théoréme 2.7 permettent de conclure que la structure
Goo sur b, d', est donnée par une modification de la structure usuelle d := d' = [, |s[1] + A[2]
par des termes de rang supérieur dP*Pr avec p1 +--- + pr > 3.

8. Le cocomplexe d’obstructions pour transformer d’ en d : encore une fois, il faut
transformer la structure G, d’ sur b en la structure usuelle d par un morphisme G, différentiel v’
de la cogebre de Gerstenhaber colibre de ) dans elle-méme. La proposition A.4 décrit le cocomplexe
de toutes les obstructions récurrentes a cette transformation comme 1’espace

(DA gz[11* g [1)), [ —s + AlLl.-])

pour le cas h = gz[1]. On va montrer dans la section suivante 4 que la cohomologie de ce cocomplexe
est concentré en 0 donc cette transformation sera toujours possible.

9. Morphisme de formalité G, entre (gz[1],d) et (&7[1], D) : la composition 1) o 1) des
deux Go.-morphismes différentiels 1 (7.) et ¢/ (8.) donne le résultat.
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10. Lo-morphisme de formalité différentiel gz[1] — &7[1] & partir de la restriction du
Gso-morphisme : afin d’appliquer le théoreme de Kontsevich 3.1 pour la construction d’un star-
produit adapté (dont les opérateurs bidifférentiels résident dans &), il faut obtenir le morphisme
L différentiel a partir du morphisme G, différentiel : c’est toujours possible grace a la proposition
A.2. On obtient les structures Lo et le Lo.-morphisme de formalité par restriction aux cogebres
symétriques vues comme sous-cogebres de Gerstenhaber, voir 'appendice A.2. Ainsi la restriction
de d = db' + d? nous donne le crochet de Schouten d? = dY' = [ ]s[l], et la restriction de
D=5% 51D+, ,,>1 DP"P? donne D'+ DY =b+[, ]g[l]. La restriction du Go-morphisme
différentiel de formalité définit donc le L,,-morphisme différentiel de formalité souhaité.

11. La preuve du théoréme principal 0.1 est terminée apres le théoreme 2.4, les étapes 1.
a 10. et 'acyclicité du cocomplexe d’obstructions dans le paragraphe 4.

4 Calcul des obstructions

Nous avons vu que les obstructions a la construction de star-représentations résidaient dans le
groupe de cohomologie du cocomplexe d’obstructions

(D a2 gzl1). [[= =l + A1 ].). (1)

voir la proposition A.4. Dans cette section, nous nous proposons de calculer ces groupes d’obstruc-
tions et de montrer qu’ils s’annulent.

Cette tache sera divisée en deux parties : le cocomplexe d’obstructions (4.1) est un bicomplexe
quand on munit un élément = de gz[1]®P1A - - - Agz[1]®P" du bidegré additionnel (37 p;—1,n—1):
la codifférentielle Do := [dY!, |7 provenant du crochet de Schouten [, |s est de bidegré (0,1) et
anticommute avec la codifférentielle Dy, := [d?, |7 provenant de la multiplication A qui est de
bidegré (1,0) (voir [46], [27], [28]). Le théoréeme élémentaire d’algebre homologique suivant (voir
par exemple [1, p.25, Cor. 37]) sera tres utile pour la suite :

Proposition 4.1 La cohomologie d’un bicomplexe par rapport a la deuzxiéme codifférentielle est
toujours un cocomplexe induit pour la premiére codifférentielle. Si cette cohomologie par rapport a
la deuxieme codifférentielle est concentrée en degré 0, alors la cohomologie totale du bicomplexe est
isomorphe a la cohomologie du cocomplexe induit.

Dans la premiere sous-section, nous montrerons que I’homologie de Harrison de g7 est concentrée
en degré 1 (apres décalage), et que ce résultat implique que le bicomplexe d’obstructions (4.1)
pour la codifférentielle Dy, est acyclique. Ceci entraine une premiere réduction du bicomplexe
d’obstructions au cocomplexe induit

(HOng(Ag (g ®QI+ QEI+) ) gI)? 61’1) ) (42)

ot 041 est la codifférentielle induite de la codifférentielle Dep, 'algebre gz, est K1 & g7 et
g ®g;, g, désigne le g-module des différentielles de Kéhler de gz7,. En fait, cette cohomolo-
gie est une version graduée de la cohomologie de Chevalley-Filenberg de I’algebre de Lie graduée
des différentielles de Kahler.

Dans la deuxiéme sous-section, nous montrerons que si X = R™ et C' = R* ! la cohomologie du
cocomplexe induit (4.2) est concentré en degré 0. On dira parfois abusivement qu’un complexe est
acyclique pour dire qu’il est concentré en degré 0 (ou bidegré (0,0)).
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4.1 Premiere réduction du cocomplexe d’obstructions a I’aide de ’homologie
de Harrison continue

Dans cette partie on s’attache a démontrer

Théoréme 4.1 Awvec les notations introduites ci-dessus :

1. L’homologie graduée de Harrison continue de gz, a valeurs dans g est donnée par

g st k=0
Hark’(gz+|K7g) = g ®gz+ QéIJr si k=1
{0} si k>2
ol g Pgz Qéﬂ = HH1 cont(974,9), Uespace des différentielles de Kdhler, est donné par le

noyau de Uapplication ¥ : HHy cont(g,8) — HH1 cont(8,9)-

2. Le cocomplexe d’obstructions (4.1) se réduit au cocomplexe induit (4.2) donné par (Homg(Ay(g ®g,,

Démonstration: L’astuce principale est de faire apparaitre les g-modules : pour tout espace vec-
toriel gradué V, le produit tensoriel g ®x V' est un g-module a gauche libre engendré par V' (par
multiplication sur le premier facteur). On a évidemment un isomorphisme d’espace vectoriels com-
plexes :

Homg (A7, 97) = Homg(Ag (9 ® 97), 07)

que 'on peut prolonger au produits tensoriels topologiques car on ne considére que les cochaines
multidifférentiels, donc continues. La codifférentielle induite sur le dernier complexe par [m?, —] est
la duale d’une différentielle induite par 62 sur A (g ® g%') qui n’est autre que la différentielle de

Harrison @ sur chaque facteur g ® g?'. En effet, pour ¢ : Ay (g ® g?') —gretrRr Q- Qa, €
Ay(g®g7 ), ona

M2, oz @z ® - @ 2p)
= (o1, (@ @ 3 ) £ AT @ 71 ), T)

+Zi¢(x®3«"1"'m2($1,$i+1)“')
= p(mP(z,01) @2+ )+ Fp(w @ - mP(zi,wi41) )
=p(fr@x1® - Qxy)).

Une itération du théoreme des bicomplexes 4.1 assure que si I’homologie du complexe (tronqué, i.e.
k > 1) de Harrison (g ® gI%, ﬁ) de g7 a coefficients dans g est concentrée en degré 1 (dans notre

cas égale a g Qg, . alors I’homologie du complexe (A]gC (g ® g? ),ﬂ) est acyclique Vk > 1,

or,)
g9z4 /0
et finalement, la cohomologie du cocomplexe d’obstructions (4.1) par rapport a la codifférentielle
Dpar est acyclique (voir également [46], [27]).

Rappelons que g7, = K @ g7. Montrons maintenant que I’homologie de Harrison est égale a

9 Qgr Qilzu‘ On a une suite d’inclusions de sous-algebres graduées commutatives et unitaires
Ke—gry—g

Comme K est de caractéristique 0, pour tout g-module M, on peut écrire la version graduée
topologique de la suite exacte de Jacobi-Zariski associée (ou la notation B|A signifie que I’anneau
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commutatif gradué B est vu comme algebre sur le sous-anneau gradué A), voir par exemple [1,
p.61-p.74] pour des démonstrations :

---Har.41(glgzy, M) — Har.(g7, |K, M)
— Har.(g|K, M) — Har.(glgz , M) — -~ .

Rappelons que cette propriété provient du fait que lorsque A O @, 'homologie de Harrison
Har.(B|A, M) d’une A-algebre B a valeurs dans un B-module M est égale a ’homologie d’André-
Quillen AQ.(B|A, M) (a un décalage du degré pres) qui admet toujours une telle suite exacte. De
plus, elle s’identifie aussi avec la partie de poids 1 de la décomposition de Hodge de I’homologie
de Hochschild HH.(B|A, M), voir [35, p.145, Prop. 4.5.13]. On s’intéresse au cas M = g. Grace
a la version graduée du théoreme de Hochschild-Kostant-Rosenberg pour I’homologie continue de
Palgebre graduée g = C*°(R"K) ® AFE (voir le théoreme 2.5), on a un isomorphisme

HH (g|K,g) = AHH:(g|K, g) = A'Qq

donc, d’apres la décomposition de Hodge mentionnée ci-dessus, il vient

Ol sik=1
Hary(g[K, g) = { {S‘f si k> 2

ce qui ramene le calcul de Har.(gz,|K, g) a celui de Har.(g|lgz,,g) d’apres la suite exacte de
Jacobi-Zariski. Calculons donc HH.(g|gz,9).

Il est bien connu que I’homologie de Hochschild HH.(B|A, M) d’une A-algeébre unitaire B
a valeurs dans un B-module M est égale a I'homologie du complexe de Hochschild normalisé
Ci(B|A, M) défini, en notant B/ 4 le module quotient de B par A, pour tout k > 0, par Cx(B|A, M) =
M®a (B, 4)®4% muni de la différentielle de Hochschild b. Il nous suffit donc de calculer I’lhomologie

de a(g/gz_,rag) = g ®QI+ (g/gz+) ®QI+ T ®QI+~(9/91+)' »

Comme g7, = K@ g7 la projection g — g induit un isomorphisme g Jor, = 9/K- Puisque gz
est un idéal, si on munit g Jor, OK 8/g7. de la structure de gz, module induit par le morphisme
d’anneaux gz, — K, on voit que la projection canonique 8/ar. X 8/ar, — 9/gr, OK §/gr, e€st
g7, -bilinéaire. Comme toute application gz, -bilinéaire est aussi K-bilinéaire, on en déduit que
toute application gz -bilinéaire de g Jary X 8oz, dans un module V se factorise au travers de

9/ar, ®K §/g7, €t on obtient un isomorphisme

9/k Ok 0/k = 0/g;, OK /g, = 0/g7, Doz, 8/g7,-

En itérant ce raisonnement et en utilisant que la projection g — g est un morphisme d’algebres on
obtient un isomorphisme de complexes

Qg7 <9/91+) Qgr, " gz, (9/91+) = (9/07) ®x (ﬁ/K) QK - Bk (E/]K)
>~ 5ok (8/k) Ok - Ok (8/K) -

Le dernier complexe n’est autre que le complexe de Hochschild normalisé C_(g|K, g) de g. La version
graduée du théoreme de Hochschild-Kostant-Rosenberg pour 'homologie de Hochschild continue
graduée de lalgebre graduée g = C*°(CK) ®x AE" (voir le théoréme 2.5) donne un isomorphisme

H.(C(3,9) = HH.(3,3) = A0
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dont la composante de poids 1 est Q}g«, voir [35, p.145, Prop. 4.5.13], donc les groupes d’homologie
de Harrison s’annulent a partir de k > 2. La suite exacte de Jacobi-Zariski se réduit alors a la suite

exacte de g-modules

{O} - g®gl'+ Qéz_,'_ - Qé - Q% - {0}
(ou la structure de g-module de ng est induite par la projection g — g) qui donne I'isomorphisme
cherché Har. (g7, |K, g) = g @4, Ol O

974"

4.2 Acyclicité du cocomplexe d’obstructions réduit
On rappelle

Tl =X 1<a<n-—1 coordonnées le long de C,

xZ =Ty 1<l coordonnées transversales a C.

et ’on pose
y, 1<a<n-—1 basedelespace F',
Y, 1<p<l base de l'espace E”.

D’apres le théoreme HKR. 2.5, il vient que les modules des différentielles de Kéhler continues de
g = C*R"K) ® AE et de g = C®(R"'K) ® AE" sont donnés par des modules libres Qg =
HH(g|K,g) =g® (E* ® E) (sur g) et Q% =HH,(g/K,g) =g ® (E” ® E") (sur g). On écrira les

bases de Qé et de Q% comme des différentielles des ‘coordonnées’ (z,y) comme suit :
1
Pour Qg : dz!, = da), da;Z = da:Z, dyj, dy,
quels que soient 1 < o, <n—let 1< pu,v<I, et
pour ng o dal, = da!,dy!

quels que soient 1 < a,<n —1 et 1 < v <. Le morphisme de g-modules Qé —» Q% est donc donné
par

> Gadal, + Y Gidal + Y nhdyly + Y nldy))
a " B v
- > pg(Ca)dal, + > pa(n))dy

ou pg désigne le morphisme d’algebres g — g. Puisqu’on peut identifier le g-module g ®g, N Qéﬂ
avec Ker(Qé —» Q%) et g7 = Ker(g — g) est I'idéal engendré par zj; et y, en tant que g-module,

alors g ®g; Qéﬂ est engendré par les différentielles de Kéahler

de, dy., xlyldx’ﬁ, ygdxfyl, xgdy;', yfyudy'T' (4.3)

quel que soient 1 < o, 8,7,7,7" <n—1let 1< u,v,p,o0,7 <l Remarquons que le crochet de
Schouten définit la structure d’une algebre de Lie graduée sur Q}J définit par [d€,dn] = d[¢, n]s et

d&.n := [d¢, n] == [§,n]s pour & n € g.
Voici le résultat central de ce paragraphe :

Théoréme 4.2 Si X =R" et C = R avecl > 2, la cohomologie du compleze (Homg(A'g (g gz, ng+)
,07), 51’1) est concentrée en degré 0.
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Démonstration: Montrons d’abord que tout morphisme de Homg(Aj (g gz, Doz +), g7) peut se
relever en un morphisme de Homg(A'gQg, g). Reprenons les notations prédédentes : le g-module
9 Qgr, Qél+ est engendré par les différentielles de Kéahler (4.3).

Soit ¢ dans Homg(g Qgr, Qgﬂ,gz). Montrons que pour tout 1 < a < n —1[, il existe un unique
cqo dans g tel que pour tous 1 < pu <! et pour tous 1 < G <n —1[ on ait :

go(:chx;) = cha, et go(y'ﬂd:c;) = (—1)“"‘ylﬂca.

En effet, par g-linéarité, z;' p(x]dz],) = ) p(x]_,dz),) quel que soit 1 < av < n—I. Par conséquent,
z]_yp(z/dz),) et donc p(z]dz),) s’annule sur I'hyperplan H; := {z € R" | 2/ = 0}. L’idéal annula-
teur de H; est égal & x/C>°(RK) d’aprés le lemme d’Hadamard : si g € C*°(R"K) s’annule sur Hj,

alors .
0
g(x) = i 8—{51(1‘1, ey X1, try)dt Ty,

avec , = z;. Donc il existe un unique ¢, dans g tel que ¢(z;'dz},) = zcq et p(z]_dx,) = 2] ca.
Soit 1 <y <12, on a encore z;'p(z,dzy,) = (7] dry,) = 7),7] cq et donc p(xydry) = T)5ca- De
méme, pour 1 < 3 < n—1, 2/p(ysdrg,) = (—1)|30|y’590(x2’dx/a) = (—1)|‘P‘y/ﬂx2’ca et donc p(yzday,) =
(_1)|W|y236a-

Il est clair que ’on peut montrer de la méme maniere le résultat analogue que pour tout 1 < p <1,
il existe un unique ¢, dans g tel que pour tous 1 < v <[ et pour tous 1 < 3 < n —1 on ait :

p(rydyy) = alé,, ot ¢(yhdyy) = (—1)lyse,.

Grace au fait que Qé est un g-module libre, il s’ensuit que la prescription ¢(dz))) := ¢, et gb(dy;j) =
¢u avee o(dxy) = p(dzy) et ¢(dyj) = ¢(dyj) définit un g-homomorphisme ¢ : Q3 — g qui
coincide avec ¢ sur les générateurs de g g, Qg -
On montre ensuite, par récurrence, que tout morphisme de Homg(Ay (g Dz, Qgr +), gz) peut se
prolonger en un unique morphisme de Homg(A g, g).

Considérons maintenant un morphisme ¢, k-cocycle dans le complexe (Homg(A;El (9®gz L Qgr ) ,87),0 1’1)
avec k > 2. Relevons ¢ en un morphisme ¢ de Homg(AéQg, g). Il est clair que @ est aussi un cocycle
dans ce dernier complexe. D’aprés [46] (voir aussi [27]), le complexe Homg(A Qg,g) est acyclique
et donc @ est un cobord dans ce complexe : ¢ = 6%!(¢). Le morphisme ¢ est complétement défini
sur les générateurs de €y : dx1,...,dz,,dy,. .., dy,. Définissons le morphisme &y, sur ces mémes
générateurs du module libre (Ay,..., A; € {dz1,...,dz,, dy;, ..., dy,}) :

o (A1A -+ AAR) = pg; (§(A1A -+ AAy)) si
Vi, (A,- =dy., oud; = de)
fgI(AlA- . AAk) = f(AlA . AAk) sinon

oll pg; (resp. pg) est la projection g — gz (resp. g — g) parallelement a g, considérée comme sous-

algebre abélienne de (g[1], [, |s) (resp. gz). En utilisant les générateurs du sous-module g®g;, Qéﬂ,

on voit que la restriction de {5, & Ay (g Rz, Qgﬂ) prend ses valeurs dans g7. On a, pour Ay, ... Ay €
{dz1,...,dzy,dyi,...,dy,} la formule graduée de Chevalley-Eilenberg pour la codifférentielle
obl .

G(AQA - - AAy) = (611E) (AgA - - - AAy)

k
= Z :E(—l)zAZ (S(ADA s AAZ'_lAAH_lA s AAk) (44)
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car les crochets de Lie [A;, A;] s’annulent. Montrons que cette équation est encore vraie si I'on
remplace § par &g, :

1. Si au moins deux A; sont égaux & un dyl’j ou & un dzl,, ceci est immédiat par définition de
SQI'

2. Si tous les A4; sont égaux & un dy,, ou & un d$ﬁ, ceci est encore vrai car @(A1A---AA,) =
@(A1A--- AAy) est dans gz, le crochet [y, 9] C g et [z}, 0] C g.

3. Si maintenant un seul des A;, notons le B, est égal a un dyj ou a un dx,, on peut encore
une fois remplacer { par &g, car B.(§ (- )) = B.(fgz(~ . )) car B € dg et g est une sous-algébre

abélienne de g par rapport a [, |g, voir la proposition 2.7.
En conclusion, on a trouvé un &g, qui se restreint bien en un morphisme de Homg(A;3 (g Qgr,
QQI+),gI) tel que ¢ = 51’1(591). O

Dans le cas o X = R! et C = R?, un calcul simple nous donne :

Proposition 4.2 La cohomologie du complexe (Homg(A'g(g @z, ng+), gz),él’l) est concentré
en degré 0.

A Appendice

Dans ce paragraphe, on rappellera —sans utiliser les opérades— quelques notions autour des
structures Aso, Coo, Loo €t Goo —qui se trouvent dans la littérature de facon dispersée— pour fixer
nos notations et conventions de signe, voir également [37], [33], [2], [34] et pour un cadre opéradique
[27] et [38]. On fixe un corps K de caractéristique 0.

A.1 Quelques cogebres colibres pour des espaces gradués

On rappelle d’abord la catégorie des K-espaces vectoriels gradués : les objets sont des K-espaces
vectoriels gradués h = @ezb® (o1 ‘gradué’ veut toujours dire Z-gradué). On écrira |z| € Z pour le
degré d’un élément homogene = € f. Par la suite, on n’utilisera que des éléments homogenes si rlen
d’autre n’est dit. Pour un autre K-espace gradué h @kezf) et un entier j on note Hom(h, f))
I’espace vectoriel de toutes les applications linéaires ) — h de degré j (i.e f(h*) C hk+l). L’espace
Hom(h, 6) est défini par I'espace gradué @;cz Hom(h, 6)3 . De plus, le produit tensoriel § ® 6 est

gradué par (h ® G)k = Bjezh’ ® hE=3 | voir e.g. [37, p.175]. Le produit tensoriel de deux morphismes
o:h—b et 6 — 6’ est défini en appliquant la réegle de signe de Koszul

(P ®¢)(a®b) = (=1 1g(a) @ v(b) (A.1)

pour a € b'al et ¢ de degré ||, voir e.g. [37, p.176]. On rappelle également la transposition graduée
T:Hh® h — b ® b par 7(z @ y) = (— )‘”C| Wly @ x. Les deux regles précédentes détermineront tous
les signes qui apparaitront.

Pour un entier j, 'espace gradué décalé h[j] et défini par b[j]* := b¥*J. | L’application identique
h — b définit une application s : h[j] — h[j — n] pour tout n € Z qui est de degré n car
s"(5[5]%) = HT* = p[j — n]**". On regarde s” comme la néme itération de la suspension s :=
s' 1 p[j] — b[j — 1]. La suspension sera ‘visible’ pour des applications multilinéaires décalées : soit
¢ - h® — h®! une application linéaire de degré i. On définit sa décalée ¢[j] : h[§]®* — b[j]®! par
Blj] == (s®)"Topo(s2*)I. Son degré est égal & j(k—1)+1i et on a évidemment (¢[§])[j'] = ¢[j +5'].
On remarque que (s%¥)7 = (—1)@@(59')@’“. Pour calculer la décalée, on écrit d’abord pour
£:=21® @) € h® la valeur ¢(£) avec la convention de Sweedler comme > Py (§) @ @) (§)
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avec ¢(;)(§) € h. D’apreés la régle de signe (A.1), la valeur de la décalée ¢[j] sur =141 @ - @y €
h[j]®* se calcule de la maniere suivante avec 7 := 7 (y1) ® - - - @ 57 () :

ol @ ®@yy) =
(_1) k(k;l) j<j2—1>+z(z;1) 7j<72j71> (_1)]'((k—1)|y1H—(k—2)\y2|+~~~+(k—(k—1))|yk—1\)

(= 1) (0=Dlé) I+E=Dlocw @+ =11 ))

PN @ DY) @ @ Py (Y1 @ -+ D Y- (A.2)

L’algébre libre sur b, f)gg = Prenh®F, est une K-algebre associative graduée avec élément neutre

1, voir e.g. [37, p.179]. Pour éviter des confusions, on n’utilise pas le symbole ® pour la multipli-
cation pu = Hye dans D'algebre libre. De plus, c’est une bigebre graduée : soit h®t = @p-oh®F
alg

I'idéal d’augmentation. La co-unité € = ey : hgg — K est définie par la condition que Kere := h&T
et €(1) := 1; et la comultiplication shuffle graduée Ay, est ’homomorphisme d’algébres asso-
ciatives bgg — hgg ® f)gg induit par sa valeur Ag,(z) == ® 1 4+ 1 ® x sur les générateurs
z € b. Puisque la multiplication pl2 sur bgg ® hgg est donnée par (u ® p) o (id ® 7 ® id)
avec la transposition graduée, il y a donc des signes dans les formules pour Ay, par exemple
Ag(zy) =2y@1+zy+ (—DF Py @2+ 1@y pour = € hl*l et y € hl¥l. Cette comultiplication
est cocommutative graduée (i.e. TAg, = Agyp) et de degré 0.

On peut dualiser cette structure de bigebre graduée pour obtenir sur I'espace gradué f)gg une
deuxieme structure de bigebre graduée, plus importante pour nos fins, donnée par la comultipli-
cation (non cocommutative graduée) de déconcaténation, A = Age (qui dualise la multiplication
libre et est définie par A(xy---x) = 1®x1---xk+2f:23:1~--x,~_1 Xy xp+ a2 @1) et
la multiplication shuffle pg, graduée commutative, parfois écrite o, (qui dualise la comultiplication
Agp). Pour une formule explicite de pigp, voir (A.8). Les deux opérations A et g, sont de degré 0.
Ici 1 reste I’élément neutre et € la co-unité. On note cette bigebre graduée par h® et la projection
canonique sur h®! = § par pry. Encore une fois h® est également une bigebre bigraduée.

En général, une cogebre graduée (C,ec, Ac) est dite augmentée lorsqu’il existe un unique élément
de genre groupe, noté 1, alors C = K1 @& Kerec. Le sous-espace CT := Kerec est isomorphe & la
cogebre graduée quotient C/K1 sans co-unité (K1 est une sous-cogebre, donc un co-idéal de H®).
Une cogebre graduée sans co-unité est dite nilpotente (voir [38, 166-168]) lorsque pour tout élément
x il existe un entier positif IV tel que la Néme itération de la comultipliciation sur x s’annule. Les
cogebres graduées augmentées telles que Ct (vu comme cogebre quotient) est nilpotente forment
une sous-catégorie C4y de la catégorie des cogebres graduées. La catégorie C4pn est fermée pour les
produits tensoriels et contient h® et toutes les cogebres considérées dans cet appendice. La cogebre
h® est colibre dans Cp, i.e. pour toute cogebre C dans Can et toute application linéaire ¢ : C' — b
de degré 0 s’annulant sur 1 il existe un unique morphisme de cogebres graduées ¢ : C' — h® (i.e.

¢RpoAc=Ao0p) tel que pryo¢=¢:

b® i C
Pry ¢ (A.3)

On dit que ¢ est co-induit par ¢. Evidemment, deux morphismes de cogebres ®, ¥ : h® «— C
coincident si et seulement si leurs composantes pryo® et pryo ¥ coincident. On calcule par exemple
que la multiplication g, est co-induite par application h® ® h® — b donnée par pry ® € + € Q@ pry,.
L’algebre colibre dans la catégorie de toutes les cogebres coassociatives graduées n’est pas donnée
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par h®, mais par un espace ‘plus grand’ entre h% et son complété par rapport a la filtration donnée
par degré tensoriel, voir [45, pp.124-135] et [38, 166-168|.

Pour deux applications linéaires 11,19 d’une cogebre coassociative graduée (C,A¢) dans une
algebre associative graduée (A, p4) on rappelle la convolution 11 * 1y de 1y et de o par rap-
port a pg et Ao donnée par 11 * 9 := g o (11 ® 1) o A, qui est une multiplication associative

graduée dans Hom(C, A). Le morphisme de cogebres ¢ co-induit par ¢ : CT — b se calcule comme
série géométrique ¢ = Yoty ¢ avec ¢ := lec a laide de la convolution % par rapport a la
multiplication libre p et Ac.

Soit d : C' — b une application linéaire de degré j € Z. On peut montrer qu’il existe une unique
codérivation graduée de degré j le long de ¢, d : C' — b®, (ie. Aod= (d® ¢+ ¢ @d) o Ag) avec
d(1) =0 et pry od = d. Cette codérivation d, dite co-induite par d, se calcule comme ¢ x d x ¢. En
particulier, pour dq,ds : h® — h et ¢ = idye on note

dyogdy:=dyody = dio(idf’ @dy®id)”) : h® — (A.4)
i,j=0

la multiplication de Gerstenhaber graduée. Il s’en suit que le commutateur gradué [dy, da] = dyody —
(—=1)lrl 12y o @y des deux codérivations le long de idys est une codérivation de h® le long de idys,
alors [dy, da] est co-induit par sa composante prh[dT, dy] = dyogdy— (—1)|d1| ld2ldy 0y dy =: [dy,d2]e,
le crochet de Gerstenhaber gradué de dyi et dy. On en déduit l'identité de Gerstenhaber suivante

(d oG dl) oG d2 — (—1)‘d1| |d2|(d oG dg) e dl — d *Te! [dl, dQ]G. (A5)

Ainsi Hom(h®, h) muni du crochet de Gerstenhaber est une algebre de Lie graduée. Les structures
oG et [, ] étaient définies dans [23] pour la situation h = V[1] ot I'espace gradué était V = V0.
Soit m : h ® h — b une multiplication associative graduée (de degré 0). Alors 'application décalée
d :=m[l] : h[1] ® h[1] — B[1] est de degré 1, et l'associativité de m est équivalente & d og d = 0.
L’application b : Hom(h[1]®T, h[1]) — Hom(h[1]®*,h[1]) définie par by := [§,d]¢ coincide avec
Vopérateur cobord de Hochschild gradué. Les formules (2.2) et (2.3) de la premiere partie sont des
cas particuliers h = h° = C°(R"K). On observe que m[l] = —m dans ce cas. Alternativement,
on peut définir le cobord de Hochschild directement sur Hom(h®T, h) sans décalage par la formule
équivalente et plus simple bg = [gb[l], m[l]] G[—l], voir par exemple 1’équation (2.27).

La bigébre symétrique graduée sur b, Sh = B,.enS"h, est définie par le quotient de ’algebre libre

hgg modulo I'idéal bilatere gradué I (h) engendré par tous les éléments de la forme zy—(—1)!#l [¥lyz

quels que soient z € hl*l et y € hl¥l. Le quotient Sh est une algebre associative commutative graduée.
De plus, la premiere comultiplication Ay, passe au quotient et définit sur Sh la structure d’une
comultiplication cocommutative graduée, notée également A,,. L’espace Sh est donc une bigebre
commutative cocommutative graduée . Il est connu que Sh est l’algébre commutative graduée libre
engendrée par .

Pour un entier n, une permutation o du groupe symétrique S,, et £ = 1 ---x, € h®", on note
§7 1= Z4(1) " " Ty(n) 'action a droite usuelle de S, sur H®". On définit la signature graduée de o par
rapport a £ par

o(i) + (=10l vl o(j)
i+ (=1)lel |zl 4

e(ry - xp,0) = H

1<i<j<n

_ H (=D)lee@! 7o)l (A.6)

i<j et o(i)>0(j)
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et on en déduit I'action & droite graduée £7 := e(£,0)£7 de S, sur h9" car e(€,00") = e(€,0)e(€7,07).
A Taide de cette action, on peut donner des formules plus explicites de la multiplication shuffle
et de la comultiplication shuffle : on note Sh(k,n — k) ensemble des permutations de battage ou
shuffle, i.e. pour lesquelles o(1) < --- < o(k) et o(k+1) <...<o(n):

Ash(xl . xn) =

ST e T 0)To(1) T @ Tohit) o), (A7)
k=0 oceSh(k,n—k)

et

(1 xp) @ (Tpy1 - Ty) = Z e(T1+ T, 0)To(1) * To(n)- (A.8)
o—1eSh(kn—k)

Pour tout entier positif n soit S : h&" — h®" la symétrisation & — 3 ses, €(§,0)E7. On définit
S: bang
(duale) h® et I'image de S est la sous-bigebre commutative et cocommutative Sh. L’application S
est co-induite par 'application de la cogebre cocommutative graduée (hgg, Agp) dans h donnée par
pry. Encore une fois, la cogebre cocommutative graduée Sh est colibre dans la catégorie CSan des
cogebres cocommutatives augmentées graduées & C* nilpotent, et la co-induction des morphismes
et codérivations dans le sens du diagramme (A.3) se fait comme pour h®, ou les applications co-
induites pour la cogebre h®, ¢ et d, prennent leurs valeurs automatiquement dans la sous-cogebre
Sh. On peut également utiliser la multiplication shuffle pg, de Sh au lieu de p de h® pour une
deuxiéme convolution % pour obtenir ¢ = €*? au lieu de la série géométrique, et d = e**%d au
lieu de ¢  d x ¢. Exactement de la méme facon qu'en (A.4) pour h® on définit la multiplication
de Nijenhuis-Richardson onpg sur espace Hom(Sh, h) qui satisfait la méme identité (A.5) avec og
remplacé par oyg. Explicitement, pour d; € Hom(S"h, ) et do € Hom(S'h, h) :

—h¥parS:=> .S ("). On voit que S est un morphisme de la bigebre hg o dans la bigebre

(diongpda)(z1e---0 ﬂfr+t 1) =

Z H |:c,p| [ [y [+, |+t 1)

1<y <-<ip<r+t—1p=1

dl(dQ(xll...'.I‘/Lt).xl..'.f\ll--.fi\t-...l‘r_i_t_l) (A'g)
quels que soient 1, -+ ,Tr4¢—1 € b et ~ désigne 'omission de I'argument. L’espace Hom(Sh, h)
est une algebre de Lie graduée par le crochet de Nijenhuis-Richardson [dy,ds|ngr := di ong d2 —
(=1)llld2lgy onp dy. Les structures oyg et [, |ng étaient définies dans [42] pour la situation

h = V1] ou I'espace gradué était V = V0.
Si 'on regarde dans h?lg l'idéal bilatere gradué I_(h) engendré par tous les éléments de la forme
Ty + (—1)“’0| Wlyx pour z € hl*l et y € pl¥l, on obtient comme quotient lalgébre de Grassmann
Ab = PrenATh ¢ ceci est une algebre associative Z x Z-graduée par le degré usuel et le degré
tensoriel qui est donc bigraduée commutative (et non pas graduée commutative). On note que
I_(bh) n’est pas un coidéal de h?lgv donc Ab n’hérite pas automatiquement la structure d’une bigébre
graduée (en effet, elle est une bigebre bigraduée héritée par la comultiplication shuffle Al # Ag,
sur bal o qu’on obtient par le produit tensoriel Z x Z-gradué). Mais Ah peut étre liée a la bigebre
symétrique : soit j un entier, Tygy la transposition dans b ® b et 7y;gp[;) la transposition dans
hlj] @ h[j]. Grace a l'identité

(o) 3] = (= 1)’ Typj100 (A.10)
ou s/ ® s’ OTb[j](g)h[]] = (- 1)jTh®h 05/ ®s’, on voit sans peine que si j est impair, la bijection linéaire
S0 o(s®T) b[j]alg halg envoie 'idéal Iy (h[j]) sur I'idéal I_(h), et 'on obtient I'isomorphisme
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linéaire (pas d’algebres associatives)
VreN: S’"(h[j]) = (A’"h)[j | pour j impair
dont on déduit la formule suivante :

S (s ) 0o (s7'y)) =

(_1)# (_1)(7‘71)'11|+(7’72)|I2|+"'+|$7’—1| T1A - - - AT,
quels que soient x1, ..., z, € . Pour le cas particulier h = h” = V, on constate que l’algebre graduée
S(V[—l]) est égale a ’algebre graduée AV (ou la derniére est munie de son degré usuel). En général,
une application linéaire ¢ : h®F — 6 est dite antisymétrique lorsque ¢ o (id®* @ 7 o ®id®(k_2_i))
= —¢ quel que soit 0 < i < k — 2. D’aprés ce qui précede, sa décalée ¢[j] est symétrique pour j
impair :

¢ € Hom(A"h,0)* & ¢[j] € Hom(S" (b[4]), b[j])* "~ pour j impair.

En particulier, soit (I, [, ]) une algébre de Lie graduée, i.e. pour le crochet [, ] € Hom(A2L, 1) de
degré 0 on a l’identité de Jacobi graduée |, ](], ]®id)(id®3+7'127'23+7'237'12) = 0 avec 119 := 7®id et
Tog := 1d®7. Sur l'espace décalé [[j] (j impair), le crochet décalé [, |[j] est de degré j, se trouve dans
Hom(S%(I[4], I[}]), est donc symétrique gradué et satisfait [, ][j]o([, ][j]®id)o (id®> +7]oThs +Th3Tio)
avec 7' := Tyfjjg(y)- De plus, la décalée d = [, ][1] du crochet de Lie satisfait d oyr d = 0 et définit
par ¢ — [p,d]ngr Uopérateur cobord de Chevalley-FEilenberg sur Hom(S™(I[1]),[1]). Comme dans
le cas d’une algebre associative, on peut alternativement définir le cobord de Chevalley-Eilenberg

directement, sur Hom(Al, 1) par la formule isomorphe 1 — [4[1],[, ][1]] v z[—1].
Une cogébre de Lie graduée (¢, d.) est un espace gradué muni d’une application linéaire . : ¢ —
¢ ® ¢ de degré 0 (le cocrochet) telle que d, est graduée antisymétrique (i.e. 70, = —d.) et satisfait

a l'identité de Jacobi graduée (i.e. (id®3 + T19723 + To3T12) (6. ® id) 6. = 0 avec T2 := 7T ® id et
To3 := id®7), voir par exemple [39] et [40]. On obtient un exemple en considérant la cogebre colibre
h® sur I'espace gradué b : I'idéal d’augmentation h®+ = @y>1h®* est également un idéal bilatere
de la multiplication shuffle, ainsi que son carré h®+ e h®T C h®*. L’espace gradué

b® — @ h®k — h®+/(h®+ ° h®+)

k>1

(qui est appelé I'espace des éléments indécomposables de la bigebre h®) est muni de la structure
d’une cogebre de Lie graduée 0 : h® — h® ® h® provenant de I'antisymétrisation graduée A —7A
de la comultiplication A qui passe au quotient. En général, une cogebre de Lie graduée (¢, d.) est
dite nilpotente lorsque pour tout z € c il existe un entier NV tel que tous les Nemes itérés de &
s’annulent sur x. Dans la catégorie CLy de ces cogebres de Lie, ’espace (@ ,0) est une cogebre
de Lie graduée colibre dans le sens du diagramme A.3, en remplacant cogebres par cogebres de
Lie. De la méme fagon, on peut co-induire des codérivations des cogebres de Lie de degré j le long
d’un morphisme de cogebres de Lie graduées ou 'on remplace A par ¢ dans les définitions. Les
applications linéaires d de Hom(h®, h) s’identifient avec les applications linéaires d’ de Hom(h®, b)
s’annulant sur h®* e hT et sont connues comme des cochaines de Harrison graduées. On montre
que la codérivation graduée d’ est également une dérivation graduée de la multiplication shuffle e,
donc la multiplication de Gerstenhaber d o df s’annule toujours sur h®* e h®T | ce qui prouve que
oG préserve le sous-espace et définit sur Hom(h®, h) une multiplication op satisfaisant (A.5) avec
o remplacé par og. L’espace Hom(h®, h) muni du crochet |, |y (Pantisymétrisé gradué de op)
est donc une algebre de Lie graduée. Soit m : h®h — bh une multiplication associative commutative
graduée (de degré 0) sur h. Alors sa décalée m[1] s’annule sur h[1] e h[1], et 'application induite
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d € Hom(h[1]¥2,h[1]) satisfait d o d = 0. La codérivation Oy, de h[1]® co-induite par d définit
un complexe sur h[1]® analogue & Oy. De plus, la formule by,, : ¢ — [@,d]y définit le cobord de

Harrison gradué sur 'espace Hom(h[1]®, h[1]) des cochaines de Harrison. On peut donc regarder le
cocomplexe de Harrison comme un sous-cocomplexe du cocomplexe de Hochschild.
La structure d’une algébre de Gerstenhaber (voir aussi [28, p.104] sur un espace vectoriel gradué
g est la donnée de la structure d’une algebre associative commutative graduée mg : g® g — g
avec élément neutre 1 et de la structure |, | d’'une algebre de Lie graduée sur I'espace décalé g[1]
satisfaisant la régle de Leibniz graduée suivante : soit A\g : g®@g — g le crochet décalé A\g := [, |[-1]
(qui est donc de degré —1, commutative graduée (Ago 7 = )Ag) et satisfait I'identité de Jacobi
graduée), alors
Ag o (id ® mg) = mgo (Ag®1id) + mgo (id ® Ag) o T12. (A.11)

Dans la suite, on note une algebre de Gerstenhaber soit par (g, mg, 1, Ag) avec le crochet décalé Ag,
soit par (g[1],mg[1],1,[, ]) avec la multiplication décalée mg[1].

L’exemple principal est construit de maniére suivante : soit (I,[, |;) une algebre de Lie graduée,
soit h = [[—1] et soit A\; le crochet décalé [, ][—1] donné par so |, ]Jjo(s® s)~! qui est de degré
—1. On pose g := Sh = S([[—l]). L’application h < Sh ® Sh donnée par A;o (pry ® pry) co-induit
une codérivation \; =: Ag : Sh® Sh — Sh le long de la multiplication shuffle pg,, et on voit sans
peine que (S([[—l]),,ush, 1, Ag) est une algebre de Gerstenhaber graduée.

Un exemple géométrique est donné par l’espace de tous les champs de multivecteurs sur une variété
différentielle X, g = I'>°(X, AT X), muni de la multiplication extérieure point-par-point A =: m et
du crochet de Schouten | , |g sur g[1], voir le paragraphe 2.2.

Plus généralement, soit V = V? un espace vectoriel, m : V®V — V une multiplication associative,
& := Hom(V[1]®, V[1]) muni du cobord de Hochschild b et § la cohomologie du co-complexe (&, b).
D’apres un résultat classique de Gerstenhaber [23], h[—1] est une algebre de Gerstenhaber ou le
crochet de Lie sur h est induit par le crochet de Gerstenhaber sur & et la multiplication sur h[—1]
provient de la multiplication ‘cup’ U sur Hom(V®, V') définie par la convolution de deux éléments
de Hom(V®, V) par rapport a l'algébre associative (V,m) et la cogebre (V® A).

De maniere analogue, la structure d’une cogébre de Gerstenhaber graduée sur g est la donnée
de la structure d’'une cogebre coassociative cocommutative graduée Ay : g — g ® g avec co-unité
€g et de la structure d; d’une cogebre de Lie graduée sur I'espace décalé g[—1] satisfaisant la régle
de co-Leibniz graduée suivante : soit kg : g — g ® g le cocrochet décalé kg := d4[1] (qui est donc de
degré —1, cocommutative graduée (7 o kg = Kg) et satisfait I'identité de co-Jacobi graduée), alors

(id ® Ag) 0 kg = (kg ®id) 0 Ag+ 112 0 (Id ® Kg) 0 Ag. (A.12)

ou (Ag®id)okg = Ta30 (kg ®id) 0o Ag+ (id ® Kg) 0 Ay comme condition équivalente. Dans la suite,
on notera une cogebre de Gerstenhaber (g, Ag, €q,kq) avec le cocrochet décalé kg. On retrouve
dg par kg[—1]. Un morphisme de cogébres de Gerstenhaber ¢ : (g, Ag, €g,kg) — (¢, Ay, €q, Kg)
est un morphisme de cogebres qui est en méme temps un morphisme de cogebres de Lie, i.e.
(p@P)oAg=Agopet (p®¢P)okg = kg op. De plus, une codérivation de cogébres de Gerstenhaber
d:(g,0g €g,kg) — (¢, Ay, €g, k) de degré j le long d’un morphisme de cogebres de Gerstenhaber
¢ est une application linéaire de degré j telle que (p®d+d®¢p)oAg = Ayodet (pRd+d®¢)org =
(—1) kg od.

Soit (¢, d.) une cogebre de Lie graduée. Soit b := ¢[1] donc ¢ = h[—1], et d¢[1] : h — h R le cocrochet
décalé. L’application b L] h ®bHh — Sh ® Sh se prolonge de maniére unique comme une dérivation
graduée kg de degré —1 de l'algebre commutative graduée libre (Sh, ug,) dans algebre commutative
graduée Sh ® Sh le long de 'homomorphisme Ag,. On calcule sans peine que (S (c[l]), Agp, €, Kg) est
toujours une cogebre de Gerstenhaber. De plus, étant donné un morphisme ¢ : (¢1,0., — (¢2,0,)
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de cogebres de Lie, il vient que I'unique morphisme de cogebres coassociatives cocommutatives

graduées ¢[1] : S(c1[1]) — S(c2[1]) co-induit par ¢[1] est un morphisme de cogebres de Gerstenhaber.
Finalement, soit ¢ : A"¢ — ¢ une application linéaire de degré |p|. L’application ¢ est dite un 1-
cocycle de ¢ lorsque

(6cop) (1A~ Azy) =
r
Z Z(_1)|x;|(‘¢|+‘xl‘+'szfl‘)w; ® 90($1A L A$i_1A£L';/A.’IJi+1A .. 'A.’IJT)
i=1 (@)
r
Z Z(fl)lr;/l(‘wl"'l'—"_+|IT|)§0(:E1A c Al‘iflA-T;iji+lA o A:CT) ® 1;;.’
=1 (z)
(A.13)

quels que soient x1,...,2, € c ot I'on a utilisé la notation de Sweedler é¢(z) =: 3 (2’ ® 2”. On

montre que la codérivation de cogebres cocommutatives coassociatives graduées ¢[1] : S(¢[1]) —
S(c[1]), co-induite par la décalée o[1] € Hom (S(c[1]),¢[1]), est une codérivation graduée de degré
lp| + 1 de cogebres de Gerstenhaber. De plus, dans le cas ¢ = f de la cogebre de Lie colibre, tout
1-cocycle ¢ : ATH® — h® est uniquement déterminé par sa composante pry o .

Soit CG an la catégorie des cogebres de Gerstenhaber telles que la cogébre associative est dans Can,
le cocrochet décalé s’annule sur 1 et la cogebre de Gerstenhaber quotient par K1 est nilpotente
dans le sens que pour tout élément il existe un entier positif N tel que toutes les Nemes itérations
de la comultiplication et du cocrochet décalé s’annulent. Soit h un espace vectoriel gradué. En
prenant la cogebre de Lie colibre ¢ = h[—1]® on constate au bout d’un long calcul que la cogebre

de Gerstenhaber S(c[l]), qui est égale a

G :=S((b[=1%)[1]) (A.14)

est une cogébre de Gerstenhaber colibre dans la catégorie CGan : en fait, étant donnée une appli-
cation linéaire ¢ : C' — b de degré 0 dans le diagramme (A.3) on utilise d’abord la structure de
cogebre de Lie de C[—1] pour construire de ¢[—1] := s 0 ¢ o s~! un morphisme de cogebres de Lie
graduées 1) := ¢[—1] : C[—1] — h[—1]®. Ensuite, le morphisme de cogebres coassociatives cocom-

mutatives graduées ¥[1] : C — S( (h[—1]®)[1]> co-induit par [1] préserve aussi les structures de
cogebres de Lie graduées sur C et Gb.

De la méme facon, on peut co-induire des applications linéaires d : CT — b de degré k comme
codérivations graduées d de degré k de C — Gh le long d’un morphisme ¢ : C — Gh de cogebres
de Gerstenhaber graduées co-induit par ¢ : CT — . Le cas particulier C' = Gh et ¢ = idgp est
intéressant : puisque d est uniquement déterminée par sa composante prb(a) = d, on introduit une
multiplication dy or dg := dj o d sur 'espace Hom(G'h,h) d’apres le moule (A.4). Cette multipli-
cation satisfait (A.5) (avec og remplacé par or), et le commutateur gradué |, |p (I'antisymétrisé
gradué de or) est la structure d’une algebre de Lie graduée sur Hom(G'h, ). On donnera plus de
détails sur or lors de la discussion des structures G, dans le prochain paragraphe.

A.2 Un apergu des structures a homotopie pres

Pour définir des structures Foo (pour F = AL, C,G) sur un espace vectoriel gradué b, on
considere d’abord 'espace décalé h[1] :
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A : on regarde la cogebre colibre graduée Aoh := h[1]®. Une structure Ao, (version compleze
de cochaines) sur b est un élément d € Hom(h[1]¥T, h[1]) de degré 1 avec

dogd=0. (A.15)

De maniere équivalente, on parle d’une codérivation graduée d (co-induite par d) de degré 1 et de
carré nul, i.e. d o d = 0. Alors le couple (h[1]¥,d) est appelé une cogébre codifférentielle graduée.
Puisque l'espace vectoriel h[1]® a une deuxieme graduation h[1]® = @,enh[1]®" (on écrira parfois
b[1]®" =: h[1)I"]), Vapplication d se décompose comme d = > °° d" oi les d” se trouvent dans
Hom(h[1]®", h[1])! quel que soit r € N. Les décalés

m" = d"[-1] = sod o (s%")"! € Hom(h®", )*~" (A.16)
sont donc des morphismes de degré 2 — r et satisfont a ’équation
0 =mog m:= (m[l] og m[1])[—1]. (A.17)

En particulier, m! est de degré 1 et m? est de degré 0. L’identité (A.17) pour r = 1 est équivalente
a dire que m! est une codifférentielle sur h (m'm! = 0). Pour a € Hom(h®*, ) soit (m!.a) I'action
usuelle d’une codifférentielle, i.e. (m'.a) = m' o a — (—1)l Zf:_ol ao (id® @ m! ®id®*17%). Au
rang r = 2, (A.17) exprime la compatibilité de m! avec m?, i.e. m'.m? = 0. Au rang 3 de (A.17)
on voit que l’associateur de m?, m? o (m? ® idy) — m? o (idp ® m?), est un cobord, i.e. égal &
mb.m3, ce qui explique le nom structure associative & homotopie prés. La structure d’une algébre
associative codifférentielle graduée sur h est un exemple d’'une structure A, avec m” = 0 pour
r > 3. Les signes précis pour les identités des quantités décalées m” se calculent a l’aide de la
regle de signe (A.1), (A.2). Historiquement, les structures A, furent introduites par Stasheff, 1963,
[44, p.294, Def. 2.1], dans leur version complexe de chaines, i.e. les m, étaient de degré r — 2 et
satisfaisaient & 0 = (m[—1] o m[—1])[1] ce qui donne exactement les signes de Stasheff. Soient
(h,d) et (G,J) des structures Ao, sur b et sur h. Un morphisme d’algébres Aoy est un morphisme
de cogebres codifférentielles graduées @ : h[1]® — 6[1]®, i.e. ® préserve les comultiplications et les
codifférentielles dans le sens

(@@®)oA=Aod et dod=dod. (A.18)

Toutes les autres structures F, sont concues exactement d’apres le méme moule :

Lo : on regarde la cogebre colibre cocommutative graduée Ly b := S(h[l]) qui est isomorphe
en tant qu’espace vectoriel & Ah. Une structure Lo, sur b est un élément d;, € Hom(STh[1], h[1])
de degré 1 avec dr, oyr dr, = 0. A l'aide de la codérivation dy, de S(b[l]) co-induite par d, le couple
(S(f)[l]),@) est une cogebre cocommutative codifférentielle graduée. En utilisant la deuxieme gra-
duation de S(h[1]) = @,enS"(h[1]) =: @renh[1]) on définit comme avant les applications d7 , et les
structures décalées m} := d} [—1] comme dans (A.16) sont des applications de degré 2 —r dans l'es-
pace Hom (h®T, b) qui sont automatiquement antisymétriques graduées. L’application mlL est une
codifférentielle, on a mle% =0, et le jacobiateur de m%, m% o (m% ®id) o (id®3 + T19To3 + 7'23712),
est proportionnel a mle‘z, d’ou le nom structure d’algébre de Lie a homotopie pres. Les signes
dans les identités des m’ sont induits par ceux qu’on obtient a l'aide de la regle de signe, voir
[33]. Les morphismes Ly, sont des morphismes de cogebres codifférentielles graduées comme dans
(A.18). Un cas particulier est la structure d’une algébre de Lie codifférentielle graduée sur b, i.e.
myp = mlL + m%

C : on regarde la cogebre de Lie colibre graduée Cooh := h[1]®. Une structure Coo sur b est

la donnée d’un élément d € Hom(h[1]®, h[1]) de degré 1 avec doy d = 0. Tout ce qui a été dit pour
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le cas A se traduit de maniere analogue, par exemple la composante décalée m? := d?[—1] est
une multiplication associative commutative graduée a homotopie prés. Pour r € N, on écrira parfois
la notation générale h[1]I") pour h[1]®7. Un cas particulier est la structure d’une algébre associative

commutative codifférentielle graduée sur b, i.e. m = m!' + m?2.

G : on regarde la cogebre de Gerstenhaber colibre graduée Gooh := G(h[1]) = S((h®)[1]) qui
est isomorphe en tant qu’espace vectoriel & Ah®, notation plus simple qu’on utilisera souvent. Une
structure Goo sur b est la donnée d'un élément d € Hom(G(h[1]), h[1]) de degré 1 avec d op d = 0.
La famille des sous-espaces h[1]P1»r] de G(h[l]) pour r,p1,...,p, € N définis par (h*P1)[1]e--- e
(h®Pr)[1] détermine une décomposition de G(h[1]), et les sommes h[1]h= @, p 1 .sp, =y h[1]IP1Pr]

donnent une deuxieme graduation sur G (h[l]) dont la filtration correspondante, hl=" := Dr_1b [1](4,
est préservée par les structures algébriques A, [ et d. On note dP'+Pr la restriction de d & h[1] [P1s--spr]
Soit dPt-Pr[—1] =: mP+-Pr =: m la décalée qui se trouve dans Hom (h¥P1A - -- AH®Pr b).

Les composantes d', d\! et d? sont particulierement importantes : la décalée m! = d![—1]

est une codifférentielle sur h. De plus, la décalée m'! := d![—1] se restreint & la structure d’une
algebre de Lie graduée & homotopie pres sur h. Finalement, la restriction de la décalée m? := d?[—1]
a b est égale a la décalée mb[,l}[l] d’une structure d’algebre commutative graduée associative a
homotopie pres sur h[—1].

Si (b, mp—y[1],1,[, ],b) est une algebre de Gerstenhaber codifférentielle (i.e. la codifférentielle b
préserve la multiplication my_y) et le crochet de Lie gradué [, ], il s’ensuit que ceci induit une
structure G, sur G(h[1]) avec d = d* + d'! + d°.

Une généralisation importante de ce cas d’une structure G, s’obtient de la fagon suivante : soit
(b,[, ]o, 06, b) une bigébre de Lie codifférentielle graduée, i.e. [, ]p est une structure d’algebre de
Lie graduée, &y est une structure de cogebre de Lie graduée, b : b — b est une application linéaire
de degré 1 et de carré nul telles que b préserve [, |p et Jp, i.e.

bol[,]e=1[,Jeo(b®id+id®b) , dpob= (b®id+id®b) o dp,
et [, ]p et dp sont compatibles, i.e.

(550[, ]h = ([, ]b®id)0(7’230(6[1®id)+id®5h)
+Gd® [, Jo) o (6o ®id + 712 0 (1d ® &)).

La derniére condition est équivalente a I’énoncé que le crochet [, ] est un 1-cocycle de la cogebre de
Lie (b, dp), voir I’éqn (A.13). Dans le cas particulier ou1 b est la cogebre de Lie graduée colibre h®
munie du cocrochet § canonique, il est clair que la codifférentielle b est co-induite par sa Composarﬂ
prpob = Z;ozl bP. De plus, tout crochet antisymétrique gradué [, | qui est compatible avec 0 est
également déterminé par sa composante pry o[, | = Z;T,m:l P12 on [PrP2; hOPL @ hEP2 — |
parce que [, , | est un l-cocycle de (h®,d). Pour revenir au cas d’une bigebre de Lie graduée
codifférentielle générale, on construit d’abord la cogebre de Gerstenhaber (S(b[l]),Ash,e, l(;b) a
l'aide de la cogebre de Lie graduée (b, dp), comme déja mentionné ci-dessus. La décalée d' de b est
une application linéaire de degré 1 de b[1] dans b[1], et la décalée d? de [, |p est une application
linéaire de degré 1 de S?(b[1]) dans b[1]. La codérivation d de la cogebre (S(b[1]), A, €) co-induite
par la somme d := d' + d? préserve l5, (grace a la deuxieme et troisieme équation de compatibilité
ci-dessus) et est de carré 0 car b lest, [ , |p satisfait 'identité de Jacobi graduée et b préserve
[, Jo- Alors (S(b[l}),Ash,e,l(sbﬂ) est une cogebre de Gerstenhaber codifférentielle graduée. Ceci
implique la proposition suivante montrée dans [27, p.43, Lemma 2.1] :

Proposition A.1 Supposons donnée une structure de bigebre de Lie codifférentielle sur la cogébre
de Lie graduée colibre @ dont la différentielle et le crochet de Lie sont co-induits respectivement
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par les applications bP : ﬁ — b et [PVP2 : hOPL @ h®P2 — . Alors b a une structure G, d donnée
sur G(f)[l]), pour tous entiers p,p1,p2,...,Pr, ... > 1, par les décalées

&P =slobPo Sy dP1P2 .— =1 5 P12 o (8£® SE)
ot dPrPr =0 pour r > 3.

Pour énoncer un lien entre structures G et Loo, on remarque que l'espace vectoriel gradué b
munie du cocrochet trivial est une sous-cogebre de Lie de la cogebre de Lie colibre h® via I'injection
canonique de h sur h®! : en effet, §(z) = A(z) —7A(z) = 0 pour tout z € b. L’application co-induite
i:S(h[1]) — S((h®)[1]) est donc un morphisme de cogebres de Gerstenhaber injectif.

Proposition A.2 Soient b et $ deux espaces vectoriels gradués.

1. Soitd =372, > L dProProyne structure Goo sur . Alors la restriction dr, de d a la
sous-cogebre de Gerstenhaber S(h[1]) de G(h[1]) définit une unique structure Lo sur by dont
les composantes sont données par dy = dtol,

2. Soient d et D des structures G sur b et §), respectivement, et soit ® : (G(h[1]),d) —
(G(®[1]), D) un morphisme Goo co-induit par l'application ® : G(h[1]) — 9[1]. Alors la res-
triction ¢ de ® a la sous-cogebre S(h[1]) prend ses valeurs dans S($H[1]) et définit un morphisme

Lo entre (S(B[1]), dz) et (S(9[1]), Dz)

Démonstration: On écrit prg : G(h[1]) — B[1] pour la projection canonique.

1. L’application d o 7 est une codérivation de S(h[1]) dans G(h[1]) le long du morphisme 4. Elle est
donc co-induite par sa projection dy, := prg;[l] odoi. Soit d, la codérivation de la cogebre S(h[1])
co-induite par dp. Alors z o dy, est également une codérivation de S(h[1]) dans G(h[1]) le long du
morphisme i. Puisque prh[l] odoi est égal & dy, = Py © dr, = prg;m oiody on peut conclure que
doi=1iodp, et i est donc un morphisme de cogebres de Gerstenhaber graduées codifférentielles.
Grace & cette équation et I'injectivité de i, il vient que dr, o d, = 0, et dr, est donc une structure
Lo sur b dont les composantes sont des restrictions de d & S(h[1]), & savoir d'1.

2. D’apres ce qui précede, application EOES(h[l]) :S(B[1]) — G(H[1]) est un morphisme de cogebres
de Gerstenhaber codifférentielles, et donc co-induit par sa projection ¢ := prg[l] o®do Es(h[l})'

Soit ¢ : S(h[1]) — S(H[1]) le morphisme de cogebres cocommutatives graduées co-induit par ¢. 11
vient que les deux morphismes de cogebres de Gerstenhaber ® o gS(h[l}) et ES( H[1]) © ¢ ont la meéme
composante dans $[1], et sont donc égaux. Ensuite,

isgp) 0 pod, = Poispuyodr =Podoisyu) =D o®oispu)

= Doiggpu) © ¢ = isan]) © DL o ¢,

donc grace a l'injectivité de Zs( 5[1])> I'application ¢ est un morphisme L. O

A.3 Accolades

Soit h un espace vectoriel gradué. Pour chaque entier j on choisit un sous-espace $’ de l’espace
Homp (h®*, h)? satisfaisant la condition que pour tous ¢ € $7,4¢ € H* et pour tout i € N la ‘i-eme
composition’

poitp =Y ¢o (id®H ¢ ®id®) (A.19)

jeN
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soit un élément de $H71*. Soit $ I'espace gradué ®jez$’. On considere Iapplication

r:H¥ 0% - h:E@x - prgé)(z) + eqe (§pry(a).

Puisque la cogebre graduée produit tensoriel H¥ @ h® est de classe Can et la cogebre (h%, Ay, €ys)
est colibre dans cette catégorie, il existe un unique morphisme de cogebres graduées p’ : h® «—
H% @ h® avec pry o p) = r. On écrira toujours p'(€ ® x) = p(§)(z) et 'on consideére p comme
application linéaire H® — Hom(h®, h®). Comme p’ est un morphisme de cogebres, il vient que
pour tous ¢1, - , 0L €9

k+1

Ago o p(dr- - d1) = 3 (p(é1++ 6i1) © p(di -+ 0x) © Age.

i=1

En particulier, p(¢1) est une codérivation de (h%, Aye ), alors p(¢1) = idye *¢1 xidge (ot I'on utilise
la convolution * par rapport a ppe et Ape mentionnée ci-dessus). On montre par récurrence que

p(¢1¢k) = idb® *¢1 *idb® *¢2*idh®*--'*idh® *¢k*idh®

o0
= Y i eaidi? ¢ e - @id)" @ ¢ @idy "

i1t 41=0

quels que soient ¢1,- -+ , ¢ € 9, et on définit les accolades (braces) (voir [31], [25] [26]) par

¢{¢17'” a¢k} = ¢Op(¢1¢k)

Soit mg I’application H® ®H® — § définie par my (£@n) = prg (&) op(n) +ege (€)prg(n). L'unique
morphisme pg : H% @ H® — H® de cogebres graduées de classe Con co-induit par mg (i.e. tel que
Pry o pi = mp) satisfait

pl o (idg@ X p/) = p’ o (IU,K & 1dh®)
pi o (px ®idge) = pk o (idge @ pk)
pro(e®idge) = idge = pr o (idge ®e).
ol e est 1’élément genre groupe dans H® : puisque les membres de droite et de gauches des équations
précédentes sont des morphismes de cogebres il suffit de vérifier leurs projections sur h et sur .
Alors (9%, ur, 1, Age, €50 ) est une bigébre graduée, et p’ définit sur (h®,Ah®) la structure d’une

module-cogébre graduée @ gauche par rapport & $®. On a la formule suivante pour ug, par fois
éerit o

G1- PO P Y =
k
Z H(_1)(|¢r|+"~+\¢k|)(\¢52T_3+1|+"'+|¢sgr,1\)

0<s1 < <59 <l r=1
¢1 T wsl (¢1{w81+17 SRR %2})%2“ T wss
T (¢k{¢52k71+17 <o 7¢s2k})¢s2k+1 T ¢l (A'20>
ou s_1 := 0. La multiplication de Gerstenhaber (graduée) (A.4) ¢ og ¢ est donc donnée par
d{} = ¢ o p(¢) pour ¢, € 9. Soit m[1] € H! la décalée d’une multiplication associative graduée

m : h[—1] ® h[—1] — h[—1]. Il vient que le commutateur gradué bx := [m[l], |k par rapport a
wr définit une dérivation graduée de degré 1 de ux qui est de carré 0 grace a I'associativité de
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m. Puisque tous les éléments de $) sont des éléments primitifs par rapport & Age, i.e. Age(¢p) =
d®1+1® ¢ il vient que bg est également une codérivation de la cogebre H®. Pour ¢1,..., ¢, € 9
on calcule

br(p1--- i) =
ST (mn)rlEEods g (ber) ara o Gr
0<s<k-—1
+ Z |¢1\+ Hostalg, .. s (Psp1 U dsi2)bsis - - - di (A.21)
0<s<k—2

ou b = [m, ]g est le cobord de Hochschild (& un signe global pres) et U est la multiplication cup
définie avant.

La construction précédente se traduit littéralement au cas ot on remplace h® par la cogebre
colibre cocommutative graduée Sh : ici g C Hom(Sh, ), ps : SHs®@Sh — Sh et g : SH3@SH5 —
S$Hg définies par des accolades symétriques.

A.4 Morphismes de formalité

La proposition suivante est un exemple de la théorie de perturbation homologique et était montrée
pour le cas G, dans [27, p.45, Prop. 3.1]. La lettre F' est une variable pour A, L, C,G.

Proposition A.3 Soit § un espace vectoriel gradué, soit D =% >, DUl une structure Fsg sur $
et soit § la cohomologie par rapport a la décalée DI [—1] de la codifférentielle DM Soit 1) h[1] —
H[1] une application HKR, i.e. une injection linéaire de degré 0 avec KerDW = [myM @ rm DM,
Alors pour tout entier positif n > 2 il existe une application linéaire ™ : h[1]M — H[1] de degré
0 et une application d'™ : h[1]" — §[1] de degré 1 telles que

1. d = Y200, A définit une structure Fy, sur b.

2. L’application linéaire ¥ : Fooh — Foo$ co-induite par i = Zn 1 w[k] en tant que morphisme
de cogébres graduées est un morphisme de structures Fuo, i.e. D 9 =1 d'.

De plus d' est uniquement déterminé par le choiz de 1.

Démonstration: Afin de simplifier la notation, on enlévera le symbol o pour la composition des
applications linéaires dans cette démonstration et dans la suivante. Pour un choix arbitraire des
Y (n > 2) et des d'" (n > 2) on définit

Pp,d):=Dy—od et Q(d):=d d.

Alors puisque D et d’ sont des F-codérivations graduées et 9 est un morphisme de F-cogebres
il vient que P(1,d’) est une F-codérivation le long de . De plus, I'équation D D = 0 entraine
I'identité suivante :

DP@,d) + P(,d)d + ¢ Q(d) =0. (%)

On va construire par récurrence v et d’ telles que P(v,d’) et Q(d’) s’annulent. D’abord on note
h[1])=" 1a filtration ®r_oh[1] K] de Fooh et les applications tronquées = = ol 4 ... 4 [l
et =" = @& 4 ... 4 ¢ De la construction des morphismes et codérivations co-induites I'on
constate les faits généraux suivants : 1. Yl et @M gannulent sur h[1 ][l] si k> 1, donc D, d et ¢
préservent les filtrations. 2. Pour les restrictions il vient

(¥ = 9= = (9T + qp[n]))‘

et (EzM)‘

b[1](<n) plji<n’
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bien que la dépendence de v de v ne soit pas linéaire contrairement aux codérivations. 3. On a
d'(h[1]I=n+1) ¢ p[1]En car @) = 0. 4. Si une codérivation  : Fooh — Foo$) le long d’un morphisme
s’annule sur h[1][=", alors p(h[1]1PH1) = plntl(p[1] )y € 5 = HIU car elle est déterminée par ses
projections sur $).

Pour n = 1 on trouve ?(¢,d’)|h[1}[1] = Dyl = 0 par la définition de ! et le fait que &' = 0.
Puisque tout d'? envoie h[1]I=2) sur b[1][) = p[1], sur lequel tout d’ s’annule, il vient que Q(d’)
s’annule sur h[1](=2.

Supposons, par récurrence, qu’il y ait z/J[S”} et d'=" tel que F(z/}[gn},d’[gn}) s’annule sur h[1]
et Q(d'=") s’annule sur h[1]I="H. Alors pour tout choix M+ . p[1)*t] — G[1] et U -
b[1] 1 — p[1] il vient que (grace aux faits 2. et 3. ci-dessus)

[<n]

Pt d=m |y

P, dS )] ey + DU — g lla ] ()

D’un autre coté, regardons lidentité (x) pour ¥ = " et &’ = @' restreinte & h[1)**1 : le terme
Y=l Q(d'=")) s’y annule par hypothese de récurrence, ainsi que le terme P (=7 @/I=7])
au fait 3. ci-dessus et ’hypothese de récurrence. Finalement, grace au fait 4. ci-dessus, la restriction

P(yl=nl, d'[S"])|h[1}[n+1] prend ses valeurs dans $[1], et donc (x) se réduit a

d'=n] grace

0 =D P, d1=m) |y = DHP@E, @) .

Par conséquent, P(!=7], d’[gn])]bm 1) prend ses valeurs dans Ker DY = I'm M @ I'm D, et on
peut donc trouver un unique d"*1 et un M+ tels que le membre de gauche de 1’équation (k)
s’annule.

De plus, Q(d'="*+1) restreinte & h[1]=7*t1 s’annule, car Q(d'I=") s’y annule et dl=mld" 1 = 0 (car
d™ = 0) et &P @l<nl(h[1]I=7 1) = 0 (grace au fait 3.). Finalement, regardons Iidentité () pour
Y = Pl= ] et @ = @571 restreinte & h[1]"2) : d’apres ce qui précede Pyl @lsn 1]y gan-
nule sur h[1]I=7H1 > @ (p[1]+2]), donc le terme P(yp[=n 1 @l +1]) @/l<n+1] gannule sur h[1]"+2.
De plus, gréce au fait 4. les restrictions de P(i)[Sn 1 @/I=nH1]) et de yl<nt1] Q(d/[=n+1]) 3 p[1)n+2]
prennent leurs valeurs dans §. Alors, l'identité (%) a la forme

0 = DMP (= @il e + GMNQ =) |y,

et puisque Im ¢! N Im DI = {0} il vient que Q(d'="+1) s’annule sur h[1]"*+2 ce qui termine la
récurrence. O

On remarque que la codérivation d de Fob co-induite par d'? =: d : p[1]1Z — p[1] est de carré 0.
D’apres le cas n = 2 de la démonstration précédente elle est donnée par la formule

w[lld _ w[lld/[ﬂ _ D[Q]W.

Evidemment, d définit également une structure Fy, sur b.

Pour la construction des star-produits, il est souhaitable de transformer d’ résultant de la
proposition A.3 en son premier terme d : on constate d’abord que l’espace Hom(F.h, h[1]) est
cofiltré par la filtration de Fh, i.e.

Hom(Fooh, h[1])=" 1 := {¢ € Hom(Fob, b[1]) | ¢(h!=") = {0}}

A P’aide du crochet [, |r (oul'indice F signifie G, NR, H, T, on voit que I’application ¢ — [¢, d]r
est une codifférentielle (i.e. de carré 0) sur tout espace Hom(F oo, h[1])Z"1). On en déduit le critere
suffisant pour transformer d’ en d (montré dans [46] et [27, p.48, Prop. 4.1] pour le cas G) :
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Proposition A.4 Soit h un espace vectoriel gradué et d' = Y20, d'" une structure Fs, sur b.
Si la cohomologie de (Hom(Fooh, h[1))122,[ ,d]) s’annule, alors pour tout entier positif n > 2 il
existe des applications '™ : h[1]IM — p[1] de degré 0 telles que le morphisme V' : Fooh — Fooly de
F-cogébres co-induit par ' :==>" /" (avec Y = idy1)) est un morphisme Fi, i.e.

W d=d .

Démonstration: On utilisera les abbréviations h[1] et h[1)=" de la démonstration de la proposi-
tion A.3 précédente et /[ .= ¢/l ... 4 /"] Pour un choix arbitraire des ¢/I" on définit

RW) =9 d—a 7,
qui est une F-codérivation graduée : Fooh — Fooh de degré 1 le long de v/. Puisque d d = 0 et
d’ d = 0 on obtient I'identité
7 RW) +RW) d=0. (+)

Puisque d'l!) = 0 = @l il vient que R(+")(h[1 ][<”+1]) c h[1])=" et donc R(v» ppji<n+1 coincide avec
E(wl[gn])’b[l}[§n+l]. Le but est de construire les 1 par récurrence telle que E(W[Sn]ﬂbm[gnﬂ] =0.
Puisque d et d’ ’annulent sur h[1] et d = &' il vient que R(¢/I<1) s’annule sur hI=2,

Supposons que P'on a choisi ¢/, ..., /I telles que E('I//[Sn]ﬂh[l][ngrl] = 0. Il vient que

§(¢,[§n+1])|h[1 [n+2] =
R gy + @7 dlgns — dop Ty

= R(¢ /[< ])|b[1 2 + (¢ [n+1]7d]F|h[1}[n+2Jv (%)
car les mondémes en ¢/l .. /"1 de o [5”+”|b[1}[n+2] qui contiennent ¢/"*1 ne contiennent que
Y] et ¢/ = id, d’on l'apparition du terme —d op w'[”ﬂ]\h[l][wz] dans (xx). Comme dans

la démonstration précédente, on constate que R(1)’ [Sn]”h[l]["“] prend ses valeurs dans h[1]. On

regarde la restriction de l'identité (x) pour /(" & 'espace h[1]"3]. Puisque d’ s’annule sur h[1],
la composition d’ R(z/[="] )ppajim+3 ne dépend que de la restriction de R(LZJ’[<” ) & h[1]"*+2 et comme

d’ envoie h[1]+3! dans p[1)=72] il vient
0=dop (RW=")|ymsa) + (R |gpymsa) o d.

Il vient que (E(W[Sn]ﬂhm[mg]) se trouve dans Hom(Foh,h[1])Z? et dans le noyau de la co-

différentielle [ , d]r, et puisque la cohomologie était nulle, on trouve 1)’ ("+1] pour annuler le membre
de gauche dans I’équation (). O
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