
TRESSAGES DES GROUPES DE POISSON�A DUAL QUASITRIANGULAIREFabio Gavariniy , Gilles HalboutzyUniversit�a di Roma \Tor Vergata", Dipartimento di Matemati
a { Roma, ITALYz Institut de Re
her
he Math�ematique Avan
�ee, ULP{CNRS { Strasbourg, FRANCEAbstra
t. Let g be a quasitriangular Lie bialgebra over a �eld k of 
hara
teristi
 zero, andlet g� be its dual Lie bialgebra. We prove that the formal Poisson group F [[g�℄℄ is a braidedHopf algebra. More generally, we prove that if �Uh;R� is any quasitriangular QUEA, then�Uh0; Ad(R)��Uh0
Uh0� | where Uh0 is de�ned by Drinfeld | is a braided QFSHA. The �rstresult is then just a 
onsequen
e of the existen
e of a quasitriangular quantization (Uh; R) ofU(g) and of the fa
t that Uh0 is a quantization of F [[g�℄℄.
Introdu
tionSoit g une big�ebre de Lie sur un 
orps k de 
ara
t�eristique z�ero; notons g� la big�ebre deLie duale de g et F [[g�℄℄ l'alg�ebre des fon
tions sur le groupe de Poisson formel asso
i�e �ag� . Si g est quasitriangulaire, munie d'une r{matri
e r, 
ela donne �a g 
ertaines propri�et�esadditionnelles. Une question se pose alors: quelle nouvelle stru
ture obtient-on sur labig�ebre duale g� ? Dans 
e travail, nous allons montrer que l'alg�ebre de Hopf-Poissontopologique F [[g�℄℄ est une alg�ebre tress�ee (nous donnerons la d�e�nition plus loin). Celaavait �et�e d�emontr�e pour g = sl(2; k) par Reshetikhin (
f. [Re℄), et g�en�eralis�e au 
as o�u gest de Ka
-Moody de type �ni (
f. [G1℄) ou de type aÆne (
f. [G2℄) par le premier auteur.Pour d�emontrer le r�esultat, nous allons utiliser les quanti�
ations d'alg�ebres envelop-pantes. D'apr�es Etingof-Kazhdan (
f. [EK℄), toute big�ebre de Lie admet une quanti�
ationUh(g), �a savoir une alg�ebre de Hopf (topologique) sur k[[h℄℄ dont la sp�e
ialisation �a h = 0est isomorphe �a U(g) 
omme alg�ebre de Hopf 
o-Poisson; de plus, si g est quasitriangulaireet r est sa r{matri
e, alors il existe une quanti�
ation Uh(g) qui est aussi quasitriangu-laire, en tant qu'alg�ebre de Hopf, munie d'une R{matri
e Rh 2 Uh(g) 
 Uh(g) telle queRh � 1 + r h mod h2 (o�u l'on identi�e les espa
es ve
toriels Uh(g) et U(g)[[h℄℄ ).D'apr�es Drinfel'd (
f. [Dr℄), pour toute alg�ebre enveloppante universelle quanti��ee U , onpeut d�e�nir une sous-alg�ebre de Hopf U 0 telle que, si la limite semi-
lassique de U est U(g)(ave
 g une big�ebre de Lie), alors la limite semi-
lassique de U 0 est F [[g�℄℄. Dans notre 
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2 FABIO GAVARINI, GILLES HALBOUTsi l'on 
onsid�ere Uh(g)0, on peut remarquer que la R{matri
e n'appartient pas, a priori,�a Uh(g)0 
 Uh(g)0 ; n�eanmoins, nous prouvons que son a
tion adjointe Rh := Ad(Rh) :Uh(g)
Uh(g) ��! Uh(g)
Uh(g) , x
 y 7! Rh � (x
 y) �R�1h , stabilise Uh(g)0 
Uh(g)0,don
 induit par sp�e
ialisation un op�erateur R0 sur F [[g�℄℄
 F [[g�℄℄ . En�n, les propri�et�esqui font de Rh une R{matri
e font de Rh un op�erateur de tressage, don
 il en est de mêmepour R0 : ainsi, la paire �F [[g�℄℄;R0� est une alg�ebre tress�ee.REMERCIEMENTSLes auteurs tiennent �a remer
ier M. Rosso et C. Kassel pour de nombreux entretiens.
x 1. D�e�nitions et rappels1.1 Les obje
ts 
lassiques. Soit k un 
orps �x�e de 
ara
t�eristique zero. Dans la suitek sera le 
orps de base de tous les objets | alg�ebres et big�ebres de Lie, alg�ebres de Hopf,et
. | que nous introduirons.Suivant [CP℄, x1.3, nous appellons big�ebre de Lie une paire (g; Æg) o�u g est une alg�ebrede Lie et Æg: g ! g 
 g est une appli
ation lin�eaire antisym�etrique | dite 
o
ro
het deLie | telle que son dual Æ�g: g� 
 g� ! g� soit un 
ro
het de Lie et que Æg elle mêmesoit un 1-
o
y
le de g �a valeurs dans g 
 g. Le dual lin�eaire g� de g est alors �a son tourune big�ebre de Lie. Suivant [CP℄, x2.1.B, nous appelons big�ebre de Lie quasitriangulaireune paire (g; r) telle que r 2 g 
 g soit solution de l'�equation de Yang-Baxter 
lassique(CYBE) [r12; r13℄ + [r12; r23℄ + [r13; r23℄ = 0 dans g 
 g 
 g et g soit une big�ebre de Liepar rapport au 
o
ro
het Æ = Æg de�ni par Æ(x) = [x; r℄ ; l'�el�ement r est alors appel�er{matri
e de g.Si g est une alg�ebre de Lie, son alg�ebre enveloppante universelle U(g) est une alg�ebrede Hopf; si de plus g est une big�ebre de Lie, alors U(g) est en fait une alg�ebre de Hopf
o-Poisson (
f. [CP℄, x6.2.A).Soit g une alg�ebre de Lie quel
onque: on appelle alg�ebre de fon
tions sur le groupe formelasso
i�e �a g, ou tout simplement groupe formel asso
i�e �a g, l'espa
e F [[g℄℄ := U(g)� duallin�eaire de U(g). Comme U(g) est une alg�ebre de Hopf, son dual F [[g℄℄ est une alg�ebrede Hopf formelle (suivant [Di℄, Ch. 1). Remarquons que si G est un groupe alg�ebrique
onnexe d'alg�ebre de Lie g, et F [G℄ est l'alg�ebre de Hopf des fon
tions reguli�eres sur G,et si me est l'id�eal maximal dans F [G℄ des fon
tions qui s'annulent au point unit�e e 2 G ,alors l'alg�ebre de Hopf formelle F [[g℄℄ n'est rien d'autre que la 
ompl�etion me{adique deF [G℄ (
f. [On℄, Ch. I). Lorsque, de plus, g est une big�ebre de Lie, F [[g℄℄ est en fait unealg�ebre de Hopf-Poisson (
f. [CP℄, x6.2.A) formelle.1.2 Tressages et quasitriangularit�e. Soit H une alg�ebre de Hopf dans une 
at�egorietensorielle (A;
) (
f. [CP℄, x5): H est dite tress�ee (
f. [Re℄, D�e�nition 2) s'il existe unautomorphisme d'alg�ebre R de H 
H, appel�e op�erateur de tressage de H, di��erent de lavolte �: a
 b 7! b
 a et v�eri�ant R Æ� = �op(�
 Id) ÆR = R13 ÆR23 Æ (�
 Id) ; (Id
�) ÆR = R13 ÆR12 Æ (Id
�)o�u �op = � Æ� et R12, R13 et R23 sont les automorphismes de H 
 H 
 H d�e�nis parR12 = R
 Id , R23 = Id
R , R13 = (� 
 Id) Æ (Id
R) Æ (� 
 Id) .



TRESSAGES DES GROUPES DE POISSON �A DUAL QUASITRIANGULAIRE 3En�n, dans le 
as o�u H est, de plus, une alg�ebre de Hopf Poisson, nous dirons que 
ettealg�ebre est tress�ee en tant qu'alg�ebre de Hopf Poisson si elle est tress�ee en tant qu'alg�ebrede Hopf | par un tressage qui est aussi un automorphisme d'alg�ebre de Poisson.Si la paire (H;R) est une alg�ebre tress�ee, il r�esulte de la d�e�nition que R v�eri�el'�equation de Yang-Baxter quantique | QYBE dans la suite | dans End(H
3), �a savoirR12 ÆR13 ÆR23 = R23 ÆR13 ÆR12
e qui entrâ�ne que pour tout n 2 N le groupe des tresses Bn agit sur H
n; on peut ensuitealors obtenir des invariants de noeuds, selon la re
ette donn�ee en [CP℄, x15.12.Une alg�ebre de Hopf H (dans une 
ategorie tensorielle) est dite quasitriangulaire (
f.[Dr℄, [CP℄) s'il existe un �el�ement inversible R 2 H 
H , appel�e R{matri
e de H, tel queR ��(a) �R�1 = Ad(R)(�(a)) = �op(a)(�
 Id)(R) = R13R23 ; (Id
�)(R) = R13R12o�u R12, R13 et R23 sont des �el�ements de H
3 d�e�nis par R12 = R
 1 , R23 = 1 
 R etR13 = (� 
 Id)(R23) = (Id
 �)(R12) . Il r�esulte alors des identit�es 
i-dessus que R v�eri�ela QYBE dans H
3, i.e. R12R13R23 = R23R13R12 :Ainsi, les produits tensoriels de H{modules sont munis d'une a
tion du groupe des tresses.En outre, il est 
lair que si (H;R) est quasitriangulaire, alors �H;Ad(R)� est tress�ee.1.3 Les obje
ts quantiques. Soit A la 
at�egorie dont les objets sont les k[[h℄℄{modules topologiquement libres et 
omplets au sens h{adique, et les morphismes sont lesappli
ations k[[h℄℄{lin�eaires 
ontinues. Pour tous V ,W dans A, d�e�nissons V 
W 
omme�etant la limite proje
tive des k[[h℄℄Æ(hn){modules �V=hnV � 
k[[h℄℄Æ(hn) �W=hnW � : 
elafait de A une 
at�egorie tensorielle (voir [CP℄ pour plus de details). D'apr�es Drinfel'd(
f. [Dr℄), on appelle alg�ebre enveloppante universelle quanti��ee | QUEA dans la suite |toute alg�ebre de Hopf dans la 
at�egorie A dont la limite semi-
lassique (i.e. la sp�e
ialisationen h = 0 ) est l'alg�ebre enveloppante universelle d'une big�ebre de Lie. De même, on appellealg�ebre de Hopf de s�eries formelles quantiques | QFSHA dans la suite | toute alg�ebrede Hopf dans la 
at�egorie A dont la limite semi-
lassique est l'alg�ebre de fon
tions sur ungroupe formel.Dans la suite, nous aurons besoin du r�esultat suivant:Th�eor�eme 1.4. (
f. [EK℄) Soit g une big�ebre de Lie. Il existe une QUEA Uh(g) dont lalimite semi-
lassique est isomorphe �a U(g) ; en outre, il existe un isomorphisme de k[[h℄℄{modules tel que Uh(g) �= U(g)[[h℄℄ .De plus, si (g; r) est quasitriangulaire, alors il existe une QUEA Uh(g) 
omme 
i-dessus et un �el�ement Rh 2 Uh(g)
 Uh(g) tels que �Uh(g); Rh� soit une alg�ebre de Hopfquasitriangulaire et Rh = 1 + r h+ O �h2� (ave
 O �h2� 2 h2 �H 
H ). �1.5 Le fon
teur de Drinfeld. Soit H une alg�ebre de Hopf sur k[[h℄℄. Pour tout n 2 N ,on d�e�nit �n: H �! H
n par �0 := �, �1 := IdH et �n := ��
 Id
(n�2)H � Æ�n�1 sin > 2. Pour tout sous-ensemble ordonn�e � = fi1; : : : ; ikg � f1; : : : ; ng ave
 i1 < � � � < ik ,on d�e�nit l'homomorphisme j�: H
k �! H
n par j�(a1 
 � � � 
 ak) := b1 
 � � � 
 bn



4 FABIO GAVARINI, GILLES HALBOUTave
 bi := 1 si i =2 � et bim := am pour 1 � m � k ; on pose alors �� := j� Æ�k . Ond�e�nit aussi Æn: H �! H
n par Æn :=P��f1;:::;ng (�1)n�j�j�� , pour tout n 2 N+ , etplus g�eneralement, pour tout � = fi1; : : : ; ikg � f1; : : : ; ng , ave
 i1 < � � � < ik , on d�e�nitÆ� := X�0�� (�1)j�j�j�0j��0 : (1:1)En parti
ulier, Æf1;:::;ng = Æn . Grâ
e au prin
ipe d'in
lusion-ex
lusion, 
e
i �equivaut �a�� = X�0�� Æ�0 (1:2)pour tout � = fi1; : : : ; ikg � f1; : : : ; ng ave
 i1 < � � � < ik . En�n on d�e�nit le sous-espa
eH 0 := � a 2 H �� Æn(a) 2 hnH
n 	 ;de H que nous 
onsid�ererons muni de la topologie induite. Nous avons alors leTh�eor�eme 1.6. (
f. [Dr℄, x7, ou [G3℄) Soit H une alg�ebre de Hopf dans la 
at�egorie A.Alors H 0 est une QFSHA. De plus, si H = Uh(g) est une QUEA ayant U(g) 
ommelimite semi-
lassique, alors la limite semi-
lassique de Uh(g) 0 est F [[g�℄℄ . �
x 2. Les r�esultats prin
ipauxDu point de vue te
hnique, le r�esultat prin
ipal de 
et arti
le 
on
erne le 
adre g�en�eraldes alg�ebres de Hopf quasitriangulaires:Th�eor�eme 2.1. Soit H une alg�ebre de Hopf quasitriangulaire dans la 
at�egorie A, et soitR sa R{matri
e. Alors, l'automorphisme interieur Ad(R): H 
H ! H 
H se restreinten un automorphisme de H 0 
H 0. La paire �H 0; Ad(R)��H0
H0� est don
 une alg�ebre deHopf tress�ee dans la 
at�egorie A. �La preuve de 
e th�eor�eme sera donn�ee dans le paragraphe 3. Mais nous pouvons d�ej�a entirer 
omme 
ons�equen
e le r�esultat prin
ipal annon
�e par le titre et dans l'introdu
tion,qui nous donne une interpr�etation g�eometrique de la r{matri
e 
lassique:Th�eor�eme 2.2. Soit g une big�ebre de Lie quasitriangulaire. Alors l'alg�ebre de Hopf Pois-son topologique F [[g�℄℄ est tress�ee. En outre, il existe une quanti�
ation de F [[g�℄℄ qui estune alg�ebre de Hopf tress�ee dont l'op�erateur de tressage se sp�e
ialise en 
elui de F [[g�℄℄.Preuve. Soit r la r{matri
e de g. D'apr�es le Th�eor�eme 1.4, il existe une QUEA quasi-triangulaire �Uh(g); Rh� dont la limite semi-
lassique est exa
tement �U(g); r� �a savoir,Uh(g)ÆhUh(g) �= U(g) et (R � 1)Æh � r mod hUh(g)
2 . Par le Th�eor�eme 1.6, la limitesemi-
lassique de Uh(g)0 est F [[g�℄℄. Soit Rh := Ad(Rh) ; le Th�eor�eme 2.1 nous assure que�Uh(g) 0; Rh��Uh(g)0
Uh(g)0 � est une alg�ebre de Hopf tress�ee, don
 sa limite semi-
lassique�F [[g�℄℄; �Rh��Uh(g)0
Uh(g)0� ���h=0� est tress�ee aussi. De plus, 
omme Rh est un automor-



TRESSAGES DES GROUPES DE POISSON �A DUAL QUASITRIANGULAIRE 5phisme d'alg�ebre et le 
ro
het de Poisson de F [[g�℄℄ est donn�e par fa; bg = �[�; �℄Æh���h=0pour tout a, b 2 F [[g�℄℄ et �, � 2 Uh(g) 0 tels que �jh=0 = a , �jh=0 = b , nous avons que�Rh��Uh(g)0
Uh(g)0� ���h=0 est aussi un automorphisme d'alg�ebre de Poisson. �Le th�eor�eme 
i-dessus donne don
 une interpr�etation g�eom�etrique de la r{matri
e d'unebig�ebre de Lie quasitriangulaire. Ce même r�esultat avait �et�e d�emontr�e pour g = sl(2; k)par Reshetikhin (
f. [Re℄), et g�en�eralis�e par le premier auteur au 
as o�u g est de Ka
-Moodyde type �ni (
f. [G1℄, o�u une analyse plus pr�e
ise est e�e
tu�ee) ou de type aÆne (
f. [G2℄).Le Th�eor�eme 2.2 a aussi une 
ons�equen
e importante. Soient g et g� 
omme 
i-dessus,soit R le tressage de F [[g�℄℄, et soit e l'id�eal maximal (unique) de F [[g�� g�℄℄ = F [[g�℄℄
F [[g�℄℄ (produit tensoriel topologique, selon [Di℄, Ch. 1). Puisque R est un automorphismed'alg�ebre, R(e) = e et R induit un automorphisme d'�espa
e ve
toriel R: eÆe2 ! eÆe2 ;or eÆe2 �= g � g , don
 puisque R est aussi un automorphisme d'alg�ebre de Poisson, larestri
tion R est un automorphisme d'alg�ebre de Lie de g� g = eÆe2 ; l'automorphisme Rh�erite aussi des autres propi�et�es du tressage R. En�n, le dual R�: g��g� ! g��g� est unautomorphisme de 
og�ebre de Lie de g� � g�, dot�e lui aussi de plusieurs autres propriet�esduales de 
elles de R. En parti
ulier, R, R et R� sont solutions de la QYBE. Il existe don
une a
tion du groupe des tresses Bn sur F [[g� � g�℄℄
n, sur (g� g)
n, et sur (g� � g�)
n(n 2 N), dont on peut tirer des invariants de noeuds (selon [CP℄, x15.12).De tels automorphismes de g� � g� et de g � g ont �et�es introduits dans [WX℄, x9;leur 
onstru
tion est li�ee �a la "R{matri
e globale", qui donne aussi une interpr�etationg�eom�etrique de la r{matri
e 
lassique. Il 
onviendrait alors de 
omparer nos r�esultats et
eux de [WX℄ et d'�etudier parall�element les propriet�es de fon
torialit�e de notre 
onstru
-tion: tout 
ela fera l'objet d'un arti
le �a suivre.x 3. D�emonstration du th�eor�eme 2.1Dans 
ette se
tion (H;R) sera une alg�ebre de Hopf quasitriangulaire 
omme dansl'�enon
�e du Th�eor�eme 2.1. Nous voulons �etudier l'a
tion adjointe de R sur H 
 H, o�u
ette derni�ere est munie de sa stru
ture naturelle d'alg�ebre de Hopf; nous noterons par~� son 
oproduit, d�e�ni par ~� := �23 Æ (� 
 IdH 
 IdH) Æ (IdH 
 �) o�u �23 d�esignela volte dans les positions 2 et 3. Nous noterons aussi I := 1 
 1 l'unit�e dans H 
 H.Selon notre d�e�nition du produit tensoriel en A, on a �H 
H�0 = H 0
H 0 . Notre but estde montrer que, bien que R n'appartienne pas for
�ement �a �H 
H�0, son a
tion adjointea 7! R � a �R�1 laisse stable �H 
H�0 = H 0 
H 0 .Posons tout d'abord, pour � = fi1; : : : ; ikg � f1; : : : ; ng , toujours ave
 i1 < � � � < ik :R� := R2i1�1;2ikR2i1�1;2ik�1 � � �R2i1�1;2i1R2i2�1;2ik � � �R2ik�1�1;2ikR2ik�1;2i1 � � �R2ik�1;2i1(produit de k2 termes) o�u Rr;s := jfr;sg(R) , en d�e�nissant jfr;sg: H
H �! H
2n 
ommepr�e
�edemment. Nous noterons toujours j�j pour le 
ardinal de � (i
i j�j = k ).Lemme 3.1. Dans �H 
H�
n, pour tout � � f1; : : : ; ng, on a: ~��(R) = R� .Preuve. Sans perdre de g�en�eralit�e, nous d�emontrerons le r�esultat pour �=f1; : : : ; ng, i.e.~�f1;:::;ng(R) = Rf1;:::;ng = R1;2n �R1;2n�2 � � �R1;2 �R3;2n � � �R2n�3;2 �R2n�1;2n � � �R2n�1;2 :



6 FABIO GAVARINI, GILLES HALBOUTLe r�esultat est �evident au rang n = 1 . Supposons le a
quis au rang n , et montrons leau rang n+ 1 ; par d�e�nition de ~� et par les propri�et�es de la R{matri
e on a~�f1;:::;n+1g(R) = � ~�
 IdH
H
n�1�� ~�f1;:::;ng(R)� = � ~�
 IdH
H
n�1��Rf1;:::;ng�= �23(�
 Id
2nH )�IdH 
�
 Id
2(n�1)H �(R1;2n � � �R1;2 � � �R3;2 � � �R2n�1;2)= �23��
 Id
2nH � (R1;2n+1 � � �R1;3R1;2 � � �R4;3R4;2 � � �R2n;3R2n;2)= �23(R1;2n+2R2;2n+2 � � �R1;4R2;4R1;3R2;3 � � �R5;4R5;3 � � �R2n+1;4R2n+1;3)= R1;2n+2R3;2n+2 � � �R1;4R3;4 �R1;2R3;2 � � �R5;4 �R5;2 � � �R2n+1;4R2n+1;2= R1;2n+2 � � �R1;4R1;2R3;2n+2 � � �R3;4R3;2 � � �R5;4R5;2 � � �R2n+1;4R2n+1;2= Rf1;:::;n+1g ; q.e.d. �Dor�enavant pour tout, a, b 2 N , nous utiliserons la notation Cab pour d�esigner l'entier�ba� := b!a!(b�a)! 2 N .Lemme 3.2. Pour tout a 2 �H 
H�0, et pour tout ensemble � tel que j�j > i , on a~��(a) = X�0��; j�0j�i(�1)i�j�0jCi�j�0jj�j�1�j�0j ~��0(a) + O�hi+1� :Preuve. Il suÆt de prouver l'�enon
�e pour � = f1; : : : ; ng; ave
 n > i . Grâ
e �a (1.2), on a~�f1;:::;ng(a) = X���f1;:::;ng Æ��(a) = X���f1;:::;ng; j��j�iÆ��(a) + O�hi+1�= X���f1;:::;ng; j��j�i X�0��� (�1)j��j�j�0j ~��0(a) +O�hi+1�= X�0�f1;:::;ng; j�0j�i~��0(a) X�0���; j��j�i (�1)j��j�j�0j +O�hi+1�= X�0�f1;:::;ng; j�0j�i~��0(a) (�1)i�j�0jCi�j�0jn�1�j�0j + O�hi+1� ; q.e.d. �Avant de nous attaquer au r�esultat prin
ipal, il nous faut en
ore un petit rappel te
h-nique sur les 
oeÆ
ients du binôme: on peut le prouver fa
ilement en utilisant le d�eveloppe-ment en s�erie formelle de (1�X)�(r+1) , �a savoir (1�X)�(r+1) = 1Pk=0Crk+rXk .Lemme 3.3. Soient r, s, t 2 N tels que r < t. On a alors les relations suivantes (o�ul'on pose Cvu := 0 si v > u ):(a) tXd=0 (�1)d Crd�1 Cdt = �(�1)r ; (b) tXd=0 (�1)d Crd+s Cdt = 0 : �Voi
i en�n le r�esultat prin
ipal de 
ette se
tion:



TRESSAGES DES GROUPES DE POISSON �A DUAL QUASITRIANGULAIRE 7Proposition 3.4. Pour tout a 2 �H 
H�0 , nous avons RaR�1 2 �H 
H�0 .Preuve. Comme nous devons montrer que RaR�1 appartient �a �H 
H�0, nous devons
onsid�erer les termes Æn�RaR�1�, n 2 N . Pour 
ela r�e�e
rivons Æf1;:::;ng�RaR�1� enutilisant le Lemme 3.1 et le fait que ~�, et plus g�en�eralement ~�fi1;:::;ikg (pour k � n), estun morphisme d'alg�ebre: Æf1;:::;ng �RaR�1� = P��f1;:::;ng (�1)n�j�jR� ~��(a)R�1� .Nous allons d�emontrer par r�e
urren
e sur i queÆf1;:::;ng �RaR�1� = O�hi+1� pour tout 0 � i � n� 1 : (?)Autrement dit, on verra que tous les termes du d�eveloppement limit�e �a l'ordre n� 1 sontnuls, don
 Æn �RaR�1� = O(hn) , d'o�u notre �enon
�e.Pour i = 0 , on a, pour 
haque � , ~��(a) = �(a)I
n+O(h) , R� = I
n+O(h) , et aussiR�1� = I
n + O(h) , d'o�u Æf1;:::;ng �RaR�1� = nPk=1Ckn(�1)n�k�(a) I
n + O(h) = O(h) ,don
 le r�esultat (?) est vrai pour i = 0 .Supposons le r�esultat (?) a
quis pour tout i0 < i . �E
rivons les d�eveloppements h{adiques de R� et R�1� sous la forme R� = P1̀=0R (`)� h` et R�1� = P1m=0R (�m)� hm .Par la proposition pr�e
�edente, nous avons une approximation de ~��(a) �a l'ordre j:~��(a) = X�0��; j�0j�j (�1)j�j�0jCj�j�0jj�j�1�j�0j ~��0(a) +O�hj+1� :Nous avons alors l'approximation de Æf1;:::;ng �RaR�1� suivante:Æf1;:::;ng �RaR�1� = X��f1;:::;ng X`+m�i (�1)n�j�jR (`)� ~��(a)R (�m)� h`+m +O�hi+1� == iXj=0 X`+m=i�j X��f1;:::;ngj�j>j X�0��j�0j�j(�1)n�j�j (�1)j�j�0jCj�j�0jj�j�1�j�0jR (`)� ~��0(a)R (�m)� ++ X��f1;:::;ngj�j�j (�1)n�j�jR (`)� ~��(a)R (�m)� !h`+m +O�hi+1� == iXj=0 X`+m+j=i X�0�f1;:::;ngj�0j�j  X��f1;:::;ng�0��; j�j>j(�1)n�j�j (�1)j�j�0j Cj�j�0jj�j�1�j�0jR (`)� ~��0(a)R (�m)� ++ (�1)n�j�0jR (`)�0 ~��0(a)R (�m)�0 !h`+m + O�hi+1� :Nous noterons (E) la derni�ere expression entre parenth�ese, et nous montrerons que 
etteexpression est nulle, d'o�u Æn �RaR�1� = O�hi+1� .Regardons d'abord les termes 
orrespondant �a ` + m = 0 , 
'est-�a-dire j = i . Onretrouve alors Æf1;:::;ng(a), qui est dans O�hi+1� par hypoth�ese. Dans la suite du 
al
ulnous supposerons d�esormais `+m > 0 .



8 FABIO GAVARINI, GILLES HALBOUTRegardons maintenant 
omment les termes R (`)� et R (�m)� agissent sur �H 
H�0 
n(respe
tivement �a gau
he et �a droite) pour ` + m �x�e (et positif), disons ` + m = S .En faisant le d�eveloppement limit�e de 
haque Ri;j qui apparâ�t dans R� , on voit queR (`)� et R (�m)� sont sommes de produits d'au plus ` et m termes respe
tivement, 
ha-
un agissant sur au plus deux fa
teurs tensoriels de �H 
H�0 
n. Nous allons r�e�e
rireP`+m=SR (`)� ~��0(a)R (�m)� en regroupant les termes de la somme qui agissent sur les mêmesfa
teurs de �H 
H�0 
n, fa
teurs dont nous identi�erons les positions par �00.Si i appartient �a �00, dans l'identi�
ation (H 
H)
n = H
2n (telle qu'on l'a 
hoisiepour d�e�nir R� ) l'indi
e i 
orrespond �a la paire (2i � 1; 2i) ; mais alors R� et R�1� , etdon
 aussi 
haque R (`)� et 
haque R (�m)� , n'agissent de mani�ere non triviale sur le i{�emefa
teur de ~��0(a) que si, dans l'�e
riture expli
ite de R�, un terme non trivial apparait auxpla
es 2i� 1 ou 2i, don
 seulement si i 2 � : ainsi �00 � � . Nous posons alorsX`+m=SR (`)� ~��0(a)R (�m)� = X�00��A(S)�0;�;�00(a) :Maintenant 
onsid�erons �� � � . D'apr�es la d�e�nition on a R�� = R�+A , o�u A est unesomme de termes qui 
ontiennent des fa
teurs R (s)2i�1;2j ave
 fi; jg 6� � : pour 
e voir, ilsuÆt de d�evelopper 
haque fa
teur Ra;b dans R�� 
omme Ra;b = 1
2n +O(h) . De même,on a aussi R (`)�� = R (`)� +A0 , et pareillement R (�m)�� = R (�m)� +A00 . Cela implique queA(S)�00;��;�0(a) = A(S)�00;�;�0(a) , et don
 les A(S)�00;�;�0(a) ne d�ependent pas de � ; on �e
rit alorsX`+m=SR (`)� ~��0(a)R (�m)� = X�00��A(S)�0;�00(a) :Nous allons ensuite r�e�e
rire (E) �a l'aide des A(S)�0;�00(a). Par 
ommodit�e dans la suitedes 
al
uls, on notera Æ�00��0 la fon
tion qui vaut 1 si �00 � �0 et 0 sinon. Nous obtenonsalors une nouvelle expression pour Æf1;:::;ng �RaR�1� , �a savoirÆf1;:::;ng�RaR�1� = i�1Xj=0 X�0�f1;:::;ngj�0j�j  X��f1;:::;ng�0��; j�j>j(�1)n�j�j (�1)j�j�0jCj�j�0jj�j�1�j�0j�� X�00��A(i�j)�0;�00(a) + (�1)n�j�0j X�00��0A(i�j)�0;�00(a)!hi�j +O�hi+1� == i�1Xj=0 X�0�f1;:::;ngj�0j�j hi�j X�00�f1;:::;ngA(i�j)�0;�00(a)�� X��f1;:::;ng�0��; �00��; j�j>j(�1)n�j�j (�1)j�j�0j Cj�j�0jj�j�1�j�0j + (�1)n�j�0j Æ�00��0!+ O�hi+1� :



TRESSAGES DES GROUPES DE POISSON �A DUAL QUASITRIANGULAIRE 9Notons �E0��0;�00 la nouvelle expression entre parenth�ese; autrement dit, pour �0 et �00�x�ees, ave
 ���0�� � j , on pose�E0��0;�00 := X��f1;:::;ng�0��; �00��; j�j>j(�1)n�j�j (�1)j�j�0j Cj�j�0jj�j�1�j�0j + (�1)n�j�0j Æ�00��0(au passage, remarquons que 
elle-
i est une expression purement 
ombinatoire); nousallons montrer que 
ette expression est nulle lorsque �0 et �00 sont telles que ���0 [ �00�� �j�i+���0�� et ���0�� � j . En vertu du lemme suivant, 
e
i suÆra pour prouver la proposition.Lemme 3.5.(a) On a j < i et i � n� 1 , don
 j � n� 2 .(b) Pour tout S > 0 , dans l'expression P`+m=SR (`)� ~��0(a)R (�m)� = P�00��A(S)�0;�00(a)on a A(S)�0;�00(a) = 0 pour tout �0, �00 tels que ���0 [ �00�� > S + ���0�� .Preuve. La premi�ere assertion est �evidente; pour montrer la deuxi�eme nous �etudionsl'a
tion adjointe de R� sur �H 
H�
n.Premi�erement, sur k � I
n l'a
tion de 
es �el�ements donne un terme nul 
ar on retrouvele terme �a l'ordre S du d�eveloppement h{adique de R� �R�1� = 1 (pour S > 0 ).Deuxi�emement, 
onsid�erons � � f1; : : : ; ng , et �etudions l'a
tion sur �H 
H)�0 :=j�0 ��H 
H�
j�j� (� �H 
H�
n ) . On sait que R� est un produit de j�j2 termes dutype Ra;b , ave
 a; b 2 � 2i� 1; 2j �� i; j 2 �	 ; analysons don
 
e qui se passe lorsqu'on faitle produit P := R� � x �R�1� si x 2 �H 
H)� .Consid�erons le fa
teur Ra;b qui apparâ�t le plus �a droite: si a; b 62 � 2j� 1; 2j �� j 2 �0 	 ,alors en 
al
ulant P on trouve P := R� xR�1� = R?Ra;b xR�1a;b R�1? = R? xR�1? (o�uR? := R�R�1a;b ). De même, en avan�
ant de droite �a gau
he le long de R� on peut �e
artertous les fa
teurs R
;d de 
e type, �a savoir tels que 
; d 62 � 2j � 1; 2j �� j 2 �0 	 . Ainsi lepremier fa
teur dont l'a
tion adjointe est non triviale sera n�e
essairement du type R�a;�bave
 l'un des deux indi
es appartenant �a � 2j�1; 2j �� j 2 �0 	 , soit par exemple �a. Notonsque le nouvel indi
e �a (2 f1; 2; : : : ; 2n � 1; 2ng ) , qui agit sur un fa
teur tensoriel dansH
2n, 
orrespond �a un nouvel indi
e j�a (2 f1; : : : ; ng ) , agissant sur un fa
teur tensorielde �H 
H�
n . Ainsi pour les fa
teurs su

essifs | i.e. �a gau
he de R�a;�b | il fautr�ep�eter la même analyse, mais ave
 l'ensemble � 2j � 1; 2j �� j 2 �0 [ fj�ag	 �a la pla
e de� 2j � 1; 2j �� j 2 �0 	 ; don
, 
omme R�a;�b pouvait agir de mani�ere non triviale sur au plus���0�� fa
teurs de �H 
H�
n, de même le fa
teur plus pro
he �a sa gau
he ne peut agirde mani�ere non triviale que sur au plus ���0�� + 1 fa
teurs. La 
on
lusion est que l'a
tionadjointe de R� est non triviale sur au plus ���0��+ ����� fa
teurs de �H 
H�
n.Maintenant, 
onsid�erons les di��erents termes R (`)� et R (�m)� , ave
 ` + m = S , et�etudions les produits R (`)� � x � R (�m)� , ave
 x 2 �H 
H)� . On sait d�ej�a que R (`)�et R (�m)� sont sommes de produits, not�es P+ et P� , d'au plus ` et m termes respe
-tivement, du type R (�k)i;j ; les termes A(S)�0;�00(a) ne sont alors que des sommes de ter-mes du type P+ ~��0(a)P� , o�u de plus les \indi
es" intervenant dans P+ et P� sont



10 FABIO GAVARINI, GILLES HALBOUTdans �00. Or, 
omme 
haque P+ et 
haque P� est un produit d'au plus ` et m fa
teursR (�k)i;j , on peut raÆner l'argument pr�e
�edent. Consid�erons seulement le terme �a l'ordreS du d�eveloppement h{adique de P := R� xR�1� = R?Ra;b xR�1a;b R�1? = R? xR�1? :lorsque il y a des fa
teurs du type R (k)a;b ou R (t)a;b , pour a, b �x�es | n'appartenant pas�a � 2j � 1; 2j �� j 2 �0 	 | qui apparâ�ssent dans R (`)� ou R (�m)� , pour 
ertains ` ou m,la 
ontribution totale de tous 
es termes dans la somme P`+m=SR (`)� xR (�m)� sera nulle(
ela vient du fait que R?Ra;b xR�1a;b R�1? = R? xR�1? ). De plus, 
omme maintenant on ne
onsid�ere que S fa
teurs au total, on 
on
lut que A(S)�0;�00(a) = 0 si ���0[�00�� > S+���0�� . �Cal
ulons maintenant �E0��0;�00 . Grâ
e �a la remarque pr�e
�edente, nous pouvons nouslimiter aux paires ��0;�00� telles que ���0 [�00�� � i� j+m+ ���0�� � i� j+ j = i � n� 1 .On pourra alors toujours trouver au moins deux � � f1; : : : ; ng tels que j�j > j et�0 [ �00 � � , 
e qui nous assure qu'il y'aura toujours au moins deux termes dans le
omptage qui va suivre (
ondition qui assurera la nullit�e de l'expression �E0��0;�00 ). Nousallons distinguer trois 
as:(I) Si �00 � �0 , alors l'expression �E0��0;�00 devient�E0 : 1��0;�00 = X��f1;:::;ng�0��; j�j>j(�1)n�j�j (�1)j�j�0jCj�j�0jj�j�1�j�0j + (�1)n�j�0j :En regroupant les � qui ont le même 
ardinal d, un simple 
omptage nous donne�E0 : 1��0;�00 = nXd=j+1 (�1)n�d (�1)j�j�0jCj�j�0jd�1�j�0jCd�j�0jn�j�0j + (�1)n�j�0j :Or, 
ette derni�ere expression est nulle d'apr�es le Lemme 3.3, 
ar elle 
orrespond �a unesomme du type tPk=r+1 (�1)t+r�k Crk�1 Ckt + (�1)t = tPk=0 (�1)t+r�k Crk�1 Ckt + (�1)t (o�uCvu := 0 si v > u ) ave
 r, t 2 N+ et r < t : dans notre 
as on a pos�e t = n � ���0�� ,r = j � ���0�� et k = d� ���0�� ; on v�eri�e que l'on a j � ���0�� < n� ���0�� par
e que j < n .(II) Si �00 6� �0 et ���0 [ �00�� > j , alors l'expression �E0��0;�00 devient�E0 : 2��0;�00 = X��f1;:::;ng�0[�00�� (�1)n�j�j (�1)j�j�0j Cj�j�0jj�j�1�j�0j :En regroupant les � qui ont le même 
ardinal d, un simple 
omptage nous donne�E0 : 2��0;�00 = nXd=j�0[�00j (�1)n�d (�1)j�j�0jCj�j�0jd�1�j�0j Cd�j�0[�00jn�j�0[�00j :�A nouveau, 
ette derni�ere expression est nulle grâ
e au Lemme 3.3, 
ar elle 
orrespond�a une somme du type tPk=0 (�1)t+r�k Crk+s Ckt ave
 r, t, s 2 N+ et r < t : dans notre 
as



TRESSAGES DES GROUPES DE POISSON �A DUAL QUASITRIANGULAIRE 11on a pos�e t = n� ���0[�00�� , r = j� ���0�� , s = ���0[�00��� ���0���1 et k = d� ���0[�00�� ; onv�eri�e que l'on a j � ���0�� < n� ���0�� 
ar j < n et ���0 [ �00��� ���0��� 1 � 0 
ar �00 6� �0 .(III) Si �00 6� �0 et ���0 [ �00�� � j , alors l'expression �E0��0;�00 devient�E0 : 3��0;�00 = X��f1;:::;ng�0[�00��; j�j>j (�1)n�j�j (�1)j�j�0jCj�j�0jj�j�1�j�0j :Si l'on regroupe les � qui ont le même 
ardinal d, un simple 
omptage nous donne�E0 : 3��0;�00 = nXd=j+1 (�1)n�d (�1)j�j�0jCj�j�0jd�1�j�0jCd�j�0[�00jn�j�0[�00j :Mais en
ore la derni�ere expression est nulle d'apr�es le Lemme 3.3, 
ar elle 
orrespond�a une somme du type tPk=j+1�j�0[�00j(�1)t+r�k Crk+s Ckt = tPk=0 (�1)t+r�k Crk+s Ckt (o�uCvu := 0 si v > u ) ave
 r, t, s 2 N+ et r < t : i
i on a en
ore pos�e t = n � ���0 [ �00�� ,r = j� ���0�� , s = ���0 [�00��� ���0��� 1 et k = d� ���0 [�00�� ; on a, toujours pour les mêmesraisons, j � ���0�� < n� ���0�� et ���0 [ �00��� ���0��� 1 � 0 ).En 
on
lusion, on a toujours �E0��0;�00 = 0, d'o�u (E) = 0 , 
e qui termine la preuve. �Referen
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