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her
he Math�ematique Avan
�ee, Universit�e Louis Pasteur { C.N.R.S.7, rue Ren�e Des
artes, 67084 Strasbourg Cedex, Fran
eAbstra
t. Let k be the �eld C or R, letM be the spa
e kn and let A be the algebra of poly-nomials overM . We know from [HKR℄ that the Ho
hs
hild homology H�(A;A) is isomorphi
to the de Rham di�erential forms over M : this means that the 
omplexes (C�(A;A); b) and(
�(M); 0) are quasi-isomorphi
. In this work, I produ
e a general expli
it homotopy formulabetween thoses two 
omplexes. This formula 
an be generalized when M is an open set ina 
omplex manifold and A is the spa
e of holomorphi
 fun
tions over M . Then, by takingthe dual maps, I �nd a new homotopy formula for the Ho
hs
hild 
ohomology of the algebraof smooth fon
tions over M (when M is either a 
omplex or a real manifold) di�erent fromthe one given in [DWL℄. I will �nally show how this formula 
an be used to 
onstru
t anhomotopy for the 
y
li
 homology.
x 0. Introdu
tionLe but de 
e travail est d'�e
rire une formule d'homotopie expli
ite pour le quasi-isomorphisme de 
omplexes donn�e par le th�eor�eme de Ho
hs
hild, Kostant et Rosenberg([HKR℄). Soit A une alg�ebre 
ommutative aÆne r�eguli�ere et unitaire sur un 
orps k = Rou C et M un A-bimodule. L'homologie de Ho
hs
hild de l'alg�ebre A �a 
oeÆ
ients dansM (not�ee H�(A;M)) est, par d�e�nition, TorAe(M; A), ave
 Ae = A 
 Aop o�u Aop estA muni de la multipli
ation oppos�ee : Aop � Aop ! Aop, (a; b) 7! ba. Le th�eor�eme deHo
hs
hild-Kostant-Rosenberg ([HKR, p.395℄) aÆrme que l'appli
ation naturelle :H1 = H1(A;A)! H�(A;A)entre groupes d'homologie de Ho
hs
hild induit un isomorphisme de A-alg�ebres :^�A(H1)! H�(A;A)o�u 
�A = ^�A(H1) est la A-alg�ebre ext�erieure sur H1. Le groupe H1(A;A) est isomorpheau A-module des di��erentielles de K�ahler.1991 Mathemati
s Subje
t Classi�
ation: Primary 16E40, (16S80, 17B65, 18G60, 5)Typeset by AMS-TEX1



2 GILLES HALBOUTDans le 
as parti
ulier o�u A est une alg�ebre de polynômes (A = k[x1; : : : ; xn℄), 
e
iest une 
ons�equen
e de l'existen
e de la r�esolution de Koszul (
f. [Kos℄, [Ho℄, [May℄).Ainsi les 
omplexes (C�(k[x1; : : : ; xn℄); b) et (
�A; 0) sont quasi-isomorphes. Notre but estde donner une formule d'homotopie expli
ite entre 
es deux 
omplexes. Ce
i est bien
onnu dans le 
as n = 1 (
f. [LS℄ Ex. 2.7.3, [LQ℄ et [Ka1℄). En dimension sup�erieure,on dispose d'une appro
he th�eorique en utilisant le th�eor�eme d'Eilenberg-Zilber puisquek[x1; : : : ; xn℄ ' k[x℄
n (
f. [LS℄ Ex. 2.7.1). Il existe aussi une appro
he en g�eom�etriedi��erentielle donn�ee par Connes (
f. [Co℄). Cependant, il est utile de disposer de formulesexpli
ites, par exemple en th�eorie des d�eformations ou en homologie enti�ere.Dans la premi�ere partie, nous expli
itons une telle formule d'homotopie. Pour 
ela nousd�e�nissons un op�erateur �, 
orrespondant �a un \
oproduit" � : A ! A 
 A, que l'on�etend en des fon
tions �l : A
l ! A
2. Nous donnerons quelques propri�et�es remarquablesde 
es op�erateurs dans la deuxi�eme partie. La preuve de th�eor�eme prin
ipal de la premi�erepartie est donn�ee dans la troisi�eme partie.Dans la quatri�eme partie, nous verrons sous quelles 
onditions la formule d'homotopiepeut s'�etendre �a des \alg�ebres plus g�en�erales" et 
omment elle peut se g�en�eraliser au 
aso�uM est un ouvert 
ontra
tile d'une vari�et�e 
omplexe lisse et A est l'alg�ebre des fon
tionsholomorphes sur M .Dans la 
inqui�eme partie, nous montrerons 
omment 
ette formule nous permet deretrouver une expression analogue en 
ohomologie. En expli
itant la nouvelle formuleobtenue, nous 
onstaterons que 
elle-
i est di��erente de 
elle donn�ee par De Wilde etLe
omte ([DWL℄).En�n, dans la derni�ere partie, nous donnerons une appli
ation d'une telle homotopie :en utilisant les te
hniques de perturbation des r�etra
tions par d�eformation (
f. [Ka2℄), nousobtenons une nouvelle formule d'homotopie expli
ite entre l'homologie (ou la 
ohomologie)
y
lique p�eriodique et 
elle de de Rham.REMERCIEMENTSJe tiens tout d'abord �a remer
ier Mar
 Rosso pour ses en
ouragements et ses 
onseilstoujours judi
ieux. J'ai aussi b�en�e�
i�e �a l'Universit�e de Li�ege d'un a

ueil ex
eptionnelde la part de Mar
 De Wilde et Pierre Le
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x 1. Formule d'homotopie pour les polynômesDans 
ette partie nous allons donner une formule d'homotopie entre les 
omplexes deHo
hs
hild et de de Rham, pour l'alg�ebre des polynômes. Commen�
ons par pr�e
iser 
eque nous entendons par homotopie entre deux 
omplexes (C�; d) et (C 0�; d0) :D�e�nition 1.1. (
f. [ML℄) Soient (C�; d) et (C 0�; d0) deux 
omplexes.� Un morphisme de 
omplexes � : C� ! C 0� est un quasi-isomorphisme si l'appli
ationinduite sur l'homologie est un isomorphisme.� Deux morphismes � et �0 : C� ! C 0� sont dits homotopes s'il existe une appli
ationappel�ee homotopie h : C� ! C 0�+1 telle que �� �0 = d0 Æ h+ h Æ d :



FORMULE D'HOMOTOPIE 3� Si I est un quasi-isomorphisme entre les 
omplexes (C�; d) et (C 0�; d0), et si J : C 0� ! C�est un morphisme de 
omplexes tel que J Æ I = Id sur C� nous dirons que s est unehomotopie pour (I; J) si s est une homotopie entre I Æ J et Id sur C 0�, 
'est-�a-dire :I Æ J = Id+ d0 Æ s+ s Æ d0:Consid�erons l'alg�ebre A = k[x1; : : : ; xn℄ ; le groupe d'homologie H1(A;A) est isomorpheau A-module des di��erentielles de K�ahler et don
 l'espa
e ^lA(H1(A;A)) est isomorphe �al'espa
e ve
toriel engendr�e par les �el�ements de type a dxi1 ^ � � � ^ dxil ave
 a dans A.Le th�eor�eme de Ho
hs
hild-Kostant-Rosenberg dit que les 
omplexes de Ho
hs
hild :C�(A;A) b�!C��1(A;A) et de de Rham ^�A(H1(A;A)) 0�!^��1A (H1(A;A)) sont quasi-iso-morphes. Comme on a suppos�e que l'alg�ebre A est unitaire, nous pouvons r�eduire le
omplexe de Ho
hs
hild au 
omplexe �C�(A;A) b�! �C��1(A;A) ave
 �Cl(A;A) = A 
 �A
lo�u �A = A=k (k est identi��e �a k�1 dans A). En e�et, il est bien 
onnu (
f. [Lo℄) que laproje
tion : Cl(A;A)! �Cl(A;A) est un quasi-isomorphisme de 
omplexes.Il est alors naturel de 
her
her deux quasi-isomorphismes I et J entre les 
omplexes�C�(A;A) et ^�A(H1(A;A)) puis de 
onstruire une homotopie 
orrespondante. Pour plusde 
ommodit�e, nous �e
rirons d�esormais ^�A pour ^�A(H1(A;A)), espa
e que nous pouvonsidenti�er �a l'espa
e des formes di��erentielles sur Ve
t(x1; : : : ; xn).Un 
andidat naturel pour le morphisme J : �Cl(A;A)! ^lA est l'appli
ation :P0 
 P1 
 � � � 
 Pl 7! P0 dP1 ^ � � � ^ dPl:On v�eri�e imm�ediatement que J Æ b = 0 si bien que J est un morphisme de 
omplexes.Pour la suite de notre travail, nous introduisons la notation Bvu qui d�esignera l'ensemble desappli
ations de [1; : : : ; u℄ dans [1; : : : ; v℄. Pour tout �el�ement � dans Bbu et i dans [1; : : : ; u℄,l'expression ��i d�esignera l'image de i par l'appli
ation �. De plus, si � est une partie �niede N , on notera P (�) l'ensemble des permutations de �. En�n, la notation x1 ^ � � � ^ xld�esignera l'�el�ement P�2P ([1;:::;l℄) (�1)`(�) 1l!x��1
� � �
x��l de A
l (`(�) est la longueur deBruhat de � : sgn(�) = (�1)`(�)). Nous pouvons ainsi r�e�e
rire J : A
 �A
l ! ^lA :P0 
 � � � 
 Pl 7! X�2Bnl P0 �P1�x��1 � � � �Pl�x��l 
 dx��1 ^ � � � ^ dx��l:Nous devons maintenant 
hoisir un morphisme I : ^lA ! �Cl(A;A). Prenons, parexemple, l'inje
tion 
anonique :I : a dxi1 ^ � � � ^ dxil 7! a
 xi1 ^ � � � ^ xil :On v�eri�e que 
ette appli
ation est bien d�e�nie, qu'elle est inje
tive et que 
'est un mor-phisme de 
omplexes 
ar b Æ I = 0.On d�emontre ais�ement que les appli
ations I et J v�eri�ent : I Æ J = Id. Nous voulonsmaintenant trouver une appli
ation s : A
 �A
l ! A
 �A
l+1 telle que IÆJ = Id+sÆb+bÆs.Pour 
ela, nous allons d'abord d�e�nir une appli
ation � : A! A
A que nous �etendronsen des appli
ations �l : A
l ! A
2. Pour plus de 
ommodit�e dans la suite de 
e travail,nous noterons souvent (: : : ; : : : ; : : : ) au lieu de � � � 
 � � � 
 � � � .



4 GILLES HALBOUTD�e�nition 1.2. L'appli
ation� : A! A
A, est d�e�nie, pour tout polynôme P homog�enede degr�e m, par :�(P ) = 1m+11
P + � � �+ 1(m+1)���(m�l+1) P�2Bnl x��1� � �x��l
 �lP�x��1����x��l + � � �+ 1m+1P 
1:Cal
ulons par exemple �(x1x22) :�(x1x22) = 141
x1x22+ 112x1
x22+ 16x2
x1x2+ 112x22
x1+ 16x1x2
x2+ 14x1x22
1:Nous pouvons ensuite d�e�nir les appli
ations �l par r�e
urren
e pour l � 1.D�e�nition 1.3. Soit ~� : A
 A! A
 A d�e�nie par :~�(P;Q) = (P 
 1)��(Q):On d�e�nit ensuite �l : A
l ! A
2 pour P1; : : : ; Pl dans A par :�l(P1; : : : ; Pl) = l ~�[(1
 tl�1P1)�l�1(P2; : : : ; Pl)℄(0;1)o�u t est une variable suppl�ementaire introduite pour la 
ommodit�e des 
al
uls (on passe deA �a k[t; x1; : : : ; xn℄) et o�u la notation [� 
 �℄(0;1) signi�e que l'on a sp�e
ialis�e t en 0 dansle premier fa
teur du produit tensoriel et en 1 dans le se
ond.Cal
ulons par exemple �2(x; x2) : �2(x; x2) = 2151
x3+ 415x
x2+ 25x2
x+ 15x3
1:Nous donnerons dans la quatri�eme partie une d�e�nition plus intrins�eque de 
es appli-
ations, 
e qui nous permettra de les appliquer �a des espa
es de fon
tions plus grands.Cette d�e�nition est n�eanmoins suÆsante pour le travail que nous voulons faire i
i et lesth�eor�emes des parties 1, 2 et 3 se g�en�eraliseront sans probl�eme. Nous avons maintenanttous les outils n�e
essaires �a la 
onstru
tion de notre homotopie :D�e�nition 1.4. Soit s : A
l+1 ! A
l+2 d�e�nie pour P0; : : : ; Pl dans A par :s(P0 
 � � � 
 Pl) == lPj=1 (�1)l�j(P0 
 � � � 
 Pl�j 
 1) P�2Bnj ��j(�Pl�j+1�x�:1 ; � � �; �Pl�x��j )
 x��1 ^ � � � ^ x��j ;��j �etant l'image de �j par l'inje
tion : A
 A! A
l�j+2, (a
 a0) 7! a
 1
(l�j) 
 a0.Notre r�esultat prin
ipal est le suivant :Th�eor�eme 1.5. Soit A l'alg�ebre des polynômes. L'appli
ation s est une homotopie entreles 
omplexes de Ho
hs
hild et de de Rham de A, 
'est-�a-dire :I Æ J = Id+b Æ s+ s Æ b:La preuve de 
e th�eor�eme sera faite dans la troisi�eme partie et r�esultera des propri�et�esdes appli
ations �l que nous allons �enon
er maintenant.
x 2. Quelques propri�et�es de l'op�erateur �Commen�
ons par expliquer pourquoi � peut être vu 
omme un 
oproduit sur A, espa
edes fon
tions sur Ve
t(x1; : : : ; xn).



FORMULE D'HOMOTOPIE 5Th�eor�eme 2.1. Soit mo la multipli
ation (
ommutative et asso
iative) : A 
 A ! Aque l'on �etend (grâ
e �a l'asso
iativit�e) en une appli
ation, toujours not�ee mo : A
l ! A(l 2 N). Pour tout l dans N, l'appli
ation mo Æ �l : A
l ! A v�eri�e alors la propri�et�esuivante : mo Æ�l = mo:D�emonstration. La d�emonstration se fait par r�e
urren
e sur l.� Si l = 1, la propri�et�e est �evidente : vu la d�e�nition de � (
f. d�e�nition 1.2), 
'est une
ons�equen
e de l'identit�e d'Euler.� Supposons le r�esultat a
quis au rang l � 1. Consid�erons P1; : : : ; Pl dans A. E
rivons�l�1(P2; : : : ; Pl) =Pi �i
�0i. On a alors �l(P1; : : : ; Pl) = lPi (�i
1)[�(tl�1P1�0i)℄(0;1)et don
 : mo Æ�l(P1; : : : ; Pl) = lXi �i�mo Æ [�(tl�1P1�0i)℄(0;1):Il suÆt de d�emontrer que mo Æ [�(tl�1�)℄(0;1) = 1l � pour tout � dans A, 
ar alorsmo Æ�l = l�1l Pi �iP1�0i = P1� � �Pl par hypoth�ese de r�e
urren
e. Pour 
e faire, on peutsupposer sans perte de g�en�eralit�e que � = xm. On a alors :[�(tl�1xm)℄(0;1) = mXi=0 1(m+ l)� � �(k + i)xm�i 
 xi = mXi=0 (l � 1 + i)� � �(1 + i)(m+ l)� � �(m+ 1) xm�i 
 xi:Don
 mo Æ [�(tl�1xm)℄(0;1) = 1(m+l)���(m+1)Pmi=0(1 + i)� � �(l � 1 + i)�xm = 1mxm.C'est le r�esultat souhait�e. �Nous allons maintenant �enon
er un deuxi�eme r�esultat donnant un analogue de l'identit�ed'Euler pour les polynômes homog�enes. Dans toute la suite de notre travail, nous poserons,pour 1 � i � n, fi = (1
 xi)� (xi 
 1) (�el�ement de A
 A):Th�eor�eme 2.2. Pour tout P dans A, nous avons :nXi=1 fi� �P�xi = 1
 P � P 
 1:D�emonstration. Reprenons i
i la d�e�nition de l'appli
ation � . Nous pouvons r�e�e
rire laformule de deux mani�eres di��erentes : pour P homog�ene dans A de degr�e m, on a :�(P ) = mXl=0 X�2Bnl 1(m+ 1)m� � �(m� l + 1)x�:1� � �x�:l 
 �lP�x�:1� � ��x�:l= mXl=0 X�2Bnl 1(m+ 1)m� � �(m� l + 1) �lP�x�:1� � ��x�:l 
 x�:1� � �x�:l



6 GILLES HALBOUTdon
 :nXi=1 fi� �P�xi = nXi=1 m�1Xl=0 X�2Bnl 1m(m� 1)� � �(m� l)x��1� � �x��l 
 xi� ��xi ( �lP�x��1� � ��x��l )� nXi=1 m�1Xl=0 X�2Bnl 1m(m� 1)� � �(m� l)xi� ��xi ( �lP�x��1� � ��x��l )
 x��1� � �x��l=m�1Xl=0 X�2Bnl 1m(m� 1)� � �(m� l)x��1� � �x��l 
 (m� l) �lP�x��1� � ��x��l�m�1Xl=0 X�2Bnl 1m(m� 1)� � �(m� l)(m� l) �lP�x��1� � ��x��l 
 x��1� � �x��l=1
 P � P 
 1 (apr�es simpli�
ation). �En fait nous avons des formules plus g�en�erales :Th�eor�eme 2.3. Pour tout r > 1 dans N, P1; : : : ; Pr dans A et 1 < i < r :(1) nPl=1 fl�rr (P1; : : :; �Pr�xl ) = �r�1(P1; : : :; Pr�1Pr)� (Pr 
 1)�r�1(P1; : : :; Pr�1)(2) nPl=1 fl�rr (P1; : : :�Pi�xl ; : : :; Pr) = �r�1(P1; : : :Pi�1Pi; : : :; Pr)��r�1(P1; : : :PiPi+1; : : :; Pr)(3) nPl=1 fl�rr (�P1�xl ; P2; : : :; Pr) = (1
 P1)�r�1(P2; : : :; Pr)��r�1(P1P2; : : :; Pr):La d�emonstration de 
e th�eor�eme repose sur le lemme suivant :Lemme 2.4. Pour tous polynômes P et Q dans A, pour tout 1 � l � n, nous avons :(a) Xl fl[�(1
 t �P�xl )�Q℄(0;1) = (1
 P )�(Q)��(PQ);(b) fl�[�(tP )℄(0;1) = [�(fl�tP )℄(0;1):D�emonstration. La se
onde �egalit�e du lemme est �equivalente �a :(b)0 �(xlP ) = (xl 
 1)�P + (1
 xl)[�(tP )℄(0;1) � (xl 
 1)[�(tP )℄(0;1):Supposons que P est un monôme homog�ene de degr�e m. Nous allons maintenant utiliserune astu
e de 
omptage : �e
rivons P = x1� � �xm et supposons que, formellement, tous 
esxi sont di��erents entre eux et sont di��erents de xl. Ce
i n'enl�eve rien �a la g�en�eralit�e dur�esultat 
ar il suÆra de sp�e
ialiser en les variables voulues par la suite. Pour Y � [1; : : : ;m℄(on note jY j le 
ardinal de Y ), regardons le 
oeÆ
ient apparaissant devant xlQi2Y xi 
Qj =2Y xj : pour le terme de gau
he de (b)0, il vaut 1m+2 1CjY j+1m+1 et pour 
elui de droite :



FORMULE D'HOMOTOPIE 71m+1 1CjY jm � 1m+2 1CjY jm+2 = 1m+2 1CjY j+1m+1 . Quant aux termes du type Qi2Y xi 
 xlQj =2Y xj , ilest 
lair que des deux 
ot�es apparâ�t : 1m+2 1CjY j+1m+1 .La d�emonstration de la premi�ere �egalit�e se fait de la même mani�ere. Les polynômes Pet Q sont suppos�es homog�enes de degr�es respe
tivement p et q et produits de monômesde degr�es 1 (not�es xi pour P et yi pour Q) tous ind�ependant et di��erents de xl. Par un
omptage similaire, on v�eri�e que le 
oeÆ
ient apparaissant devant xi1 � � �xil �yj1 � � �yjm
� � �est le même dans 
ha
un des termes de l'�egalit�e (a). Ce
i prouve le lemme. �D�emonstration (du th�eor�eme 2.3). Pour prouver l'�egalit�e (3), supposons r > 1 et 
hoisis-sons P1; : : : ; Pr dans A. Nous obtenons :Xl fl�rr (�P1�xl ; P2; : : : ; Pr) =Xl fl[�f(1
 tr�1 �P1�xl )�r�1(P2; : : : ; Pr)g℄(0;1)=Xl fl[�f(1
 t�P1�xl )��r�1(P2; : : : ; Pr)�(1
 tr�2)g℄(0;1)et, aux 
oeÆ
ients ti 
 � � � (ave
 i > 0) pr�es, nous obtenons :�r�1(P2; : : : ; Pr)�(1
 tr�2) = (r � 1)�[(1
 tr�2P2)�r�2(P3; : : : ; Pr)℄:Don
, en posant Q = (r � 1)(1
 tr�2P2)�r�2(P3; : : : ; Pr) :Xl fl�rr (�P1�xl ; P2; : : : ; Pr) =Xl fl[�f(1
 t�P1�xl )�(Q)℄g℄(0;1)=(1
 P1)�(Q)��(P1Q) (lemme 2.4)=(1
 P1)�f(r � 1)(1
 tr�2P2)�r�2(P3; : : : ; Pr)g��f(1
 P1)(r � 1)(1
 tr�2P2)�r�2(P3; : : : ; Pr)g=(1
 P1)�r�1(P2; : : : ; Pr)��r�1(P1�P2; : : : ; Pl):Pour prouver la deuxi�eme �egalit�e, nous allons pro
�eder par r�e
urren
e sur r. La r�e
ur-ren
e s'initialise en r = 3. Dans 
e 
as on a :Xl fl�33 (P1; �P2�xl ; P3) =Xl fl�[�f(1
 t2P1)�2(�P2�xl ; P3)g℄(0;1)=Xl [�ffl(1
 tP1)�2(�P2�xl ; P3)g℄(0;1)(lemme 2.4)=[� f(1
 tP1)� 2f(1
 P2)�(P3)��(P2P3)gg℄(0;1)(d'apr�es l'�egalit�e (3))=�2(P1�P2; P3)��2(P1�P2; P3):



8 GILLES HALBOUTC'est le r�esultat pour r = 3. Supposons ensuite r > 3 et le r�esultat a
quis au rang r � 1 ;soit 2 < i � r, nous avons alors :Xl fl�rr (P1; : : :; �Pi�xl ; : : :; Pr) ==Xl fl�[�f(1
 tr�1P1)�r�1(P2; : : :; �Pi�xl ; : : :; Pr)g℄(0;1)=Xl [�ffl(1
 tr�2P1)�r�1(P2; : : :; �Pi�xl ; : : : ; Pr)g℄(0;1) (lemme 2.4)= [��(1
 tr�2P1)� (r � 1)�r�2(P2; : : : ; Pi�1�Pi; : : : ; Pr)	℄(0;1)� [��(1
 tr�2P1)� (r � 1)�r�2(P2; : : : ; Pi�Pi+1; : : : ; Pr)	℄(0;1) (par r�e
urren
e)= �r�1(P1; : : : ; Pi�1�Pi; : : : ; Pr)��r�1(P1; : : : ; Pi�Pi+1; ots; Pr):C'est le r�esultat souhait�e. Pour i = 2 on fait 
omme dans le 
as r = 3 : on utilisel'�egalit�e (3) au lieu de l'hypoth�ese de r�e
urren
e.Pour prouver la premi�ere �egalit�e, il suÆt d'initialiser la r�e
urren
e, le raisonnement sefaisant ensuite 
omme pour la se
onde �egalit�e. Or nous avons, pour r = 2 :Xl fl�22 (P1; �P2�xl ) =Xl fl�[�f(1
 tP1)�(�P2�xl )g℄(0;1)=Xl �ffl(1
 P1)�(�P2�xl )g (lemme 2.4)=�f(1
 P1)(1
 P2 � P2 
 1)g (th�eor�eme 2.2)=�(P1�P2)� (P2 
 1)�(P1):C'est le r�esultat au rang r = 2. �Remarquons que si l'on avait d�emontr�e d'abord les �egalit�es (1) et (2), l'�egalit�e (3) serait�equivalente �a l'�egalit�e suivante :Th�eor�eme 2.5. Pour tous P1; : : : ; Pr dans A (r � 0), on a :v Æ�r(P1; : : : ; Pr) = �r(Pr; : : : ; P1);o�u vst la volte : A
 A! A
A, P 
Q 7! Q
 P .x 3. D�emonstration du th�eor�eme prin
ipalOn d�emontre le th�eor�eme 1.5. Pour 
ela, 
onsid�erons des polynômes P0; : : : ; Pr dans A.L'expression b Æ s(P0; : : : ; Pr) est alors �egale �a :
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r�1Xj=1 r�j�1Xl=0 (�1)l+r�j(� � �
PlPl+1
� � �
1) X�2Bnj ��j(�Pr�j+1�x��1 ; : : : ; �Pr�x��j )
x��1^� � �^x��j+ r�1Xj=1(P0 
 � � � 
 Pr�j) X�2Bnj ��j(�Pr�j+1�x��1 ; : : : ; �Pr�x��j )
 x��1 ^ � � � ^ x��j� rXj=1(P0 
 � � � 
 Pr�j 
 1)�� X�2Bnj�2P (�[1;:::;j℄) (�1)`(�)(1
 � � � 
 x���1) ��j(�Pr�j+1�x��1 ; : : : ; �Pr�x��j )
 x���2 
 � � � 
 x���jj!+ 0 (
ontribution des produits altern�es)+ rXj=1 (�1)1�j(P0 
 � � � 
 Pr�j 
 1)�� X�2Bnj�2P (�[1;:::;j℄) (�1)`(�)(x���j
� � �
1) ��j(�Pr�j+1�x��1 ; : : : ; �Pr�x��j )
 x���1 
 � � � 
 x���j�1j!+ X�2Bnr P0�m Æ�r( �P1�x��1 ; : : : ; �Pr�x��r )
 x��1 ^ � � � ^ x��r:
Nous allons r�e�e
rire la somme P (�1)`(�)(1 
 � � � 
 x���1) ��j(� � �) 
 � � � en regroupant lesx���1 
orrespondant au même xl. La somme vaut alors :nXl=1 X�2Bnj��1=l (1
� � �
xl) jXl=1 (�1)l�1 ��j(�Pr�j+1�x��2 ; : : : ; �Pr�j+l�xl ; : : : ; �Pr�x��j )
 x��2 ^ � � � ^ x��jj :
En faisant de même ave
 P (�1)`(�)(x���j 
 � � � 
 1) ��j(� � �)
 � � �, on trouve :nXl=1 X�2Bnj��j=l (xl
:::
1) jXl=1 (�1)j�l ��j(�Pr�j+1�x��1 ; :::; �Pr�j+l�xl ; :::; �Pr�x��j�1 )
x��1 ^ ::: ^ x��j�1j :
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rivons, maintenant, l'expression d�evelopp�ee de s Æ b(P0; : : : ; Pr) :r�1Xl=0 r�l�1Xj=1 (�1)l+r�1�j(� � �Pl�Pl+1� � �
Pr�j
1) X�2Bnj ��j(�Pr�j+1�x��1 ; : : : ; �Pr�x��j )
X��1;:::;��j+r�1Xl=0 r�1Xj=r�l (�1)l+r�1�j(P0
� � �� � �
Pr�j�1
1) X�2Bnj ��j(: : : ; �(Pl�Pl+1)�x��? ; : : : )
X��1;:::;��j+ r�1Xj=1 (�1)1+j(Pr�P0 
 � � �� � � 
 Pr�1�j 
 1) X�2Bnj ��j(�Pr�j�x��1 ; : : : ; �Pr�1�x��j )
X��1;:::;��j :Les deux premi�eres sommes des expression sÆb(P0; : : : ; Pr) et bÆs(P0; : : : ; Pr) sont oppos�eesl'une l'autre. On a alors (en utilisant le th�eor�eme 2.1) :(s Æ b+ b Æ s)(P0; : : : ; Pr) == P0 �P1�x��1 � � � �Pr�x��r 
X��1;:::;��r+ rXj=1 jXl=1 (�1)l(P0 
 � � � 
 Pr�j 
 1) X�2Bnj�1(nXl=1 [(1
� � �
xl)� (xl
� � �
1)℄ ��j(�Pr�j+1�x��1 ; : : : ; �Pr�j+l�xl ; : : : ; �Pr�x��j�1 )
 X��1;:::;��j�1j+ r�1Xj=1(P0 
 � � � 
 Pr�j�1 
 Pr�j) X�2Bnj ��j(�Pr�j+1�x��1 ; : : : ; �Pr�x��j )
X��1;:::;��j+r�1Xj=1 r�1Xl=r�j (�1)l+r�1�j(P0
� � �� � �
Pr�j�1
1) X�2Bnj ��j(: : : ; �Pl�Pl+1�x��? ; : : : )
X��1;:::;��j+ r�1Xj=1 (�1)j+1(P0�Pr 
 � � �� � � 
 Pr�1�j 
 1) X�2Bnj ��j(�Pr�j�x��1 ; : : : ; �Pr�1�x��j )
X��1;:::;��j):
Pour terminer la preuve, nous allons donner une �e
riture d�evelopp�ee de sÆb+bÆs. Nousutilisons les th�eor�emes 2.1, 2.2 et 2.3 pour faire les simpli�
ations ad�equates. L'expression(s Æ b+ b Æ s)(P0; : : : ; Pr) vaut alors :
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 � � � 
 Pr)� rXj=1(P0 
 � � � 
 Pr�j 
 Pr�j+1) X�2Bnj�1 ��j�1(�Pr�j+2�x��1 ; : : : ; �Pr�x��j�1 )
X��1;:::;��j�1+ rXj=1 j�1Xl=1 (�1)l+1(P0
� � �
Pr�j
1) X�2Bnj�1��j�1(: : : �Pr�j+l�Pr�j+l+1�x��? : : : )
X��1;:::;��j�1+ rXj=1 (�1)j+1(Pr�P0
� � �
Pr�j
1) X�2Bnj�1 ��j�1(�Pr�j+1�x��1 ; : : : ; �Pr�1�x��j�1 )
X��1;:::;��j�1+ r�1Xj=1(P0 
 � � � 
 Pr�j�1 
 Pr�j) X�2Bnj ��j(�Pr�j+1�x��1 ; : : : ; �Pr�x��j )
X��1;:::;��j+r�1Xj=1 r�1Xl0=r�j (�1)l0+r�1�j(P0
� � �� � �
Pr�j�1
1) X�2Bnj ��j(: : : �Pl0 �Pl0+1�x��? : : : )
X��1;:::;��j+ r�1Xj=1 (�1)j+1(Pr�P0 
 � � �� � � 
 Pr�1�j 
 1) X�2Bnj ��j(�Pr�j�x��1 ; : : : ; �Pr�1�x��j )
X��1;:::;��j :Apr�es simpli�
ations (en posant l0 = l + r � j), on obtient �nalement :(s Æ b+ b Æ s)(P0; : : : ; Pr) = J Æ I(P0
 � � �
Pr)� (P0
 � � �
Pr)+ (P0�Pr
 � � �
Pr�1
 1);
e qui termine la preuve du th�eor�eme (nous travaillons sur A=k).
x 4. G�en�eralisationsLe but de 
ette partie est de montrer que l'on peut �etendre les r�esultats de la premi�erepartie �a des espa
es de fon
tion plus grands : fra
tions rationnelles, s�eries enti�eres, fon
tionsholomorphes sur une vari�et�e 
omplexe. L'id�ee g�en�erale est d'appro
her les fon
tions pardes polynômes ou de les d�evelopper en s�eries enti�eres et d'appliquer ensuite la 
onstru
tiondonn�ee dans la partie 1.Nous allons 
ommen
er par �etendre � �a l'espa
e des fra
tions rationnelles �a une variableque nous noterons k(x). Nous noterons k0(x) l'espa
e des fra
tions qui sont des d�eriv�eesde fra
tions rationnelles. Sur C , nous savons que 
e dernier espa
e est engendr�e par lespolynômes et les fra
tions du type : 1(a�x)l ave
 l > 1. Pour �evaluer � sur un des 
esderniers termes (on prendra, 
omme exemple, a = 1), �e
rivons le d�eveloppement en s�erieenti�ere de Q = 1(1�x)l =Pi�0Cl�1i+l�1xi et appliquons formellement � �a 
ette s�erie. Nousobtenons une s�erie formelle de produit tensoriel que nous pouvons resommer :�(Q) =Xi�0 Cl�1i+l�1 iXj=0 xj 
 xi�j = l�1Xi=1 1l � 1 1(1� x)i 
 1(1� x)l�i :



12 GILLES HALBOUTCompte tenu de 
es remarques, nous pouvons donner une expression simple de � sur k0(x)qui g�en�eralise 
elle de la d�e�nition 1.2 :Proposition 4.1. L'appli
ation � se prolonge en une unique appli
ation lin�eaire :k0(x)! k0(x)
 k0(x), telle que pour l > 1 et a dans C :�( 1(a� x)l ) = 1l � 1 Xi+j=li;j 6=0 1(a� x)i 
 1(a� x)j :Pour �etendre l'appli
ation d'homotopie �a une 
lasse plus importante de fon
tions, nousallons donner une nouvelle mani�ere de d�e�nir � �equivalente �a 
elle de la d�e�nition 1.2 :D�e�nition 4.2. Soit B l'alg�ebre B = k[X1; : : : ; Xn℄ et rappelons que A = k[x1; : : : ; xn℄.On d�e�nit � : A! B par : �(xi1 � � �xil) = 1l!Xi1 � � �Xil :Cette appli
ation est bije
tive et nous verrons 
omment lui donner un sens pour desalg�ebres de fon
tions plus g�en�erales. L'alg�ebre B est en fait une alg�ebre de Hopf 
ar ellepeut être munie d'un 
oproduit 
o-
ommutatif :D�e�nition 4.3. On d�e�nit �0 : B ! B 
B, morphisme d'alg�ebre v�eri�ant :�0(Xi) = 1
Xi +Xi 
 1pour tout g�en�erateur Xi de B.L�a en
ore, nous verrons plus tard �a quoi 
orrespond 
e morphisme sur un espa
e defon
tion g�en�eral. Remarquons, en�n, que la transformation : P 7! 1degP+1P , pour toutpolynôme homog�ene P , 
orrespond �a une int�egration, que nous noterons Int par la suite :Int : A! A; P 7! Z 10 P (tx) d t:Une v�eri�
ation imm�ediate nous permet de red�e�nir � :Proposition 4.4. Pour tout P dans A nous avons :�(P ) = (��1 
 ��1)�0(�(Int(P ))):Cette nouvelle d�e�nition va nous permettre d'�etendre notre formule. Revenons surl'exemple des fon
tions rationnelles. Consid�erons la fon
tion 1(1�x)2 ; il est 
lair queInt( 1(1�x)2 ) = 1(1�x) et que �( 1(1�x) ) = exp(x). Il est aussi �evident que �0(exp) =exp
 exp. Nous retrouvons bien : (��1 
��1)�0 ���Int� 1(1�x)2��� = 1(1�x) 
 1(1�x) =�� 1(1�x)2� : Nous aurions pu faire de même ave
 les fon
tions 1(1�x)l , l > 1. Nous voyons�a travers 
et exemple, que pour prolonger �, il suÆt de prolonger � et �0. Si U est unvoisinage de 0 dans C n , nous noterons O(U) l'espa
e des fon
tions analytiques sur U .



FORMULE D'HOMOTOPIE 13� Nous pouvons prolonger l'appli
ation � en utilisant l'isomorphisme de Borel-Lapla
e(
f. [MR℄). Soit U un ouvert de C n 
ontenant 0 et f une fon
tion dans O(U) telle quef(z) = O(z) �a l'origine. Choisissons un la
et 
, autour de l'origine tel que 
 � U ; latransform�ee de Borel est d�e�nie par :Bf(�) = 12i� Z
 f(x)�e�=x dxx2 � :L'image par B de l'ensemble des fon
tions holomorphes au voisinage de 0 telles quef(z) = O(z) �a l'origine est l'ensemble des fon
tions holomorphes sur C qui sont de
roissan
e au plus exponentielle �a l'in�ni. Pour P dans C [x1 ; : : : ; xn℄ et a1; : : : ; an dansC , notons �Pa1;:::;an le polynôme : C ! C , �Pa1;:::;an(z) = z�P (z�a1; : : : ; z�an). Il est alors
lair que �(P )(a1; : : : ; an) = B( �Pa1;:::;an)(1). La d�e�nition de B nous montre alors que� se prolonge en une appli
ation ~� d�e�nie sur l'ensemble des fon
tions �a n variables,holomorphes en 0. L'image de ~� est l'ensemble des fon
tions �a n variables, holomorphesen 0 �a 
roissan
e au plus exponentielle �a l'in�ni.� L'appli
ation �0 est un 
as parti
ulier, sur les polynômes, du 
oproduit 
lassique surles fon
tions. Pour 
ela nous rempla
erons le produit tensoriel alg�ebrique par le produittensoriel proje
tif 
ompl�et�e 
̂� (
f. [Co℄, [Gr℄ pour le 
as g�en�eral et [Do℄ pour le 
as
omplexe). Nous garderons les mêmes notations que dans le 
as alg�ebrique pour d�esignerles groupes de 
ohomologie 
orrespondant. Le produit tensoriel est 
onstruit de tellesorte que O(U � V ) = O(U)
̂�O(V ). Dans notre 
as �0 
orrespond �a l'appli
ation :O(U)! O(U)
̂�O(U), f 7! �0(f) telle que �0(f)(u; v) = f(u+ v). On retrouve bienle fait que �0(exp) = exp
 exp puisque exp(x+ y) = exp(x)� exp(y). Il est alors 
lairque �0 
onserve la propri�et�e de 
roissan
e au plus exponentielle �a l'in�ni.Ce
i nous permet maintenant de d�e�nir � : A! A
̂�A (o�u A = O(U)) par :(D) � �(f) = (~��1 
 ~��1)�0(~�(Int(f))):Les propri�et�es des parties pr�e
�edentes sont 
onserv�ees par 
ontinuit�e des appli
ation ~�,�0 et ~��1. Nous avons ainsi une g�en�eralisation de th�eor�eme 1.5 :Th�eor�eme 4.5. Soit A l'alg�ebre de fon
tions holomorphes au voisinage de 0. Soit sl'appli
ation 
onstruite �a partir des formules de la premi�ere partie mais en utilisant lad�e�nition (D) de � ; 
ette appli
ation s : A
̂r ! A
̂r+1 prolonge l'appli
ation d�e�nie surles polynômes et est une homotopie entre le 
omplexe de Ho
hs
hild et le 
omplexe de deRham.Remarque 4.6. Soit M est une vari�et�e r�eelle ; si, sur tout ouvert 
ontra
tile U , on pou-vait �etendre la formule d'homotopie �a l'espa
e des fon
tion de 
lasse C1 sur U , on pourraitobtenir une formule d'homotopie globale sur M . En 
hoisissant une partition de l'unit�e('U ) subordonn�ee �a un re
ouvrement par des ouverts 
ontra
tiles U , on pourrait 
onstruireune homotopie sU sur 
haque ouvert U . D�e�nissons la fon
tion 'UsU : A
l ! A
l+1o�u 'U agit par multipli
ation sur le premier terme du produit tensoriel. L'appli
ationPU 'UsU serait alors une homotopie pour l'homologie de Ho
hs
hild sur M .Remarque 4.7. On peut appliquer le Th�eor�eme 4.5 �a des alg�ebres de fon
tions plusgrandes o�u la transform�ee de Borel est en
ore d�e�nie : par exemple, au 
as o�u A est
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tions d�e�nies sur des disques de Borel (disques ouverts dont le bord 
on-tient 0), ou aussi l'alg�ebre des fon
tions asymptote Gevrey.
x 5. Une formule d'homotopie en 
ohomologieCe paragraphe, 
omme le suivant, donne une appli
ation de notre formule. Nous allonsmontrer 
omment 
elle-
i permet de 
onstruire une formule d'homotopie pour la 
oho-mologie de Ho
hs
hild sur une vari�et�e M . Nous retrouverons ainsi que la 
ohomologie deHo
hs
hild peut être 
anoniquement identi��ee aux multid�erivations antisym�etriques (
er�esultat est dû �a Ho
hs
hild, Kostant et Rosenberg). La formule que nous trouvons estdi��erente de 
elle donn�ee par De Wilde et Le
omte ([DWL℄) mais elle pourra être utilis�eede la même mani�ere pour la th�eorie des d�eformations.Dans notre �etude, 
omme dans [DWL℄, nous nous restreindrons aux 
o
hâ�nes lo
ales,
'est-�a-dire aux op�erateurs multidi��erentiels. Cette restri
tion est justi��ee par le fait quel'in
lusion de 
e dernier 
omplexe dans le 
omplexe de Ho
hs
hild total induit un isomor-phisme en 
ohomologie. Nous pouvons aussi r�eduire notre �etude au 
as o�uM est un ouvert
ontra
tile : si l'on 
hoisi une partition de l'unit�e 'U , et si sU est une homotopie sur U ,l'appli
ation s = PU 'UsU sera une homotopie sur M . Dans 
e 
as, nous pouvons 
on-sid�erer que M = Rn et restreindre A = C1(M) aux fon
tions �a support 
ompa
t. NotonsCm(A;A) l'espa
e des m�
o
hâ�nes �a valeur dans A. La 
ohomologie de Ho
hs
hild est
elle du 
omplexe, Æ : Cm(A;A)! Cm+1(A;A)(ÆD)(f1; : : : ; fm+1) = (�1)m�1f1D(f2; : : : ; fm+1)+ mXi=1 (�1)m+i�1D(f1; : : : ; fifi+1; : : : ; fm+1)+D(f1; : : : ; fm)fm+1Comme nous l'avons dit plus haut, nous nous restreindrons aux 
o
hâ�nes lo
ales, 
'est-�a-dire 
elle qui s'�e
rivent sous la forme :D(f1; : : : ; fm) = X(�1;:::;�m)2(Nn)m 
�1;:::;�mD�1f1� � �D�mfmo�u 
�1;:::;�m est dans C1(M) et, si � = (a1; : : : ; an) est dans Nn et si Di est la d�eriv�epartielle par rapport �a la 
oordonn�ee xi, D� = Da11 � � �Dann . Nous notons j�j = a1+� � �+an.Lorsque A est l'espa
e des fon
tions de 
lasse L2, nous avons une m�ethode g�en�erale quitransporte des propri�et�es valables en homologie en des propri�et�es valables en 
ohomologie.Cette m�ethode nous permet, �a partir d'une formule d'homotopie en homologie, d'�e
rireune formule en 
ohomologie qui restera valable même quant l'espa
e A est l'alg�ebre desfon
tions de 
lasse C1. Rappelons tout d'abord que le dual de l'homologie de Ho
hs
hildest la 
ohomologie �a valeur dans le module A?, dual topologique, 
'est-�a-dire 
elle du
omplexe : ~Æ; Cm(A;A?)! Cm+1(A;A?)~ÆD0(f0; : : : ; fm+1) = mXi=0 (�1)iD0(f0; : : : ; fifi+1; : : : ; fm+1)+ (�1)m+1D0(fm+1f0; f1; : : : ; fm):



FORMULE D'HOMOTOPIE 15Si A = L2(M), A? est un A-module �a droite :  �a =  (a�) et l'appli
ation � : A ! A?,f 7! (g 7! RM fg) est un isomorphisme de A-modules entre A et A?. Nous disposons ainsid'un morphisme de 
omplexe entre C�(A;A?) et C�(A;A) : D 7! ~D tel que :~D(f0; : : : ; fm) = �(D(f1; : : : ; fm))(f0):Notre formule d'homotopie donne, par dualit�e, une formule d'homotopie pour la 
ohomolo-gie �a valeur dans le dual (nous noterons ~s l'homotopie ainsi trouv�ee : ~s = s?). Grâ
e �al'isomorphisme �, nous 
onstruisons en�n une formule d'homotopie pour la 
ohomologiede Ho
hs
hild �a valeur dans l'alg�ebre (homotopie que nous noterons en
ore s quand il n'y apas de 
onfusion possible). Nous allons expli
iter 
ette derni�ere formule pour la 
omparerave
 
elle de De Wilde et Le
omte. L'appli
ation ~s est l'appli
ation duale de l'homotopies : A
m+2 ! A
m+1. Elle est don
 d�e�nie par ~s : Cm+1(A;A?)! Cm(A;A?)~s(D0)(f0; : : : ; fm) = D0(s(f0 
 � � � 
 fm)):Ce
i nous permet de 
onstruire s : Cm+1(A;A)! Cm(A;A) dans le 
as g�en�eral. Soit Ddans Cm+1(A;A) et ~D = �(D) ; l'appli
ation s doit v�eri�er �(s(D)) = (�1)m~s(�(D)).Proposition 5.1. Soit A = C1(M). L'appli
ation s : Cm+1(A;A)! Cm(A;A),D 7! s(D) telle que s(D)(f1; : : : ; fm) = (�1)mmo Æ (Id
D)s(1
 f1 
 � � � 
 fm)pour m � 1 et nulle si m = 0, est une homotopie entre les 
omplexes de Ho
hs
hild et dede Rham (dans la formule, on a pu rempla
�e les fon
tions par leurs d�eveloppements limit�es
ar les 
o
hâ�nes sont lo
ales).D�emonstration. D'apr�es la d�e�nition de s en homologie, il est 
lair que s(f0
 � � �
 fm) =(f0 
 1
 � � � 
 1):s(1
 � � � 
 fm) don
 lorsque A = L2(M),~s(�(D))(f0; : : : ; fm) = ZM f0s0D(s1 
 � � � 
 sm+1) = (�1)m�(s(D)):On v�eri�e ensuite que la formule 
onvient aussi lorsque A = C1(M). �Nous allons terminer 
ette partie en expli
itant l'appli
ation s de la proposition 5.1 pourla 
omparer ave
 l'homotopie donn�ee par De Wilde et Le
omte. Commen�
ons par �etudiers sur C2(A;A). Un �el�ement de C2(A;A) s'�e
rit 
omme somme de termes de la forme
D�1D�2 . Pour f dans A, �e
rivons �( �f�xi ) =P�1;i(f)
�2;i(f) ; alors les d�e�nitions dela premi�ere partie nous donnent : s(D)(f) = P 
�1;i(f)D�1(�2;i(f))D�2(xi): L'identit�ed'Euler (
f. d�emonstration du th�eor�eme 2.1) nous permet d'�e
rire :s(D)(f) =Xi 
j�2j+ 1D�1( �f�xi )D�2(xi):Il est fa
ile de montrer, par une d�emonstration dire
te, que 
ette formule est valable pourn'importe quelle fon
tion de A (et pas seulement les polynômes). Pour 
ela, nous avonsbesoin de quelques d�e�nitions :



16 GILLES HALBOUTD�e�nition 5.2. Si D est une 
o
hâ�ne lo
ale de Cm(A;A), nous adoptons toujours lanotation D =P�1;:::;�m 
�1;:::;�mD�1 � � �D�m .� Pour l � 1, nous d�e�nissons qi;j : Cm(A;A)! Cm(A;A) par :qi;j(D) =X 
�1;:::;�m 1i+ j�j jD�1 � � �D�m :� On d�e�nit, pour 1 � i � m, �i : Cm(A;A)! Cm+1(A;A) par :�iD(f1; : : : ; fm+1) = D(f1; : : : ; fifi+1; : : : ; fm+1):� En�n, si m � 2, on d�e�nit, pour m�1 � l � 1, la 
o
hâ�ne D(l) dans Cm+l(A;A) par :D(l) = q1;m�1 Æ�m�2 Æ � � � Æ�m�l Æ ql;m�l(D):Nous pouvons alors donner une expression plus expli
ite de notre homotopie s :Th�eor�eme 5.3. L'appli
ation s : Cm+1(A;A)! Cm(A;A) d�e�nie pr�e
�edemment peutaussi s'�e
rire : s(D)(f1; : : : ; fm) =mXj=1 X�2Bnj�2P (�([1;:::;n℄)) (�1)j+`(�)j! D(j)(f1; : : : ; �fm�j+1�x��1 ; : : : ; �fm�x��j ; x���1; : : : ; x���j):D�emonstration. Ce th�eor�eme est une 
ons�equen
e imm�ediate des travaux de la premi�erepartie et des d�e�nitions pr�e
�edentes. On peut aussi v�eri�er que l'appli
ation s est bien unehomotopie en d�emontrant, par un 
al
ul dire
t, que :D(f1; : : : ; fm) = X�2Bnm (�1)`(�)m! �f1�x��1 � � � �fm�x��mD(x��1; : : : ; x��m)+(bÆs+sÆb)(f1; : : : ; fm):�En reprenant les travaux de De Wilde et Le
omte, nous 
onstatons que notre formuleest di��erente de la leur. Elle donne 
ependant les mêmes possibilit�es d'appli
ation aux
onstru
tions de star-produit.
x 6. Une formule d'homotopie en (
o-)homologie 
y
liqueNous allons voir, dans 
ette partie, 
omment, en perturbant notre formule, on obtientune homotopie entre le 
omplexe 
y
lique et le 
omplexe de de Rham. Pour 
ela, nousallons faire quelques rappels sur la notion de perturbation et de r�etra
tion par d�eformation(
f. [La℄ et [Ka2℄) :



FORMULE D'HOMOTOPIE 17D�e�nition 6.1. Une r�etra
tion par d�eformation ((C 0�; d0); (C�; d); I; J; s) est la don-n�ee de deux 
omplexes C 0� et C�, de morphismes de 
omplexes : C 0� J�!C� I�!C 0� et d'unehomotopie s sur C 0� tels que :J Æ I = Id et I Æ J = Id+d0 Æ s+ s Æ d0�On notera RD pour r�etra
tion par d�eformation.On remarque imm�ediatement que les travaux des parties pr�e
�edentes nous permettentd'aÆrmer que ((C�(A;A); b); (
�(M); 0); I; J; s) est une r�etra
tion par d�eformation.D�e�nition 6.2. On dit qu'une RD ((C 0�; d0); (C�; d); I; J; s) est �ltr�ee s'il existe sur C 0�et C� des �ltrations 
roissantes, born�ees inf�erieurement et pr�eserv�ees par I; J et s. LaRD est dite sp�e
iale, si de plus :s Æ I = J Æ s = s Æ s = 0:Remarque 6.3. A partir d'une RD ((C 0�; d0); (C�; d); I; J; s), on obtient une RD sp�e
ialepar les pro
�ed�es suivant :� Rempla
er s par s Æ (b0 Æ s+ s Æ b0) permet d'obtenir une homotopie v�eri�ant s Æ I = 0.� Rempla
er s par (b0 Æ s+ s Æ b0) Æ s permet d'obtenir une homotopie v�eri�ant J Æ s = 0:� Rempla
er s par s Æ b0 Æ s permet d'obtenir une homotopie v�eri�ant s Æ s = 0:Nous avons alors le r�esultat suivant :Proposition 6.4. La RD ((C�(A;A); b); (
�(M); 0); I; J; s) est sp�e
ialeD�emonstration. Il est fa
ile de voir, vu les d�e�nitions de la premi�ere partie, que s Æ I = 0.On suppose la �ltration 
onstante. Etudions s Æ s. L'expression s2(P0 
 P1 
 � � � 
 Pr)fait apparâ�tre des termes du type :(P0�l�m1 (�Pr+m+1�l�xip+1 ; : : : ; �Pr�xil )
� � �
Pr+1�l
1)�� ��l(�Pr+2�l�xi1 ; : : : ; �Pr+m�l�xim�1 ; ��xip�l�m2 (�Pr+m+1�l�xip+1 ; : : : �Pr�xil ); 1; : : : ; 1)
 xi1 ^ � � � ^ xil ;o�u la notation �li d�esigne i
i la i�eme 
omposante du produit tensoriel de l'expression �l:Or une v�eri�
ation imm�ediate, �a partir de la d�e�nition 1.2, nous permet d'aÆrmer que,pour tous 1 � l;m � n et tout polynôme Q, on a :(1) �1( �Q�xm )
 ��xl�2( �Q�xm ) = �1( �Q�xl )
 ��xm�2( �Q�xl ):Ainsi, les termes (P0�l�m1 (�Pr+m+1�l�xip+1 ; : : : )
 � � �)�l(� � � ��xip�l�m2 (�Pr+m+1�l�xip+1 ; : : : )� � �)
 � � �� � �xip ^xip+1 � � � et (P0�l�m1 (�Pr+m+1�l�xip ; : : : )
� � �)�l(� � � ��xip+1�l�m2 (�Pr+m+1�l�xip ; : : : )� � �)
� � �xip+1 ^ xip � � � s'annulerons deux �a deux. Ce
i nous permet de 
on
lure que s Æ s = 0.L'�egalit�e (1) nous permet, de la même fa�
on, de 
on
lure que J Æ s = 0. �Nous allons maintenant �enon
er le lemme de perturbation de [Br℄ (
f. [Ka2℄) :



18 GILLES HALBOUTLemme 6.5. Soit ((C 0�; d0); (C�; d); I; J; s) une RD sp�e
iale. Soit D0 une appli
ation dedegr�e �1 sur C 0� telle que (d0 +D0)2 = 0. On pose D0l = (D0 Æ s)l�1 ÆD0 si j � 1 et pourtout l � 2 : Dl = d+ J Æ (D01 + � � �+D0l�1) Æ I;Il = I + s Æ (D01 + � � �+D0l�1) Æ I;Jl = J + J Æ (D01 + � � �+D0l�1) Æ s;sl = s+ s Æ (D01 + � � �+D0l�1) Æ s:Si la RD est �ltr�ee et si D diminue le degr�e de la �ltration, les appli
ations pr�e
�edentes ontun sens pour l =1 et ((C 0�; d0 +D0); (C�; D1); I1; J1; s1) est une RD sp�e
iale �ltr�ee.Nous voulons appliquer 
e th�eor�eme �a la RD sp�e
iale : ((C�(A;A); b); (
�(M); 0); I; J; s)et �a la di��erentielle de Connes B : C�(A;A)! C�+1(A;A) d�e�nie par :B(a0 
 � � � 
 al) = lXi=0 (�1)l�i1
 ai 
 � � � 
 al 
 � � � 
 ai�1:L'appli
ation B v�eri�e (b+ B)2 = 0 (
f. [Co℄) ainsi que les hypoth�eses li�ees �a la graduation.Nous pouvons ensuite utiliser le lemme 6.5. Nous obtenons alors :Th�eor�eme 6.6. La donn�ee ((C�(A;A); b+ B); (
�(M); d); I1; J; s1) est une RD.D�emonstration. On peut regarder le 
omplexe (C�(A;A); b + B) 
omme un bi
omplexe(C�;�(A;A); b; B) o�u Cp;q = Cp�q, l'appli
ation b est la di��erentielle horizontale et B estla di��erentielle verti
ale. On munit 
e bi
omplexe d'une �ltration suivant les lignes. Pourappliquer lemme 6.5, il suÆt ensuite de montrer que J Æ B Æ s = 0. Ce
i d�e
oule d'unraisonnement semblable �a la preuve de la proposition 6.4 en utilisant en
ore l'�egalit�e (1).�Nous avons ainsi retrouv�e un r�esultat 
lassique dû �a Connes : le 
omplexe 
y
lique p�eri-odique et le 
omplexe de de Rham sont quasi-isomorphes. De plus, nous avons produit unehomotopie expli
ite. Ce r�esultat, �etabli pour les polynômes peut s'�etendre sous les 
ondi-tions d�e
rites dans la partie 4. En�n, en prenant le dual lin�eaire des appli
ation d�e�niespr�e
�edemment, nous obtenons un r�esultat similaire en 
ohomologie. Lorsque l'alg�ebre Ad�esigne l'espa
e des polynômes sur kn (A = k[x1; : : : ; xn℄) ou l'espa
e des fon
tions holo-morphes sur une vari�et�e 
omplexe, nous retrouvons un r�esultat bien 
onnu : le groupe de
ohomologie de Ho
hs
hild H l(A;A?) est isomorphe �a l'espa
e des 
ourants de de Rham dedimension l sur M (not�e Zl(M)). Le morphisme 
anonique est J? : Z�(M)! C�(A;A?) :J?(C)(f0; : : : ; fl) =< C; f0 d f1 ^ � � � ^ d fl > :De même, la 
ohomologie 
y
lique p�eriodique H l�(A;A?) est isomorphe �a l'homologie dede Rham H�(M).



FORMULE D'HOMOTOPIE 19Referen
es[Br℄ R. Brown, The twisted Eilenberg-Zilber theorem, Edizioni Oderisi, Gubbio, Simposio di Topologia1965 (Messina, 1964), 33{37.[Co℄ A. Connes, G�eom�etrie non 
ommutative, Inter�edition, Paris (1990), Publ. Math. IHES 62 (1985),41-144.[DWL℄ M. De Wilde, P. Le
omte, An homotopy formula for the Ho
hs
hild 
ohomology, Compositio Math.96 (1995), no.1, 99{109.[Do℄ R. Douady, Produits tensoriels topologiques et espa
es nu
l�eaires. (Fren
h) Quelques probl�emesde modules (S�em. G�eom. Anal. �E
ole Norm. Sup., Paris, 1971-1972), Asterisque, No. 16, So
.Math. Fran
e, Paris (1974), pp. 7{32.[Gr℄ A. Grothendie
k, Produits tensoriels topologiques, Memoirs Am. Math. So
. 16 (1955), 140 pp..[Ho℄ G. Ho
hs
hild, Relative homologi
al algebra, Trans. Amer. Math. So
. 82 (1956), 246-269.[HKR℄ G. Ho
hs
hild, B. Kostant et A. Rosenberg, Di�erential forms on regular aÆne algebras, Trans.Amer. Math. So
. 102 (1962), 383-408.[Ka1℄ C. Kassel, L'homologie 
y
lique des alg�ebres enveloppantes, Invent. Math. 91 (1988), no. 2, 221{251.[Ka2℄ C. Kassel, Homologie 
y
lique, 
ara
t�ere de Chern et lemme de perturbation, Angew. Math. 408(1990), 159{180.[Kos℄ J. Koszul, Homologie and 
ohomologie des alg�ebres des Lie, Bull. So
. Math. Fran
e 78 (1950),487-518.[La℄ L. A. Lambe, Homologi
al perturbation theory, Ho
hs
hild homology, and formal groups. Deforma-tion theory and quantum groups with appli
ations to mathemati
al physi
s (Amherst, MA, 1990),Amer. Math. So
., Providen
e, RI, Contemp. Math. 134 (1992), 183{218.[LS℄ L. A. Lambe, J. D. Stashe�, Appli
ations of perturbation theory to iterated �brations, Manus
riptaMath. 58 (1987), no. 3, 363{376.[Lo℄ J.-L. Loday, Cy
li
 Homology, Springer Verlag, Berlin, Die Grundlehren der Math. Wissens
haften,301 (1992), xvii + 454 pp..[LQ℄ J.-L. Loday, D. Quillen, Cy
li
 homology and the Lie algebra homology of matri
es, Comment.Math. Helv. 59 (1984), no. 4, 569{591.[ML℄ S. Ma
Lane, Homology, Springer Verlag, NY, Die Grundlehren der Math. Wissens
haften, Band114 (1967), xii+462 pp..[MR℄ J. Martinet et J.P. Ramis, Th�eorie de Galois di��erentielle et resommation - Computer algebra anddi�erential equations,, A
ademi
 Press, London New-York, Comput. Math. Appl. (1990), 117-214.[May℄ J. Peter May, The 
ohomology of restri
ted Lie algebras and Hopf algebras, J. Alg. 3 (1966),123-146.[Ve℄ J.-L. Verdier, Des 
at�egories d�eriv�ees des 
at�egories ab�eliennes, Ast�erisque 239 (1996), xii + 253pp..Gilles HalboutInstitut de Re
her
he Math�ematique Avan
�ee, Universit�e Louis Pasteur { C.N.R.S.7, rue Ren�e Des
artes | F{67084 STRASBOURG Cedex | FRANCEe-mail: halbout�math.u-strasbg.fr


