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ABSTRACT. Let k be the field C or R, let M be the space k™ and let A be the algebra of poly-
nomials over M. We know from [HKR] that the Hochschild homology H.(A, A) is isomorphic
to the de Rham differential forms over M : this means that the complexes (C.(A4, A),b) and
(2 (M), 0) are quasi-isomorphic. In this work, I produce a general explicit homotopy formula
between thoses two complexes. This formula can be generalized when M is an open set in
a complex manifold and A is the space of holomorphic functions over M. Then, by taking
the dual maps, I find a new homotopy formula for the Hochschild cohomology of the algebra
of smooth fonctions over M (when M is either a complex or a real manifold) different from
the one given in [DWL]. I will finally show how this formula can be used to construct an
homotopy for the cyclic homology.

§ 0. Introduction
Le but de ce travail est d’écrire une formule d’homotopie explicite pour le quasi-
isomorphisme de complexes donné par le théoreme de Hochschild, Kostant et Rosenberg

([HKR]). Soit A une algébre commutative affine réguliére et unitaire sur un corps £k = R
ou C et M un A-bimodule. L’homologie de Hochschild de ’algebre A a coefficients dans

M (notée H.(A, M)) est, par définition, Tor (M, A), avec A® = A ® AP ot A% est
A muni de la multiplication opposée : A°? x A%? — A°P  (a,b) — ba. Le théoréme de
Hochschild-Kostant-Rosenberg ([HKR, p.395]) affirme que 'application naturelle :

H1 = Hl(A, A) — H(A,A)
entre groupes d’homologie de Hochschild induit un isomorphisme de A-algebres :
Ny(Hy) — H.(A, A)

ou Q4 = Ay (H;) est la A-algebre extérieure sur H;. Le groupe H;(A, A) est isomorphe
au A-module des différentielles de Kahler.
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Dans le cas particulier o A est une algébre de polynémes (A = k[zy,...,z,]), ceci
est une conséquence de l'existence de la résolution de Koszul (c¢f. [Kos], [Ho], [May]).
Ainsi les complexes (C.(k[z1,-..,%n]),b) et (£24,0) sont quasi-isomorphes. Notre but est
de donner une formule d’homotopie explicite entre ces deux complexes. Ceci est bien
connu dans le cas n = 1 (¢f. [LS] Ez. 2.7.3, [LQ] et [Kal]). En dimension supérieure,
on dispose d’'une approche théorique en utilisant le théoreme d’Eilenberg-Zilber puisque
klzi,...,z,] ~ k[z]®" (¢f. [LS] Ez. 2.7.1). 1l existe aussi une approche en géométrie
différentielle donnée par Connes (cf. [Co]). Cependant, il est utile de disposer de formules
explicites, par exemple en théorie des déformations ou en homologie entiere.

Dans la premiere partie, nous explicitons une telle formule d’homotopie. Pour cela nous
définissons un opérateur A, correspondant & un “coproduit” A : A — A® A, que l'on
étend en des fonctions Al : A®" — A®2. Nous donnerons quelques propriétés remarquables
de ces opérateurs dans la deuxiéme partie. La preuve de théoreme principal de la premiere
partie est donnée dans la troisieme partie.

Dans la quatrieme partie, nous verrons sous quelles conditions la formule d’homotopie
peut s’étendre a des “algebres plus générales” et comment elle peut se généraliser au cas
ou M est un ouvert contractile d’une variété complexe lisse et A est I’algebre des fonctions
holomorphes sur M.

Dans la cinquieme partie, nous montrerons comment cette formule nous permet de
retrouver une expression analogue en cohomologie. En explicitant la nouvelle formule
obtenue, nous constaterons que celle-ci est différente de celle donnée par De Wilde et
Lecomte ([DWL]).

Enfin, dans la derniére partie, nous donnerons une application d’une telle homotopie :
en utilisant les techniques de perturbation des rétractions par déformation (cf. [Ka2]), nous
obtenons une nouvelle formule d’homotopie explicite entre I’homologie (ou la cohomologie)
cyclique périodique et celle de de Rham.
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§ 1. Formule d’homotopie pour les polynomes

Dans cette partie nous allons donner une formule d’homotopie entre les complexes de
Hochschild et de de Rham, pour ’algebre des polynémes. Commencons par préciser ce

que nous entendons par homotopie entre deux complexes (C., d) et (C'.,d) :

Définition 1.1. (c¢f. [ML]) Soient (C.,d) et (C'.,d') deuz complezes.

e Un morphisme de complexes ¢ : C. — C'. est un quasi-isomorphisme si l’application
induite sur I’homologie est un isomorphisme.

e Deuxr morphismes ¢ et ¢' : C. — C'. sont dits homotopes s’il existe une application
appelée homotopie h : C. — C'. 41 telle que ¢ — ¢’ =d oh+hod.
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o SiI estun quasi-isomorphisme entre les complezes (C.,d) et (C'.,d'), etsiJ : C'. — C.
est un morphisme de complexes tel que J oI = Id sur C. nous dirons que s est une
homotopie pour (I,J) si s est une homotopie entre I o J et Id sur C'., c’est-a-dire :

JToJ=Id+ dos+sod.

Considérons 'algébre A = k[zq, ..., x,] ; le groupe d’homologie Hq(A, A) est isomorphe
au A-module des différentielles de Kéhler et donc P'espace Al (H;(A, A)) est isomorphe &
I’espace vectoriel engendré par les éléments de type adx;, A - A dz;, avec a dans A.

Le théoreme de Hochschild-Kostant-Rosenberg dit que les complexes de Hochschild :
C.(A,A) -2+ C._1(A, A) et de de Rham Ay (H:(A, A)) — A7 (Hy (A4, A)) sont quasi-iso-
morphes. Comme on a supposé que l'algebre A est unitaire, nous pouvons réduire le
complexe de Hochschild au complexe C.(A, A) L>C_'._1(A, A) avec Cj(A,A) = A® A®!
ou A = A/k (k est identifié & k-1 dans A). En effet, il est bien connu (cf. [Lo]) que la
projection : Cj(A, A) — C;(A, A) est un quasi-isomorphisme de complexes.

Il est alors naturel de chercher deux quasi-isomorphismes I et J entre les complexes
C.(A,A) et Ny(H (A, A)) puis de construire une homotopie correspondante. Pour plus
de commodité, nous écrirons désormais A’y pour A’y (H1(A, A)), espace que nous pouvons
identifier & 'espace des formes différentielles sur Vect(zy,...,z,).

Un candidat naturel pour le morphisme J : C;(A, A) — Al; est application :
P0®P1®®Pl |—>P0dP1/\"'/\dPl.

On vérifie immédiatement que J o b = 0 si bien que J est un morphisme de complexes.
Pour la suite de notre travail, nous introduisons la notation B}, qui désignera I’ensemble des
applications de [1,...,u] dans [1,...,v]. Pour tout élément o dans B? et i dans [1,...,u],
I’expression o désignera I'image de ¢ par ’application o. De plus, si ¥ est une partie finie
de N, on notera P(X) 'ensemble des permutations de ¥. Enfin, la notation 1 A --- A 2y

désignera I'élément »° py 1) (—I)Z(U)l—l!acg.l ®- R, de A% ({(c) est la longueur de

Bruhat de o : sgn(o) = (—1)““)). Nous pouvons ainsi réécrire J : A® A8 — Al,

8P1 ) 8Pg

PO®H'®PZ'_>ZP08$ 024
o1 o

oceBp

Qdryi N -Ndxgy..

Nous devons maintenant choisir un morphisme I : A}, — Cj(A, A). Prenons, par
exemple, I'injection canonique :

I :adxyy N---Ndxg, —aQ@xy, ANz,

On vérifie que cette application est bien définie, qu’elle est injective et que c’est un mor-
phisme de complexes car bo I = 0.

On démontre aisément que les applications I et J vérifient : I o J = Id. Nous voulons
maintenant trouver une application s : ARA® — AR A®'*! telle que ToJ = Id +sob+bos.
Pour cela, nous allons d’abord définir une application A : A — A® A que nous étendrons
en des applications A! : A% — A®2, Pour plus de commodité dans la suite de ce travail,
nous noterons souvent (...,...,...) aulieude - - ®@---®---
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Définition 1.2. L’application A : A — AR A, est définie, pour tout polynome P homogéne
de degré m, par :

_ _1 1 a'p 1
A(P) - m+1 1®P+ et (m+1)---(m—I1+1) ZUEB{L Lo-1"" Lol ® Ory.1-0x 4. +eet m+1P®1'

Calculons par exemple A(zqz3) :
A($1$22) = il ®I’1.’L’22 + 1—12.’171 ®I’22 + %.’1’,’2 ®I’1I’2 + 1—12.’1722 ®.’L’1 + %.’171.’172 ®I’2 + i$1$22 (039 1.
Nous pouvons ensuite définir les applications A! par récurrence pour [ > 1.

Définition 1.3. Soit A : AQ A — A® A définie par :
A(P,Q) = (P®1)-A(Q).
On définit ensuite Al : A® — A®2 pour Py, ..., P, dans A par :
Al(Py,...,P) =IA[(1@ ' P)ATY (P, Py

ot t est une variable supplémentaire introduite pour la commodité des calculs (on passe de
A a k[t z1,...,zn]) et ot la notation [ ® ], ;) signifie que 'on a spécialisé t en 0 dans
le premier facteur du produit tensoriel et en 1 dans le second.

Calculons par exemple A?(z,z?) : A?(z,2?) = 2102°+ Lz ®e?+ 22° @z + 123 @ 1.

Nous donnerons dans la quatrieme partie une définition plus intrinseque de ces appli-
cations, ce qui nous permettra de les appliquer a des espaces de fonctions plus grands.
Cette définition est néanmoins suffisante pour le travail que nous voulons faire ici et les
théoremes des parties 1, 2 et 3 se généraliseront sans probleme. Nous avons maintenant
tous les outils nécessaires a la construction de notre homotopie :

Définition 1.4. Soit s : A®F1 5 A®HF2 définie pour Py, ..., P, dans A par :

s(PO®...®_Pl):
l . _ . )
=X ()7 (R@- 8Py @1 ;ﬁ“ag’%’f”“’ pic) @ Toa Aeee Ao gy
1= o §

A7 étant Uimage de AJ par Uinjection : A®@ A — A®1+2 (a®d') = a® 19077 @ 4.

Notre résultat principal est le suivant :

Théoreme 1.5. Soit A l'algébre des polynomes. L’application s est une homotopie entre
les complexes de Hochschild et de de Rham de A, c’est-a-dire :

IToJ=Id+bos+sob.

La preuve de ce théoreme sera faite dans la troisieme partie et résultera des propriétés
des applications A! que nous allons énoncer maintenant.

§ 2. Quelques propriétés de 1’opérateur A

Commencons par expliquer pourquoi A peut étre vu comme un coproduit sur A, espace
des fonctions sur Vect(zy,...,x,).
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Théoréme 2.1. Soit m® la multiplication (commutative et associative) : A® A — A
que 'on étend (grace a l’associativité) en une application, toujours notée m® : A®' — A

(1 € N). Pour tout | dans N, Uapplication m® o Al : A®' — A wérifie alors la propriété
sutvante :

m® o Al = m?°.

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence sur /.

Sil =1, la propriété est évidente : vu la définition de A (¢f. définition 1.2), c’est une

conséquence de 'identité d’Euler.

Supposons le résultat acquis au rang [ — 1. Considérons Py,..., P, dans A. Ecrivons

ATYPy, ..., P) =Y m®@mn}. Onaalors AY(Py,...,P) =13 (m@1) A Pi))] 0,1
(2 2

et donc :
m° o Al(P1, P = lZm-mo © [A(tl_lpﬁr;)](o;)-

Il suffit de démontrer que m° o [A(tl_lﬂ')](o 1) = 17 pour tout m dans A, car alors
me°o Al = l-% > ; miPim, = P;---P; par hypothese de récurrence. Pour ce faire, on peut
supposer sans perte de généralité que 7 = ™. On a alors :

m m

Lm 1 (=14+30)---(1+1d) ,,_, ;
[A@E 2™ 0.1) = Zo(m+l)---(k+z) Z (m+1)- m+1)x o

1= 1=0

Donc m? o [A(t=1a™)](0,1) = Grgpy gt 2imo(L+1)- (I = L+ 0)a™ = 2™,
C’est le résultat souhaité. O

Nous allons maintenant énoncer un deuxieme résultat donnant un analogue de I'identité

d’Euler pour les polynémes homogenes. Dans toute la suite de notre travail, nous poserons,
pour 1 <7 <mn,

fi=1®z;)— (r;®1) (élément de A® A).

Théoreme 2.2. Pour tout P dans A, nous avons :

ZfiAa—P —1®@P—P®1.
— Ox;

Démonstration. Reprenons ici la définition de I'application A . Nous pouvons réécrire la
formule de deux manieres différentes : pour P homogene dans A de degré m, on a :

- 1 o'p
A(P) = E ol Ty
( ) 1=0 ocBn (m + l)m- . (m — [+ 1)x 1 Tel 0%y 0y
= 1

- =0 c€B} (m+1)m---(m—141) 0zs1---0xy, o.1 ol



6 GILLES HALBOUT

donc
& P 1 0 o'P
zA - o- o- 7
DSy =2 m(m =) m =t e T )
=1 =1 1=0 oeBJ

noed 1 | a( o'P )
m(m —1)---(m — l)xZ 0x; O0ry.q1- 0Ty

RLy.1" Ty

— 1 & (m—1) o'p
= Ty Loy @ (M —
1=0 cEB; m(m —1)---(m 1)

0xy.1" 0Ty

m—1 l
B 1 (m —1) o'P

= h m(m —1)---(m —1)

. ® xr R T .1
0xy.1" 0T 4. ‘ ‘

=1® P—P®1 (apreés simplification).

En fait nous avons des formules plus générales :
Théoréme 2.3. Pour toutr >1dans N, Py,...,P. dans Aetl <i<r :
(1 )Z A5 (P, .. 2y = AT Y(Py, .., PoyP) — (P @ 1)ATY(Py, .., Py

) dxy

ox;?

(2) Z A8 (Py,.. .8 P)=A""Y(P,,.. P,1P;,...,P)~A""Y(Py,... PP, ..., P)
=1

3) Y A5 (5 P2y, ) = (1@ P)A™Y(Py,..,P,) — A Y (PP, P,).
=1

La démonstration de ce théoréme repose sur le lemme suivant :

Lemme 2.4. Pour tous polynomes P et Q dans A, pour tout 1 <1 <n, nous avons :

Zf: 1®t8—ml)AQ] = (1® P)A(Q) - A(PQ),

(0,1)

()fz-[ (tP)l(0,1) = [A(f1-tP)] (0 1)-

Démonstration. La seconde égalité du lemme est équivalente a :
()" A(zP) = (21 @ 1)AP + (1@ @) [A(tP)] (o 1) — (21 @ D[A(P)] g 1)-

Supposons que P est un monome homogene de degré m. Nous allons maintenant utiliser
une astuce de comptage : écrivons P = x1- - -x,, et supposons que, formellement, tous ces
x; sont différents entre eux et sont différents de x;. Ceci n’enleve rien a la généralité du
résultat car il suffira de spécialiser en les variables voulues par la suite. Pour Y C [1,...,m]
(on note |Y| le cardinal de Y'), regardons le coefﬁcient apparaissant devant ;] [;cy2; ®

[Ijsyz; : pour le terme de gauche de (b)’, il vaut 1

m+2 m+1 et pour celui de droite :
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11 11 1 1 .
T GV mi g = mas gV Quant aux termes du type [];cy2; ® leMij, il
m m-42 m+41

est clair que des deux cotés apparait : MLHC‘Y;JT

La démonstration de la premiere égalité se fait de la méme maniere. Les polynomes P
et () sont supposés homogenes de degrés respectivement p et g et produits de monomes
de degrés 1 (notés x; pour P et y; pour Q) tous indépendant et différents de z;. Par un
comptage similaire, on vérifie que le coefficient apparaissant devant x;, - - -z;, -y, - - -y;,, @~ - -
est le méme dans chacun des termes de ’égalité (a). Ceci prouve le lemme. O

Démonstration (du théoréme 2.8). Pour prouver ’égalité (3), supposons r > 1 et choisis-
sons Py,..., P, dans A. Nous obtenons :

AT 8
ST gy Pt B = A 00 A (P R
l )
_ oP r—1 . r—2
_zl:f,[A{1®t—aml) x A" NPy, ...,P)-(1®t )}](071)

et, aux coefficients t' ® - - - (avec i > 0) prés, nous obtenons :
Ar_l(P% SRR PT)(l ® t?"—2) = (7" o ]')A[(l ® tr_2P2)Ar_2(P3a RN Pr)]

Donc, en posant @ = (r — 1)(1 @ "2 P)A""%(Ps, ..., P,.) :

ZflA o p )= S Ala (0 @taa—fjm@n}]m )

:(1 ® P1)A(Q) — A(P,Q) (lemme 2.4)
(1@ P)A{(r—1) (1@t 2P)A"*(Ps,...,P,)}
~A{1®P)(r—-1)1®t2P)A"(Ps,...,P,)}
=(1® P)A""YPy,...,P) — A" YP,-P,,..., P).

Pour prouver la deuxieme égalité, nous allons procéder par récurrence sur r. La récur-
rence s’initialise en » = 3. Dans ce cas on a :

A3 0P 0
Zfl (P oy ) =2 i A{l@tP)N(a—Psz)}]m)

9P p)Y  (lemme 2.4)
Oz, (0,1)

_Z A{fi(1®tP)A%(==
:[A {1®th) x 2{(1® P2)A(Ps) = A(P2Ps)}}] )
(d’apres 1'égalité (3))

=A?(Py-Py, P5) — A?(Py-Py, ).
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C’est le résultat pour » = 3. Supposons ensuite r» > 3 et le résultat acquis au rang r — 1 ;
soit 2 < ¢ < r, nous avons alors :

r OP;
Zf,T(Pl,... —, .., P)=
l

’ 8.’171
dP;
=Y fA{Qet Tt P)ATTHP,,. ., = P
[ .’Ifl (071)
r—2 r—1 8PZ
=Y [AM{f(1@t*P)A (P, ..oy, P} (lemme 2.4)
l oz (0,1)

= [A {(1 X tr—2P1) X (7’ - I)AT_Z(P% ) Pi—l'Pi7 ) PT‘)}](()J)
—[A{1®t"?P) x (r—1)A"*(Py,..., PPy, ..., Pr)}](0 ) (par récurrence)
= A" YPy,...,P,_1-P,,...,P,) — A" Y(Py,...,P;-P;y1, ots,P,).

C’est le résultat souhaité. Pour ¢ = 2 on fait comme dans le cas » = 3 : on utilise
Iégalité (3) au lieu de '’hypothese de récurrence.

Pour prouver la premiere égalité, il suffit d’initialiser la récurrence, le raisonnement se
faisant ensuite comme pour la seconde égalité. Or nous avons, pour r = 2 :

2
S A P G =S MU e PIAGT

:ZA{f,(l ® Pl)A(g—];z)} (lemme 2.4)

=A{(1® P1)(1® P, — P, ® 1)} (théoreme 2.2)
=A(P;-P2) — (P, ® 1)A(Py).

C’est le résultat au rang r = 2. O

Remarquons que si l'on avait démontré d’abord les égalités (1) et (2), I’égalité (3) serait
équivalente a 1’égalité suivante :

Théoréme 2.5. Pour tous Py,...,P. dans A (r >0), on a :
UOAT(Pl,...,Pr) :AT(PT,...,Pl),

ot vst lavolte : AQRA—ARA, PRQ— QR P.

§ 3. Démonstration du théoréeme principal

On démontre le théoréeme 1.5. Pour cela, considérons des polynémes P, ..., P, dans A.
L’expression b o s(Py, ..., P,) est alors égale & :
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r—1r—j—1
1) Ai(0Fr—i+1 OB
> (- C@PPL®®1) Y A S axw)m“/\ Ny
j=1 1=0 cEBY
r—1
BPT 0P i1 OP,
+Z(PO®' P._; ZAJ B2y 8:60])@3501/\ "N Zo.j
7j=1 a'EB”
) (P®- - @Pr_j®1) X
7j=1
—~8P_'1 8P T 2®®JJ
x D! 1@ @) A (I T 7o 70°]
Z ( ) ( ® ® Z 1) ( 81;0-.1 ) ’ 8370-]) ® ]|
JGBJ’-’
T€P(o[1,...,7])
+ 0 (contribution des produits alternés)
+Z 1]P0® ®Pr—j®1)><
(1) xj 8Pr—j+1 aPr Tro1 @+ & Tro-j—1
x 1 i @@ 1)AT . ,

O'EB;L
reP(o]1,-5])

+ Z PomoAr(

occBn

0P, 0P,
0:170 1 0:170 r

)R Tyl Arer ATy

Nous allons réécrire la somme ) (—1)1')(7)(1 ® @ Tro.1)AI(---) ® -+ en regroupant les
ZTrs.1 correspondant au méme x;. La somme vaut alors :

n J
Z 1®: @) Z )AL ( 0P j11 OPr_j1 OP, )®acg.2/\---/\x0.j-
81'(,.2 ’ ’ 81’[ ’ ,83?0.]' ]
o-1= l

En faisant de méme avec ) (—l)e(T)(l'»,—g.j ®---®1)AI(--)® -+, on trouve :

n J
] i 0P, _ ]+1 3Pr_j+[ oP. o1 N e NTooj—1
E T g AJ . e - .
(2@ 051 oz 33%.'—1)@ J
=1 n =1 J
O'EBJ

Q
S,
I
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Ecrivons, maintenant, I’expression développée de so b(Fp, ..., P,) :
r—1r—I(—1
1 — . OP._; OP,
Z (_]-)H—r ! ](' ) 'Pl'Pl+1' . ®PT—J®1) Z AJ(Lﬂv R . )®X0~1,...,U~j
- a$0.1 8$g.j
=0 j=1 oEB}
r—1 r—1
Ifr—1—j i O(P-Pi41)
+Z Z (=) (Py®e e ®F_j—1®1) Z AJ(---,TM,---)®X0-1,...,U~J'
1=0 j=r—I sEB? :
r—1
145 ) AN7J aPT—j 8]31'—1 )
I Z ()" (PP Q@Pr_1_;®1) Z N(m, T ) ® X1,
j=1 UGB;”
Les deux premiéres sommes des expression sob(Py, ..., P,) et bos(Py, ..., P,) sont opposées

I'une l'autre. On a alors (en utilisant le théoreme 2.1) :

(sob+bos)(Py,...,P) =
0P, OP,
03:00..1 O0%y.r

N DML TIPS o

j=11=1 o€B?

X Xo~1,...,o~r

j—1
- . OP._ .4 OP._ .., oP, Xod i1
1®- .- _ @AY (Zrmt  Zo gl r 01,...,0]
;[( @ @m) = (@@ 1A (5, ,axa_j_1)® ;
r—1
) oP,
+Z(P0®...®Pr_j_1®Pr_j) S A — ,...,a%.j)®X(,.1,,,,,(,.j
j=1 o€BY
r—1 r—1 OP-P
I+r—1—j ) A j "Hi+1 .
+Z Z,(—l) (Po®- -+ - P j1®1) > B(y =5t )@ X0
j=1ll=r—j UEB]’-L
r—1
OP,_ OP,_
VPP @ P, .®1 A2 N e X ).
R R o) T MG S 0 X0

Pour terminer la preuve, nous allons donner une écriture développée de sob+bos. Nous
utilisons les théoremes 2.1, 2.2 et 2.3 pour faire les simplifications adéquates. L’expression

(sob+bos)(Py,...,P.) vaut alors :
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JoI(Ph®: -+ ® P,)

— e OP._:.o 0P,
SN P®- - ®P_;QP,._; AT r Xt i
Z( 0@ @ Py ® Pr_ji1) ) oo, »3%4__1)@ 101
UEB;" 1
r j—1
_ OP,_ 1 Ps_
DY ()T (Po@ - @Pe1) Y AT Jg’ —IHEL )@ X, ot
j=11=1 cEBT_, To-?
- 1)+ xj—1,9Pr—j+1 0P, 1
+Z (PrPo®---®@P_;@1) Y AN ) ®@ X e
veBn 81)0.1 8xa.j_1
Jj—1
r—1
— - OP,_;41 oP,
Po® - ®@P_i 1 ®P,_; AT (==t X,.
+Z(0® ®P_j_1®Prj) Y (g 330(,)@ .
j=1 o€B? J
r—1 r—1 , ) 8P P
n (_1)l+r—1—](P0® ...... QPr_;_1®1) Z AJ(_._% )@ X, 0
j=1U=r—j o€B? To-?
r—1
. . OP._. oP,_
+3 (-1 PPy @ ®Po1j®1) Y A(L 1)@ Xg1,.. . 0j
= oC B a$0.1 8560.]'

Apres simplifications (en posant I’ =1+ r — j), on obtient finalement :
(sob+bos)(Py,...,P.)=Jol(Ph® - -®P.)— (Po® - QPFP)+ (PyPr®---®P._1®1),

ce qui termine la preuve du théoréme (nous travaillons sur A/k).

§ 4. Généralisations

Le but de cette partie est de montrer que ’on peut étendre les résultats de la premiere
partie a des espaces de fonction plus grands : fractions rationnelles, séries entieres, fonctions
holomorphes sur une variété complexe. L’idée générale est d’approcher les fonctions par
des polynomes ou de les développer en séries entieres et d’appliquer ensuite la construction
donnée dans la partie 1.

Nous allons commencer par étendre A a I’espace des fractions rationnelles a une variable
que nous noterons k(x). Nous noterons k’(x) l'espace des fractions qui sont des dérivées
de fractions rationnelles. Sur C, nous savons que ce dernier espace est engendré par les

polynomes et les fractions du type : ﬁ avec [ > 1. Pour évaluer A sur un des ces
derniers termes (on prendra, comme exemple, a = 1), écrivons le développement en série
entiere de ) = = oy = Z¢>o C’f +l1 1aci et appliquons formellement A & cette série. Nous

obtenons une série formelle de prodult tensoriel que nous pouvons resommer :

INCIED e Hllzwﬂ@x”—zl_l o

1>0 ) (1 - m)l_i .
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Compte tenu de ces remarques, nous pouvons donner une expression simple de A sur /()
qui généralise celle de la définition 1.2 :

Proposition 4.1. L’application A se prolonge en une unique application linéaire :
K (x) = k'(z) @ k'(z), telle que pourl > 1 et a dans C :

Pour étendre 'application d’homotopie a une classe plus importante de fonctions, nous
allons donner une nouvelle maniere de définir A équivalente a celle de la définition 1.2 :

Définition 4.2. Soit B l'algébre B = k[X1,..., X,] et rappelons que A = k[z,...,zy].
On définit ® : A — B par :

1

@(xif : 'xil) = ﬁ

X, -

1

X,

e

Cette application est bijective et nous verrons comment lui donner un sens pour des
algebres de fonctions plus générales. L’algebre B est en fait une algebre de Hopf car elle
peut étre munie d’un coproduit co-commutatif :

Définition 4.3. On définit Ag : B — B ® B, morphisme d’algébre vérifiant :
A(X)=10X;+ X;®1

pour tout générateur X; de B.
La encore, nous verrons plus tard a quoi correspond ce morphisme sur un espace de

fonction général. Remarquons, enfin, que la transformation : P degP 1P pour tout

polynéome homogene P, correspond a une intégration, que nous noterons Int par la suite :
1
Int : A— A, P~ / P(tx) dt.
0

Une vérification immédiate nous permet de redéfinir A :
Proposition 4.4. Pour tout P dans A nous avons :
A(P)= (7' ® & 1) Ay(®(Int(P))).
Cette nouvelle définition va nous permettre d’étendre notre formule. Revenons sur
I’exemple des fonctions rationnelles. Considérons la fonction (i—s )2 ; il est clair que
Int((1 m)z) = rlx) et que <I>((1 x)) = exp(z). Il est aussi évident que Ag(exp) =
exp ® exp. Nous retrouvons bien : (®71®@ ®71)A, (@ (Int <(1 E ))) = ﬁ ® rlx) —
(1 o [ > 1. Nous voyons

a travers cet exemple, que pour prolonger A, il suffit de prolonger ® et Ag. Si U est un
voisinage de 0 dans C", nous noterons O(U) 'espace des fonctions analytiques sur U.

A (ﬁ) . Nous aurions pu faire de méme avec les fonctions
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e Nous pouvons prolonger ’application ® en utilisant 'isomorphisme de Borel-Laplace
(c¢f. [MR]). Soit U un ouvert de C" contenant 0 et f une fonction dans O(U) telle que
f(2) = O(z) a lorigine. Choisissons un lacet 7, autour de l'origine tel que v C U ; la
transformée de Borel est définie par :

B (€) = iAf(m) (ef“@> -

2 x2

L’image par B de l’ensemble des fonctions holomorphes au voisinage de 0 telles que
f(z) = O(z) a lorigine est 'ensemble des fonctions holomorphes sur C qui sont de
croissance au plus exponentielle & l'infini. Pour P dans C[zy,...,z,] et aq,...,a, dans
C, notons P,,. 4, le polynéme : C — C, P,, ., (2) = z-P(z-a4,...,2-a,). Il est alors

clair que ®(P)(a1,...,an) = B(P,,,...q,)(1). La définition de B nous montre alors que
® se prolonge en une application ® définie sur I'ensemble des fonctions & n variables,
holomorphes en 0. L’image de ® est ’ensemble des fonctions a n variables, holomorphes
en 0 a croissance au plus exponentielle a I'infini.

e L’application Ag est un cas particulier, sur les polynomes, du coproduit classique sur
les fonctions. Pour cela nous remplacerons le produit tensoriel algébrique par le produit
tensoriel projectif complété @, (cf. [Co], [Gr] pour le cas général et [Do] pour le cas
complexe). Nous garderons les mémes notations que dans le cas algébrique pour désigner
les groupes de cohomologie correspondant. Le produit tensoriel est construit de telle
sorte que O(U x V) = O(U)®,0O(V). Dans notre cas Aq correspond & I'application :
OU) = O(U)®,0(U), f s Ao(f) telle que Ag(f)(u,v) = f(u+ v). On retrouve bien
le fait que Ag(exp) = exp ® exp puisque exp(z + y) = exp(x)-exp(y). Il est alors clair
que Ay conserve la propriété de croissance au plus exponentielle a 1’infini.

Ceci nous permet maintenant de définir A : 4 — A%, A (ot A= O(U)) par :
(D) = A(f) = (271 ® &™) Ag(2(Int(f))).

Les propriétés des parties précédentes sont conservées par continuité des application &,
Ag et 1. Nous avons ainsi une généralisation de théoréme 1.5 :

Théoréme 4.5. Soit A [’algébre de fonctions holomorphes au voisinage de 0. Soit s
Uapplication construite a partir des formules de la premiére partie mais en utilisant la
définition (D) de A ; cette application s : A®" — A®™TL prolonge l'application définie sur
les polynomes et est une homotopie entre le complexe de Hochschild et le complexe de de

Rham.

Remarque 4.6. Soit M est une variété réelle ; si, sur tout ouvert contractile U, on pou-
vait étendre la formule d’homotopie a l’espace des fonction de classe C*° sur U, on pourrait
obtenir une formule d’homotopie globale sur M. En choisissant une partition de l'unité
() subordonnée a un recouvrement par des ouverts contractiles U, on pourrait construire
une homotopie sy sur chaque ouvert U. Définissons la fonction pysy : A® — A®HL
ot @y agit par multiplication sur le premier terme du produit tensoriel. L’application
Y v pusu serait alors une homotopie pour I’homologie de Hochschild sur M.

Remarque 4.7. On peut appliquer le Théoréme 4.5 a des algébres de fonctions plus
grandes ot la transformée de Borel est encore définie : par eremple, au cas ou A est
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lalgébre des fonctions définies sur des disques de Borel (disques ouverts dont le bord con-
tient 0), ou aussi l’algébre des fonctions asymptote Gevrey.

§ 5. Une formule d’homotopie en cohomologie

Ce paragraphe, comme le suivant, donne une application de notre formule. Nous allons
montrer comment celle-ci permet de construire une formule d’homotopie pour la coho-
mologie de Hochschild sur une variété M. Nous retrouverons ainsi que la cohomologie de
Hochschild peut étre canoniquement identifiée aux multidérivations antisymétriques (ce
résultat est di a Hochschild, Kostant et Rosenberg). La formule que nous trouvons est
différente de celle donnée par De Wilde et Lecomte ([DWL]) mais elle pourra étre utilisée
de la méme maniere pour la théorie des déformations.

Dans notre étude, comme dans [DWL], nous nous restreindrons aux cochaines locales,
c’est-a-dire aux opérateurs multidifférentiels. Cette restriction est justifiée par le fait que
I'inclusion de ce dernier complexe dans le complexe de Hochschild total induit un isomor-
phisme en cohomologie. Nous pouvons aussi réduire notre étude au cas ou M est un ouvert
contractile : si I’on choisi une partition de 1'unité ¢y, et si sy est une homotopie sur U,
I'application s = ), pursy sera une homotopie sur M. Dans ce cas, nous pouvons con-
sidérer que M = R™ et restreindre A = C'*° (M) aux fonctions a support compact. Notons
C™(A, A) l'espace des m—cochaines a valeur dans A. La cohomologie de Hochschild est
celle du complexe, § : C™(A4, A) — C™ (A, A)

(5D)(f1’ ) fm+1) = (_1)m_1f1D(f2, ) fm+1)
+Y (O)™ID(f o fifirts - Ft)
=1

+D(f17"'7fm)fm+1

Comme nous 'avons dit plus haut, nous nous restreindrons aux cochaines locales, c’est-a-
dire celle qui s’écrivent sous la forme :

D(fl?"'?fm): Z cal,...,amDalfl"'Damfm
(@1,-sam ) E(NT)™
est dans O (M) et, si o = (al,...,a") est dans N" et si D; est la dérivé
partielle par rapport & la coordonnée z;, D* = D‘fl- -.D®" . Nous notons |a| = a' +---+a™.

ou Cqy,...,a

m

Lorsque A est I’espace des fonctions de classe L2, nous avons une méthode générale qui
transporte des propriétés valables en homologie en des propriétés valables en cohomologie.
Cette méthode nous permet, a partir d'une formule d’homotopie en homologie, d’écrire
une formule en cohomologie qui restera valable méme quant ’espace A est ’algebre des
fonctions de classe C'*°. Rappelons tout d’abord que le dual de I’homologie de Hochschild
est la cohomologie & valeur dans le module A*, dual topologique, c’est-a-dire celle du

complexe : §, C™(A, A*) — C™T1(A, A*)

5D (fo,- s fm41) = Y (=1)'D'(fo, -, fifixts - 1)

1=

0
+ (=)™ D (i1 for f1 - s fm)-
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Si A= L*(M), A* est un A-module & droite : 1-a = 9(a-) et 'application pu : A — A*,
f=(g—[ 1 fg) est un isomorphisme de A-modules entre A et A*. Nous disposons ainsi
d’un morphisme de complexe entre C' (A, A*) et C" (A, A) : D — D tel que :

D(fo,- -, fm) = (D(f1,---, fm))(fo)-

Notre formule d’homotopie donne, par dualité, une formule d’homotopie pour la cohomolo-
gie a valeur dans le dual (nous noterons § ’homotopie ainsi trouvée : § = s*). Grace a
I’isomorphisme p, nous construisons enfin une formule d’homotopie pour la cohomologie
de Hochschild a valeur dans I’algebre (homotopie que nous noterons encore s quand il n’y a
pas de confusion possible). Nous allons expliciter cette derniére formule pour la comparer
avec celle de De Wilde et Lecomte. L’application s est I'application duale de 'homotopie
s: A®m+2 5 A®m+l Flle est donc définie par 5 : C™T1(A, A*) — C™(A, A*)

§(D)(fo, -+ fm) = D'(s(fo® -+ ® fm)).

Ceci nous permet de construire s : C™*T1(A, A) — C™(A, A) dans le cas général. Soit D
dans C™*1(A, A) et D = u(D) ; I'application s doit vérifier u(s(D)) = (=1)"5(u(D)).

Proposition 5.1. Soit A = C>(M). L’application s : C™t1 (A, A) — C™(A, A),
D — s(D) telle que s(D)(f1,..., fm) = (=1)"m°0 (Id®D)s(1® f1 ® -+ @ fm)

pour m > 1 et nulle st m = 0, est une homotopie entre les complexes de Hochschild et de
de Rham (dans la formule, on a pu remplacé les fonctions par leurs développements limités
car les cochaines sont locales).

Démonstration. D’apres la définition de s en homologie, il est clair que s(fo ® -+ ® fi,) =
(fo®1®--®1).5(1® -+ ® fn,) donc lorsque A = L2(M),

$(u(D))(fo, - - -, fm) = /M fosoD(s1® - ® smi1) = (=1)" u(s(D)).

On vérifie ensuite que la formule convient aussi lorsque A = C*°(M). O

Nous allons terminer cette partie en explicitant 'application s de la proposition 5.1 pour
la comparer avec I’homotopie donnée par De Wilde et Lecomte. Commengons par étudier

s sur C?(A, A). Un élément de C?(A, A) s’écrit comme somme de termes de la forme
cD** D2, Pour f dans A, écrivons A(g—ai) =>"A1,;(f)®Ay,(f) ; alors les définitions de
la premiere partie nous donnent : s(D)(f) = > cAy,;(f)D* (Az;(f))D*?(z;). L’identité
d’Euler (c¢f. démonstration du théoréme 2.1) nous permet d’écrire :

c of

D (=)D (x;).
o i1l (g P (@)

sD)(H =Y

Il est facile de montrer, par une démonstration directe, que cette formule est valable pour
n’importe quelle fonction de A (et pas seulement les polynémes). Pour cela, nous avons
besoin de quelques définitions :
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Définition 5.2. Si D est une cochaine locale de C™(A, A), nous adoptons toujours la
notation D = Zal ey, Cort oy DX DY

e Pourl > 1, nous définissons ¢;; : C™(A,A) = C™(A, A) par :

1
¢,;(D) = anl,..., Det...Dm,

i oyl
e On définit, pour 1 <i<m, A; : C™(A, A) — C™F (A, A) par :
A;D(f1,-- -y fms1) = D(f1, .oy fifigrs ooy fms1).
o Enfin, sim > 2, on définit, pour m —1 > 1> 1, la cochaine DY dans C™*(A, A) par :
DO =g m 10Am 20---0An_10qm_i(D).

Nous pouvons alors donner une expression plus explicite de notre homotopie s :

Théoréme 5.3. L’application s : C™T1(A, A) — C™(A, A) définie précédemment peut
aussi s’écrire : s(D)(f1,..., fm) =

j+L(o)
(_1)‘ D(j)(f1,. Ofm—j+1 0 fm ).

) 9y ) ) TO ) ) TO'_]
J! 0%y.1 0y

Démonstration. Ce théoreme est une conséquence immédiate des travaux de la premiere
partie et des définitions précédentes. On peut aussi vérifier que I’application s est bien une
homotopie en démontrant, par un calcul direct, que :

(-1 0fi  Ofm

m!  0ry,.1 O0Tom

D(fl?"'?fm): Z

oceBn,

D(zy.1, -y Tom)+ (bos+s0b)(f1, .-, fin)-

OJ

En reprenant les travaux de De Wilde et Lecomte, nous constatons que notre formule
est différente de la leur. Elle donne cependant les mémes possibilités d’application aux
constructions de star-produit.

§ 6. Une formule d’homotopie en (co-)homologie cyclique

Nous allons voir, dans cette partie, comment, en perturbant notre formule, on obtient
une homotopie entre le complexe cyclique et le complexe de de Rham. Pour cela, nous
allons faire quelques rappels sur la notion de perturbation et de rétraction par déformation
(cf. [La] et [Ka2]) :
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Définition 6.1. Une rétraction par déformation ((C’.,d),(C.,d),I,J,s) est la don-
née de deur complexes C'. et C., de morphismes de complexes : C’. Too Lot et dune
homotopie s sur C'. tels que :

JolI=1Id etIToJ=Id+d os+sod-

On notera RD pour rétraction par déformation.

On remarque immédiatement que les travaux des parties précédentes nous permettent
d’affirmer que ((C.(4, A),b), (Q(M),0),1,J,s) est une rétraction par déformation.

Définition 6.2. On dit qu'une RD ((C'.,d'),(C.,d), I, J,s) est filtrée s’il existe sur C'.
et C. des filtrations croissantes, bornées inférieurement et préservées par I, J et s. La
RD est dite spéciale, si de plus :

sol=Jos=s0s=0.

Remarque 6.3. A partir d’'une RD ((C'.,d),(C.,d),I,J,s), on obtient une RD spéciale
par les procédés suivant :

e Remplacer s par so (b' o s+ sob') permet d’obtenir une homotopie vérifiant so I = 0.
e Remplacer s par (b' o s+ sob') o s permet d’obtenir une homotopie vérifiant J o s = 0.
e Remplacer s par sob' o s permet d’obtenir une homotopie vérifiant s o s = 0.

Nous avons alors le résultat suivant :
Proposition 6.4. La RD ((C.(A, A),b), (Q2(M),0),1,J,s) est spéciale
Démonstration. Il est facile de voir, vu les définitions de la premiere partie, que so I = 0.

On suppose la filtration constante. Etudions s o s. L’expression s2(Pp®@ P ® -+ ® P,)
fait apparaitre des termes du type :

—m, OP, 1-1 oP,
PoAlm (=l )@ Py ®1
( 041 ( 5$¢p+1 ) 73%’,)@ & +1 1® )X
OP, o_ OP iy O o OP i1 OP,

Zortl tm=l Alzm( rmtl-l 1...,1)®.’II¢1/\"'/\.’L’Z'Z,

Al
XA ( e , yee ), 1,
0x;, ox;,, , Oz, ox;, O0x;,

ot la notation Al désigne ici la i*™€ composante du produit tensoriel de I’expression A!.

Or une vérification immédiate, a partir de la définition 1.2, nous permet d’affirmer que,
pour tous 1 <[,m < n et tout polynéme @, on a :

0Q 0 0Q 0Q 0 0Q
1 A —A =A1(—)® —Ax(=).
(1) 1(8xm)®8xl 2(8xm) 1(8m,)®8mm 2(81',)
Ainsi, les termes (POAll_m(%T;:H,...) ® - Al - -821) Aé_m(%, L)) ®
—marml_ —marml—
cxy A, et (PoAY (%zii:l,_._)(g...)Al(...amzH AL (1’8;7;17_”)...)(3

T, N\ T, - s’annulerons deux a deux. Ceci nous permet de conclure que so s = 0.

L’égalité (1) nous permet, de la méme fagon, de conclure que J o s = 0. O

Nous allons maintenant énoncer le lemme de perturbation de [Br| (¢f. [Ka2]) :



18 GILLES HALBOUT

Lemme 6.5. Soit ((C'.,d'),(C.,d),I,J,s) une RD spéciale. Soit D' une application de
degré —1 sur C'. telle que (d + D’)2 —=0. On pose D', = (D' os) "t oD’ sij>1 et pour
toutl > 2 :

Dl :d—|—JO(Dl1+"'+Dll_1)OI,

Il:I+SO(DI1+"-+DI5_1)OI,
Ji=J+Jo(D'1+ - +D'i_1)os,
Sl:8+SO(DI1+"'+Dll_1)OS.

Si la RD est filtrée et si D diminue le degré de la filtration, les applications précédentes ont
un sens pour | = oo et ((C'.,d + D), (C., Do), Ino, Joo, S00) €8t une RD spéciale filtrée.

Nous voulons appliquer ce théoreme a la RD spéciale : ((C.(4, A),b), (2(M),0),1,J,s)
et a la différentielle de Connes B : C.(A, A) — C.11(A, A) définie par :

l
Blagy® - ®a)=Y (-1)'106® - 0a®- - ®a_i.
1=0

L’application B vérifie (b + B)” = 0 (¢f. [Co)) ainsi que les hypotheses lides 4 la graduation.
Nous pouvons ensuite utiliser le lemme 6.5. Nous obtenons alors :

Théoréme 6.6. La donnée ((C.(A,A),b+ B), (¥ (M),d), I, J,Ss) est une RD.

Démonstration. On peut regarder le complexe (C.(A4,A),b+ B) comme un bicomplexe
(C...(A,A),b,B) ou Cp, = Cp_,, Papplication b est la différentielle horizontale et B est
la différentielle verticale. On munit ce bicomplexe d’une filtration suivant les lignes. Pour
appliquer lemme 6.5, il suffit ensuite de montrer que J o Bos = 0. Ceci découle d’'un

raisonnement semblable & la preuve de la proposition 6.4 en utilisant encore 1’égalité (1).

Nous avons ainsi retrouvé un résultat classique di & Connes : le complexe cyclique péri-
odique et le complexe de de Rham sont quasi-isomorphes. De plus, nous avons produit une
homotopie explicite. Ce résultat, établi pour les polynomes peut s’étendre sous les condi-
tions décrites dans la partie 4. Enfin, en prenant le dual linéaire des application définies
précédemment, nous obtenons un résultat similaire en cohomologie. Lorsque 1’algebre A
désigne 'espace des polynomes sur k" (A = k[zq,...,x,]) ou I'espace des fonctions holo-
morphes sur une variété complexe, nous retrouvons un résultat bien connu : le groupe de
cohomologie de Hochschild H!(A, A*) est isomorphe & I’espace des courants de de Rham de
dimension [ sur M (noté Z;(M)). Le morphisme canonique est J* : Z.(M) — C" (A, A*) :

J(C)(fo,---, fi) =< C, fod fr A---Nd fi >.

De méme, la cohomologie cyclique périodique H f\ (A, A*) est isomorphe & ’homologie de
de Rham H.(M).
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