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ABSTRACT. We know that there is a one to one correspondance between Kac-Moody algebras
and generalized Cartan matrices. In [Kac], one can find a way to reconstruct such an algebra
as a Lie algebra presented by generators and relations. The aim of the present work is to give
another way to reconstruct those algebras when the Cartan matrix is symmetrisable. Our
method will use a semi-classical version of technics of quantum groups (cf. [Lu], [KRT]).

§ 0. Introduction
Considérons une matrice de Cartan A = (a;j),; ;-,,- On a la proposition suivante :

Proposition 0.1. (¢f. [Kac]) Si A = (a;j)1<i,j<n est une matrice de Cartan indécom-
posable, il existe une réalisation de A c’est-a-dire un triplet (h, I, IIV) ot b est un espace
vectoriel de dimension 2n —rg(A), II et IV sont des ensembles d’éléments {az,...,a,} et
{af, ..., )} linéairement indépendants de b* et de b respectivement, tels que :

Rappelons maintenant la construction d’'une algebre de Kac-Moody a partir d'une ma-
trice de Cartan généralisée. Soit A = (ay;),; ;,, une matrice de Cartan généralisée et

(h,II = {a1,...,a,}, IV = {af,...,a, }) une réalisation associée . Soit g(A) lalgebre de
Lie définie par les générateurs e;, f;, avec 1 < 1,5 < n et h et les relations :

(pour 1 <i4,j < n et h,h' dans h). L’application naturelle h — §(A) est injective. Parmi
les idéaux de g(A) qui rencontrent trivialement b il en existe un maximal. Notons le t.
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2 GILLES HALBOUT

Définition 0.2. Avec les notations précédentes, on appelle algebre de Kac-Moody
associée a la matrice de Cartan généralisée A, l’algébre de Lie :

g(A4) = a(4)/x.

Dans le cas particulier ou la matrice A est symétrisable, nous avons une description plus
précise de I'idéal ¢ :

Proposition 0.3. (c¢f. [GKa]) Si la matrice de cartan A est symétrisable, l’idéal v inter-
venant dans la construction de ’algébre de Kac-Moody associée a A est engendré par les
éléments :

(adei)l_a“ej et (ad fi)l_a“fj (pour 1 <i=#j<n).

Ces relations sont appelées relations de Serre.

Remarque 0.4. Dans le cas particulier ot la matrice de Cartan A est de type fini (ce
qui implique qu’elle est symétrisable) et indécomposable, l’algébre de Kac-Moody associée
a A est une algébre de Lie simple (cf. [Bou3]).

Dans ce travail, nous proposons une nouvelle construction de l'algebre de Kac-Moody
g(A) associée & une matrice de Cartan symétrisable A en utilisant des versions semi-
classiques de techniques des groupes quantiques (c¢f. [BD1], [BD2], [BD3], [Drl], [Dr2]).
Nous commencerons par faire quelques rappels sur les notions de bigebre de Lie et de double
de Manin. Apres avoir fait I’étude sur I’exemple simple de sl5(k), nous considérerons le cas
général : a partir des coefficients de la matrice de Cartan, on peut construire deux algebres
de Lie, qui seront ’analogue des sous-algebres de Borel correspondant aux poids positifs et
négatifs. En mettant convenablement ces deux algebres en dualité, on obtient une bigebre
de Lie. Cette bigebre contient deux copies de I’algebre de Lie h (analogue de la sous-algebre
de Cartan) qui est 'intersection des deux sous-algebres de Borel. On obtient alors I’algébre
de Kac-Moody g(A). Cette méthode permet, entre autre, de s’affranchir partiellement des
relations de Serre, qui sont difficiles & manipuler dans les autres constructions.
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§ 1. Bigebres en dualité, doubles de Manin

Dans cette partie, nous allons rappeler les définitions des structures introduites par
Drinfeld ([Dr]). Notons, tout d’abord, que I'on peut donner une définition d’une algebre
de Lie a I'aide de la dérivation de Lie.

Proposition 1.1. Une algebre de Lie g est un espace vectoriel g, muni d’une application
linéaire de degré -1, slie - Ng — Ag vérifiant pour tous X, X1,...,X, dans g :
o Slie(X) =0,
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o SLie(X A AXp) = S (1)L (XA X)AX A AKX A A A A X,
1<g
o §lieoglic = .

Le crochet de Lie est alors défini par : [X,Y] = 6L ¢(X NY).

De maniere duale, on peut définir une cogebre de Lie :

Définition 1.2. Une cogebre de Lie est un espace vectoriel g, muni d’une application
linéaire de degré 1, appelée cocrochet, 07, : Ng — Ag vérifiant :

i 521'6 °© 521'6 = 07

® 07,. est une dérivation, c’est-a-dire qu’elle vérifie, pour tous u, v dans Ng, avec u

homogéne : 07, (uAv) = 6F,,uAv+ (_1)deguu A 07 ;v

Le dual linéaire d’une cogebre de Lie est une algebre de Lie. La réciproque n’est vraie
qu’en dimension finie. Donnons enfin la définition d'une bigebre de Lie :

Définition 1.3. Une bigebre de Lie est un espace vectoriel g muni a la fois d’une structure
d’algébre de Lie (de crochet noté 6¢) et d'une structure de cogébre de Lie (de cocrochet
noté 03, ), ces deuz structures étant compatibles, c’est-a-dire que pour tous X, Y dans g :

(01 08N XAY) = =(6€ 007, ) (X AY) + (6770010 (X)) AY + X A (87 0 57,0 (Y)).

Cette derniere relation est équivalente & 67, ([X,Y]) = [X,6},. Y] + [07,.X, Y], pour
tous X, Y dans g, ou [X,.] est Paction adjointe de X sur Ag.

Dans la suite de ce travail, nous noterons plus simplement § = §%%€ et §* = Tie- S1
(g,01,07) est une bigébre de Lie de dimension finie, le dual linéaire g* peut aussi étre
muni d’une structure de bigebre de Lie en prenant les applications transposées de d; et

I que nous noterons respectivement 65 et d5. Nous désignerons les éléments de g par des
lettres latines et ceux de g* par des lettres grecques. On peut munir ’espace vectoriel
a = g® g*, d'une structure d’algebre de Lie qui prolonge celles données sur g et g* ainsi
que d’une forme bilinéaire symétrique, non dégénérée et ad-invariante < .,. > qui prolonge
la dualité entre g et g*. En d’autres termes, on construit un double de Manin. Nous
voulons maintenant étendre cette construction au cas plus général de deux bigebres de Lie
accouplées.

Définition 1.4. Un accouplement entre deuzx bigébres de Lie (g1,01,067) et (ga,d2,85)
est une forme bilinéaire < .,. > sur (g1 ® g2) X (g1 © g2) nulle sur les produits g; X g; et
compatible avec les produits et coproduits donnés, c’est-a-dire, pour tous X1,Y7 dans g1 et
X2,Y2 dans g2’

< (51(X1 A Yl),Xz >=< X1 A Yl,(ngz >

< X1,52(X2 VAN Yz) > =< 5IX1,X2 ANYy >,

Cette nouvelle structure est une généralisation de la situation des paires de Manin mais
ici on n’impose pas que la forme bilinéaire soit non dégénérée. On peut cependant retrouver
un analogue du théoréeme de Drinfeld :

Théoréme 1.5. Siles bigébres de Lie (g1,01,07) et (ga,02,05) sont accouplées au moyen
de la forme < .,. >, on peut munir g1 ®gs d’une structure d’algébre de Lie telle que < .,. >
soit ad-invariante.

Démonstration. Explicitons les expressions obtenues quand la forme bilinéaire était non
dégénérée. Pour tous X; dans g; et X, dans go, notons 6f X; = >, Xll’i A Xlz’i et 05Xy =
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> X3, N X3, on a alors

[leXZ] :Z(< XZ?Xll,i > X12,i_ < X27X12,i > Xll,z)
> (< X}, X1 > X3,— < X2, X1 > X3).

(3

On vérifie ensuite que ce crochet est compatible avec la forme bilinéaire ( la forme < .,. >
est ad-invariante) et que c’est un crochet de Lie. 0

§ 2. Reésultats intermédiaires

Dans cette partie nous allons démontrer quelques résultats clefs qui nous seront utiles
pour les constructions des parties suivantes. On se reportera & [Boul, ch.IT §2] pour la
définition des algebres de Lie libres. Si X est un ensemble, l’algebre de Lie libre L(X),
engendrée par X peut étre munie d’'une graduation totale telle que degz =1 :

LX) = & L"(X) et [L"(X), L™(X)] € L™*™(X)

ou L™(X) désigne l'espace des éléments de L(X) de degré n. Nous allons démontrer les
résultats suivants :

Lemme 2.1. Soit (g,[.,.]) une algébre de Lie, munie d’une dérivation §* : A'g — A'Hlg
compatible avec le crochet [.,.]. On a alors, pour tous X, Y dans g :

5* 0 8*[X, Y] = [6* 0 6* X, Y] + [X, 6% 0 6*Y].

Démonstration. Soient X,Y deux éléments de g ; écrivons §*X = Y . X; A X[ et §*Y =
>_; Y; AY] et notons 6*2 pour §* o §*. On a alors :

X, Y] = 6*(0* X, Y]+ [X,6*Y])) = 5*(D_ Xi A X[ Y]+ [X,) Y; AY]])

J
= XL YIAX] =Y (X YIAGX] =Y S X)L YA X+ ) [X],Y]AG*X;

+ Z(S*[Xalfj] N Y}I - Z[Xalfj] A 5*}[]! - Z(S*[X’ Y;] /\lfj + Z[Xa 1/;] N 5*}/]
J J ]

J J

On voit alors, en développant et en simplifiant, que I'expression 6*2[X , Y] est égale a :
YL XANXL Y=Y XN X Y]+ Zj[X, 0*Y; A Y]’] — Zj[X, YN 5*Yj’], c’est a dire :

57X, Y] = [6*X,Y] + [X,6°°Y]. O
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Proposition 2.2. Soit g l'algebre de Lie libre engendrée par Xi,...,X,. Pour tous
Ui, .., U, dans A%g, il existe une unique application 5* : g — A?g vérifiant :

V1 SZSTL, 5*Xi = Uy,

que ’on peut étendre en une dérivation de degré 1 sur Ag. Si, de plus, pour tout 1 < i < n,
on a §*00*X; = 0, alors pour tout X dans g, §*0d*X = 0. Sous ces conditions, (g, [.,.], 6*)
est une bigebre de Lie.

Démonstration. Soit a ’espace vectoriel g Ag. L’espace a est alors canoniquement muni
d’une structure d’algebre de Lie : pour X, Y dans g, u, vdans Aget U = X+u, V =Y 4,

on pose : U, V]=[X,Y]+ Xw—Yu=[X,Y]+ [X,v]+ [u, Y]

Puisque g est une algebre de Lie libre engendrée par un nombre fini d’éléments, la propriété
universelle fournit un unique morphisme d’algebre de Lie f : g — a qui associe X; +u; a X;
pour tout 1 < i <n . Sil’on appelle 6* la composée de f et de la projection g P Ag — Ag,
on vérifie immédiatement que pour tous X,Y dans g, 6*[X,Y] = [X,§*Y ]+ [6* X, Y]. Ceci
prouve la premiere partie de la proposition.

Si 'on suppose de plus, que §*2>X; = 0 pour tout 1 < i < n, alors on a §**X = 0 pour
tout X dans g. Ceci est immédiat d’apres le lemme 2.1 en faisant une récurrence sur le
degré de X dans g.

Enfin, dans ces conditions, ’espace vectoriel g est une algebre de Lie munie d’un cocro-
chet 6* vérifiant 6*% = 0 et la condition de compatibilité suivante : pour tous X,Y dans
g,onad*[X,Y]=[X,6Y]+ [6*X,Y]. Donc g est une bigebre de Lie. O

On obtient alors une version semi-classique d’un résultat de Van Daele dans le cas
quantique (cf. [VD] et aussi [Ka)) :

Proposition 2.3. Soient g et g deux bigébres de Lie munies des cocrochets §* et §'. On
suppose que l'algébre de Lie g (respectivement g') est l’algébre de Lie libre engendrée par
X1,..., X, (respectivement X1,...,X] ). On suppose que pour tout 1 < i < n, §*X; est
dans N2 Vect(X1, ..., X,) et 8" X! est dans A2 Vect(X7, ..., X]). Alors, pour toute matrice
(aij)lgi,jgw il existe un unique accouplement < .,. > entre les bigébres g et g’ tel que pour

tous 1 < 4,5 <n, on ait < X;, X] >= a;;.

, . . . .. N
Démonstration. Soit une matrice (a;), ., i<n quelconque. La restriction de 6™ & 'espace

Vect(X],...,X]) en fait une cogebre de Lie a’. Son dual linéaire, que nous notons a’”, est
une algebre de Lie. Pour tout 1 < < n, définissons Y} dans a’* par : Y/(X]) = a;; pour
tout 1 < i < n. D’apres la propriété universelle, il existe un unique morphisme d’algebre
de Lie,

ffrg—=d", X;—=Y/'Vi<I<n.

Posons < X, X' >= §{(X)(X') pour tous X dans g et X' dans a’ et étendons la forme
< .,.> sur Ag X Aa’ de maniére canonique. Par définition du crochet sur a’*, on a pour
tous X,Y dans g et X’ dans a'" :

<X, Y, X' >=[{(X),f (X)) =< (X)Af(Y), 8" X' >=< X NY, 6" X" > . (1)

Le dual linéaire de g, que nous notons g* est une algebre de Lie. Définissons, pour 1 <[ < n,
I’élément Y; de g* par Y;(X) =< X, X] >. En utilisant a nouveau la propriété universelle,
on construit un unique morphisme d’algebres de Lie,

f:9g =g, XY VI<I<n.
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Posons pour tous X dans g et X’ dans g’ : < X, X' >= f(X')(X) et étendons < .,. > &
Ag X Ag' de maniére canonique. Par définition du crochet sur g*, on a pour tous X', Y’
dans g’ et X dans g :

< X, [X, Y] >= [[(X"), [(Y))(X) =< 6* X, {(X") Af(Y) >=< "X, X' AY' > . (2)

La forme < .,. > définit alors un accouplement entre les deux bigeébres de Lie g et g’. En
effet, d’'une part, 1’égalité (2) nous assure que pour tous X dans g , X', Y’ dans ¢’ on a
< X, [ X"Y'] >=< 6 X,X'"ANY' >. Démontrons que pour tous X,Y dans g et X’ dans
g ona<[X,Y],X' >=< X AY,§"X’ >, en faisant une récurrence sur le degré de X' :
on a déja vu le résultat pour deg X’ =1 (c’est I’égalité (1)). Si on suppose le résultat vrai
pour deg X' < m, alors pour X' = [X{, X}] dans g’ avec 1 < deg X{,deg X} < m et pour
tous X,Y dans g, on a:
< [X,Y], X' >= < [X,Y],[X], X}] >=< 6 [X,Y], X1 A X5 >
=< 008 (XAY)+808XANY —608Y ANX,X]ANX5>
=< (X AY), 8" (X AX3) >
+ <X, 07X > . <Y, Xb> - <8X, 87X > . <Y, X >
— <Y, 8T X > < X, X >+ < 8,87 X > < X, XD >
=< XAY, =600 (X|AX)+6 08" X ANXE—6 08" X)AX| >
= < XAY, 87X, X5 >,
ou § et 0’ sont les extensions des crochets sur Ag et sur Ag’. C’est le résultat cherché au
rang m + 1.

D’autre part, la propriété universelle d’une algebre de Lie libre engendrée par un nombre
fini d’éléments nous assure que la forme < .,. > est définie de maniére unique. O

Pour terminer cette partie, nous allons définir, par dualité avec la notion d’idéal, la
notion de coidéal d’une cogebre de Lie :

Définition 2.4. Soit g une cogébre de Lie de cocrochet 6*. On dit que i est un coidéal de
g si 0* X est dans g A\ i pour tout X dans g.

Proposition 2.5. Soient (g,8*) et (g/,0'") deux bigeébres de Lie accouplées par la forme

<.,.> et engendrées, comme algebres de Lie, par un nombre fini d’éléments. On suppose

qu’il existe des éléments (Ui)lgign et (V) dans g tels que, pour tout 1 < i < n, 6*U;
, i

est dans Vect (U; A V] )1§j§n

g', alors lidéal engendré par les éléments (U;),.,,, est orthogonal a g’ et c’est un coidéal.

1<4,5<n
. Sipour tout 1 < i < n, U; est orthogonal aur générateurs de

Démonstration. Soient g et g’ deux bigebres de Lie accouplées. Soit (U;);.,,, une famille

d’éléments de g vérifiant les conditions de la proposition. Soit i 1'idéal engendré par les
(Ui)1<;j<n- Montrons par récurrence sur deg X', X' € g’ que U; est orthogonal & X' pour

tout 1 < ¢ < n. L’hypothese nous donne le résultat au rang 1. Supposons le résultat acquis
pour deg X' < m. Soit X’ dans g/, X' = [X], X5] avec 1 < deg X{,deg X5 < m. On a

V1<i<n, <U;,[X{, X5 >=< U, X{ A X} >=< > uyU;j AV}, X{ A X} >=0.
J
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C’est le résultat cherché au rang m+ 1. Considérons maintenant un élément X dans 'idéal
i qui ne soit pas dans (Vect(U;))1<i<n ; on peut écrire X = > . x;[X;, U;] et alors pour
tout X’ dans ¢', on a

< X, X' >=< Z.’Bi[Xi,Ui],Xl >= Z.’BZ < X; A Ui,é'*X' >= 0.

On a ainsi démontré que i est orthogonal a g’. Soit de nouveau X dans i, on peut écrire X =
Zi xi[Xi, Uz] Alors 6*X = Zz xié*[Xi, Uz] = Zz .’I?i[5*Xi, Uz] + Zz l’i[Xi, Zj UijUj AN V}Z]
et donc I’élément 6*X est dans i A g. L’espace i est bien un coidéal. OJ

Ces résultats vont nous permettre de reconstruire une algebre de Lie simple par dualité.
Nous commencerons par étudier le cas ou g = sl2(k).

§ 3. Exemple de construction : siz(k)

Commencons par quelques rappels. L’algebre de Lie sl5(k) est 1'espace vectoriel engen-
dré par les éléments oV, E, F et le crochet de Lie est donné par :

[@V,E]=2E, [aV,F]= —2F, [E,F]=a".

Considérons les sous-algebres : b, =kHT ®kEetb_ =kH™ ®kE,on H" = H- = a".
Nous allons construire un accouplement entre les algebres b, et b_. Pour cela, utilisons
la forme bilinéaire < .,. >= K(.,.)/4, ou K est la forme de Killing. La forme < .,. > est
ad-invariante, non dégénérée, nulle sur b, ® by et b_ ® b_ et elle vérifie

<H"H >=2, <H'" F>=0, <E,H >=0, <E,F>=1.

Par dualité, on définit sur by et sur b_ une structure de cogebre de Lie en les munissant
des cocrochets 67 et 6* tels que :

StHY=0,0{E=-H"AE
§*H™ =0,6*F=H AF.

On vérifie ensuite que by et b_ sont en fait des bigebres de Lie, ce qui permet de munir
a=b,®b_ =sls(k)®kH d’'une structure d’algebre de Lie faisant de (a, b, b_) un double
de Manin. La projection a — sl5(k) a pour noyau k(H™ — H™), qui est le centre de a si
bien que g = sly(k) est 'algebre dérivée de a. Ces constatations vont nous permettre de
retrouver sl2(k) de maniére implicite.

Soit a, (respectivement a_) l'algébre de Lie libre engendrée par H' et E (respec-
tivement par H~ et F'). D’aprés la proposition 2.2, on peut munir les algébres a, et
a_ d’une structure de bigébre de Lie en définissant les cocrochets 6* : a_ — AZa_ et
6% : ay — A%ay sur les générateurs par

§*H  =0,8"F=H AF,
§StHY=0,6{E=-H"AE.
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On vérifie que l'on a bien §*2H~ =0, §*?F =0, 512H+ =0et 512E = 0. En utilisant
la proposition 2.3, on peut alors construire un accouplement entre les algébres a, et a_
au moyen de la forme < .,. > définie sur les générateurs de a, et a_ par

1
<HY" H >=2 <HY" F>=0, <E,H >=0, <E,F >= 3

Nous voulons maintenant étudier 'orthogonal de a (respectivement de a_).

Proposition 3.1. L’idéal engendré par [H™, E| — 2E (respectivement par [H~, F|+ 2F)
est orthogonal a a_ (respectivement a a ) et c’est un coidéal.

Démonstration. Pour prouver le résultat pour [HT, E] — 2FE, il suffit de montrer que
[HT, E] — 2E vérifie bien les hypotheses de la proposition 2.5. On a d’abord :

<|H",E]-2E,H  >=<|[H",E|,H >-2<E,H >
=< H"ANE,§*H >=0,

<|H",E]-2E,F >= <[H",E],F > -2<E,F >

=< HT"ANE,§*F > —1
<H"ANE,H ANF>-1=1-1=0.
Enfin on a : St ([H',E)—2E)=[H",6 E)+ [ H*,E]— 21 E
[HY,—H"ANE|+2HYANE
[H" ,E)]ANHt —2EANH™
([HY,E]—-2E)ANH™.

L’élément [H*, E] — 2F vérifie donc bien les hypotheses de la proposition 2.5. On procede
de méme pour [H~, F| + 2F. O

La proposition 2.5 nous permet de faire le quotient de a (respectivement a_) par I'idéal
engendré par [HT, E] — 2E (respectivement [H~, F] + 2F). La forme < .,. > passe au
quotient et ’on obtient encore des bigebres accouplées : by et b_. Le théoréme 1.5 nous
assure que l’on peut construire une structure d’algebre de Lie sur b = b, & b_ telle que
< .,. > soit ad-invariante. Les relations de commutation entre b, et b_ (b, = kH™ @ kFE
et b_ = kH~ @ kF) sont alors données par :

(Ht+H™)

[EvF]: D)

, [HT,H™]=0, [E,H ] = —2E et [H*,F] = —2F.

On retrouve alors sl3(k) en quotientant b par son centre : k(HT — H~). Nous allons
maintenant généraliser cette technique de construction au cas général ou g est une algebre
de Kac-Moody symétrisable quelconque.
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§ 4. Le cas général

Nous voulons construire 1'algebre de Kac-Moody associée & une matrice de Cartan in-
décomposable et symétrisable. Pour cela, nous allons copier la construction faite dans le
cas g = sla(k). Soit A = (ai;),; ;, une matrice de Cartan indécomposable et symétris-

able. Dans toute la suite de cette partie, (h,II = {aq,...,a,}, IV = {af, ..., o, }) désigne
une réalisation A. Rappelons que § est muni d’une forme bilinéaire symétrique et non
dégénérée (.,.) telle que (h;,.) = rza)ozz() Nous noterons h; = a;’. On peut écrire A
au moyen de la forme bilinéaire duale (.,.) définie sur h* par
(ai’ o )
A= (a;j(hi))ye, icn = <277 i
I\ ))1<4,5<n (0, ;) \<ij<n

Définissons a, (respectivement a_) comme étant 1’algebre de Lie libre engendrée par les
éléments (e;);.,.,, et hT € b (respectivement les (f;),,;., et h~ € h). Nous utiliserons

toujours la notation h™ lorsque 1’élément h de b est vu dans ay et h~ quand il est dans
a_. Grace a la proposition 2.2, on peut munir a; et a_ d’une structure de bigebre de Lie
en définissant les cocrochets 0% et 6* sur les éléments générateurs par

8% (e;) = —(ay, )R Nep et 83 (RT) =0,
6X(fi) = (evisap)hy N fi et 6Z(h7) =0
pour tous 1 < ¢ <n, h dans fh On vérifie que I'on a bien
5% %e; =0, 6*%f; =0, §%.°hT =0, et 62 °h™ = 0.

Grace a la proposition 2.3, on peut construire un accouplement entre les bigebres a_ et
ay en définissant < .,. > sur les générateurs de a_ et ay par

6i . —
< ei,fj >= 2(%”]%), < h+, h~ >= %(h, h’),
< ht, f; >=0, < e, h™ >=0.
pour tous 1 < ¢,5 <mn, h,h’ dans h. Remarquons que, pour tous 1 <4, <mn,on a:
2(a;, a;
< hj—7h‘7_ >: ( v J)

(0, i) (g, )

Etudions les espaces orthogonaux a ay et a a_. En faisant le méme travail que dans la
partie précédente, on obtient

Proposition 4.1. L’déal engendré par les éléments [hT, h’+], h,h' € b, (respectivement
par les h=,h' "], h,h' € h) est orthogonal a a_ (respectivement a,.) et c¢’est un coidéal.

Démonstration. Pour prouver le premier résultat, il suffit de montrer que les éléments

, , h,h' € b, vérifient les hypotheéses de la proposition 2.5. D’une part, pour tous
Rt KT, By R érifient les hypothe del ition 2.5. D’ t t
h,h',h" dans het 1 <i<m,on a

< [RH R R > =< kT AR T SR >=0
et
< [WH T fi > =< hT AT 65 f >
=< B AR (05, 00)B] A fi >=0.
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D’autre part, I'expression 8% [hT, K’ "] est nulle pour tous h, k' dans b, donc les éléments
+

[h*, B +], h,h' € b, vérifient bien les hypothéses de la proposition. Le résultat pour

[h=, h' "] se démontre de la méme maniere. 0O

Proposition 4.2. L’idéal engendré par les éléments ([h™,e;] — g (h)e;) et ([bF, '),
1 <i<mn,h,h' €b, (respectivement ([h™, f;] + a;(h)f;) et ((h~,h']), 1 <i<n,h,h €b)
est orthogonal a a_ (respectivement a ay ) et c’est un coidéal.

Démonstration. Nous allons commencer par prouver le résultat pour les éléments suivants :
([ht,ei] — ai(h)e;), 1 <i<n,h € h. Pour cela, il suffit de montrer que ces éléments
vérifient bien les hypotheses a la proposition 2.5. D’une part, pour tous 1 < 7,5 < n, et
h,h' dans b, on a

< [h+,€i] - ai(h)ei,h'_ >=< ht A ei,éih'_ > —Oéi(h) < e, h >
=0
et
< [h+,€i] — ai(h)ei,fj >= < hT A 6¢,5ifj > —Ozi(h) < €i,fj >

di;
2(av, ;)

di;
2(a, ;)

=< htA €, (OZj,OZj)hj_ A fj > —ozi(h)

0ij

2(0@, ai) B al(h)

Z%(%’, ;) (h, hj)

05 1 _
:m(i(a“ ozz)(h, hz) — ozz(h)) = 0

D’autre part, pour tous 1 <i <net hdans b :

5:_([h+, ei] — Oél(h)el) [h+, 5:_61] — ai(h)(—(ai, Oél)hj— VAN €i)
[h+, —(ai, ozl)h:' A ei] + ai(h)(ai, az)h;L VAN €;

(ozi, ai){([h"", 61'] - az(h)ez) VAN h:— - [h+, h:—] VAN 61'}.

Les éléments [h™,e;] — a;(h)e; vérifient bien les hypotheéses du lemme. Le résultat se
démontre de méme pour les éléments [, f;] + a;(h) f;. O

Nous pouvons, grace aux résultats de la proposition précédente, faire le quotient de a
(respectivement a_) par I'idéal engendré par les éléments ([ht, e;] — avi(h)e;) et ([h, A/ 7)),
1<i<n,hh" € b, (respectivement ([h~, fi| + a;(h)fi) et ([h=,h' 7]), 1 <i<n,hh €
h). Appelons by et b_ les bigebres obtenues aprés passage au quotient. On obtient encore
un accouplement entre les bigebres b et b_ en faisant passer 6}, 6* et < .,. > au quotient.
Nous avons :

Proposition 4.3. Soient (eij);<;zjc, €t (fij)i<izj<, les €léments de by et b_ respec-
tivement définis par

eij = (adei)l_aj(h")ej et fi; = (ad fi)l_aj(h")fj.
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L’idéal engendré par les (€ij),<; ., (et respectivement par les (fij), <2<, €st orthogo-
nal @ b_ (respectivement b, ) et c’est un coidéal.

Démonstration. Pour prouver le résultat pour les éléments (e;;) montrons que les

1<i#j<n’
éléments (e;;), ., Li<n vérifient les hypotheéses de la proposition 2.5. D’une part, pour tous

1<i=#j,l<nethdansbh,ona

< eij,h” >=<e; A (ad ei)_aj(hi)ej, 0*h™ >=0
et
< e, fi >=<e; A (ad ei)_aj(hi)ej, 60° fr >
=< e; A (ad ei)_a"(h")ej, (cu, )by A fi >
0i 1

—aj h,i —
= — m(a;,a,) < (adei) ( )ej,hl > .

Donc < e;;, fi >= 0 pour tous 1 < ¢ # j,I < n. En effet, c’est évident si a;(h;) =0, et si
a;(h;) <0,o0na

< (adei)_aj(hi)ej,hl_ >= < e, (adei)_aj(hi)_lej],hl_ >

=< e A (adei)_aj(hi)_lej,éihl_ >= 0.

D’autre part, nous avons le résultat suivant :

Lemme 4.4. Avec les notations de la proposition précédente, on a

V1<i#j<n, 5:_61']' =ei N {(1 — Oéj(hz))h:— + (Oéj, Oé])h;—}

, . . . 1+
Démonstration. Montrons par récurrence sur [ que si e;;; = (ade;) + €j, on a

8% erij =erij N (o, 05) (L4 1)h
+ (o, aj)h;r} +4de; A er—1ij{ (e, a)l(1+1)/2 4 (g, o) (1 + 1) }.

5160,“ = 5:_ [ei, ej] = [51@, 6]'] + [ei, 5iej]
= —(ai, aq) [h Aei ej] — (o, 05)[eq, b Aej]
= —(Ozi, ai)aj(hi)ej Ne; + (Ozi, ai)[ei, ej] A\ ]’L:—
+ (Ozj, aj)ozz-(hj)ei A € + (OZj, ozj)[ei, ej] A h;—

= 4(0@, Oéj)ei Nej+ [ei, ej] A {(Ozi, Oéi)ih+ + (Oéj, Oéj)h;_}
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C’est la relation au rang 0. Supposons le résultat établi au rang [ — 1 avec [ > 1 ; alors :
6 eri; = 04 [ei,er—1,i5) = [0 es, e1—1,45] + [€i, 07 €1—1,4]
= —(ai, aq)[hf Aes er—,ij] + [eis eim1is A (@i, i) Lhi + (o, a5)hj ]
+ [ei, 4e; N ez ii{ (i, a)l(l — 1) /2 + (o, o)l }]
= —(ou, o) (oj(hi) + 20)er—1,i5 N €; + (o, a5)eq i A hi
+ e A (o, ai)lh + (o, 05)h}
+ {0, i) 20 + (aj, o5)ai(hj) Yes A e
—dej—1,i{(ci,0i)l(l — 1) /2 + (aj, )} Ne;
=4de; Nej—1,5{ (i, 03)l(1+1)/2 + (a5, 05) (1 + 1)}
+eig M+ Dy, i) + (g, )b}
C’est le résultat au rang [.

L’expression (o, o) (—aj(hi))(1—aj(hi))/24+ (o, ;) (1 —j(h;)) est nulle car o (h;) =
9 (@) i)

(ai,aq)

. Donc pour tous 1 < 4,5 < n tels que 7 # j,

0% eij = e A{(ai, i) (1—ayj (i) )b +(vj, a5)h T} -

Le lemme prouve que les éléments (e;;), . Li<n vérifient bien les hypotheses de la propo-

sition 2.5. Le résultat se démontre ensuite de la méme fagon pour les (f;;) O

1<izj<n’

Nous cherchons le noyau de la forme bilinéaire < .,. > afin de construire ’algebre de
Kac-Moody associée a la matrice A comme un quotient de b, & b_ par ce noyau. Nous
venons de voir que ce noyau contient les éléments (ei;); <, .;<,, et (fij) <izj<,- Nous allons

maintenant prouver que l'idéal engendré par ces éléments est le noyau tout entier.

Faisons le quotient de b, (respectivement b_) par I'idéal engendré par les (e;;), . Zi<n

(respectivement les (fij);<; i<, ). On obtient encore un accouplement entre les bigebres

de Lie quotients ¢, et ¢_ en faisant passer 6}, 6* et < .,. > au quotient. D’apres le
théoreme 1.5, on peut munir ¢ = ¢4 @ ¢_ d’une structure d’algebre de Lie.

Proposition 4.5. Sur l’algébre de Lie ¢, pour tous 1 <1i,5 <mn et h,h' dans b, on a

[h* ] =0, lei, f5] = di5(hi +hi)/2,

[W*, fi] = —a;(h) fi, [h7, &) = aj(h)e;.
Démonstration. Soient 1 < 4,7 < n et h et h' dans b ; puisque les expressions 65 h™ et
§* h'~ sont nulles, nous avons [ht,h'"] = 0.
Rappelons ensuite que d}e; = —(ay, ai)hi Nei et % f; = (o, aj)hj_ A fj. On a donc

les, fi] = —(au, a5) < b e; > e; + (i, i) < ey fj > b
— (aj,a5) < e, hy > fj+ (aj,05) <eq, fj > hy
=8;,j(h—1t +h)/2.
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De plus
[, fi] = = (i, i) < hi BT > fi+ (ag,04) < fi, hT > by
= — (v, ) (a:ai)ai(h)ﬁ = —a;i(h) f;.
On démontre enfin que 'on a de méme [h™, e;] = a;(h)e;. O

On va maintenant réordonner les éléments (€;);<;<,,» (fi)1<icn> (h+)h€h, (A7 )hep qui
engendrent 1’algeébre ¢. On peut alors écrire : o o

c=cyPe_=cL Dl Dl b,

ou ¢} (respectivement ¢!, %, ¢?) est la sous-algébre de ¢y (respectivement c_, ¢y, c_)
engendrée par les (e;), <, (respectivement (fi); ;s (A" )pcps (A7) pey)-

On remarque que pour tout h dans h, 'élément h™ — h™ est dans le centre de ¢ et
que I'on peut écrire : ¢ = ¢} ® ¢l &) B ) ol ¢} (respectivement ¢J) est la sous-algebre
de ¢ engendrée par les (h* + h™), o, (respectivement (h* —h7), ). On passe alors au
quotient par I'idéal engendré par les (h* — h™),.,, pour obtenir

g=9+Dg-Ddo

ol g (respectivement g, g_, go) est I'image de ¢ (respectivement de ¢}, ¢1, ¢}). En
faisant passer au quotient la forme < .,. >, on munit g d’une forme ad-invariante. On
note §* le nouveau cocrochet obtenu sur l’algebre g. Posons h = (h* + h™)/2 pour h dans

b, et notons toujours e; et f; les images de e; et f; dans g. On a alors dans g, pour tous
1<i,7<neth,h dans b :

[B, BI] - O, [eia f]] - 52,]hu

[h, €] = a;(h)e;, [k, fi] = —au(R) fi,

(ade;)' ™ Me; =0, (ad i)' "M f =0,

5*61' = —2(6!1'051')]31' A €, 5*fz = 2(0&1041)131 VAN fz et 5*il = O,

et < .,.> est défini par :

1
< e;,e; >=0, < h,h >= Z(h, h'y,

<epfi>=—21_, < fi, fi >=0,
I Sy S

< h,e; >=0, < h, fi>=0.
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L’algebre de Lie g contient une sous-algebre commutative gg engendrée par les éléments

h avec h dans h. Elle est engendrée, comme algebre de Lie, par les éléments de go et les
ei, fi, 1 <1 <mn, qui vérifient les relations données plus haut. D’apres la proposition 0.5,
lalgebre de Lie g est un quotient de ’algebre de Kac-Moody g(A) associée a A. Puisque
la sous-algébre commutative gg est contenue dans g, 'algeébre g est le quotient de g(A) par
un idéal rencontrant h trivialement qui ne peut donc étre que I'idéal nul. On obtient ainsi
le résultat souhaité :

Théoréme 4.6. Pour toute matrice de Cartan indécomposable et symétrisable A, l’algebre
de Lie g construite par dualité est ’algébre de Kac-Moody g(A) associée a A.

On peut remarquer que ’application bilinéaire < .,. >, construite précédemment, est
proportionnelle a la forme de Killing sur g. Cette construction est faite uniquement en
définissant convenablement un accouplement entre deux algebres de Lie. On quotiente
ensuite successivement chacune d’elles par un coidéal, orthogonal & ’autre. Les relations
de commutation (notamment celles entre les éléments e; et f;) apparaissent in fine, et non
plus a priori comme dans la construction par générateurs et relations.
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