
CONSTRUCTION PAR DUALIT�E DESALG�EBRES DE KAC-MOODY SYM�ETRISABLESGilles HalboutInstitut de Re
her
he Math�ematique Avan
�ee, Universit�e Louis Pasteur { C.N.R.S.7, rue Ren�e Des
artes, 67084 Strasbourg Cedex, Fran
eAbstra
t. We know that there is a one to one 
orrespondan
e between Ka
-Moody algebrasand generalized Cartan matri
es. In [Ka
℄, one 
an �nd a way to re
onstru
t su
h an algebraas a Lie algebra presented by generators and relations. The aim of the present work is to giveanother way to re
onstru
t those algebras when the Cartan matrix is symmetrisable. Ourmethod will use a semi-
lassi
al version of te
hni
s of quantum groups (
f. [Lu℄, [KRT℄).
x 0. Introdu
tionConsid�erons une matri
e de Cartan A = (aij)1�i;j�n. On a la proposition suivante :Proposition 0.1. (
f. [Ka
℄) Si A = (aij)1�i;j�n est une matri
e de Cartan ind�e
om-posable, il existe une r�ealisation de A 
'est-�a-dire un triplet (h;�;�_) o�u h est un espa
eve
toriel de dimension 2n� rg(A), � et �_ sont des ensembles d'�el�ements f�1; : : :; �ng etf�_1 ; : : :; �_ng lin�eairement ind�ependants de h� et de h respe
tivement, tels que :�j(�_i ) = aij :Rappelons maintenant la 
onstru
tion d'une alg�ebre de Ka
-Moody �a partir d'une ma-tri
e de Cartan g�en�eralis�ee. Soit A = (aij)1�i;j�n une matri
e de Cartan g�en�eralis�ee et(h;� = f�1; : : :; �ng;�_ = f�_1 ; : : :; �_ng) une r�ealisation asso
i�ee . Soit ~g(A) l'alg�ebre deLie d�e�nie par les g�en�erateurs ei; fi, ave
 1 � i; j � n et h et les relations :[ei; fj℄ = Æij�_i ; [h; h0℄ = 0;[h; ei℄ = �i(h)ei [h; fi℄ = ��i(h)fi(pour 1 � i; j � n et h; h0 dans h). L'appli
ation naturelle h ! ~g(A) est inje
tive. Parmiles id�eaux de ~g(A) qui ren
ontrent trivialement h il en existe un maximal. Notons le r.1991 Mathemati
s Subje
t Classi�
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2 GILLES HALBOUTD�e�nition 0.2. Ave
 les notations pr�e
�edentes, on appelle alg�ebre de Ka
-Moodyasso
i�ee �a la matri
e de Cartan g�en�eralis�ee A, l'alg�ebre de Lie :g(A) = ~g(A)=r:Dans le 
as parti
ulier o�u la matri
e A est sym�etrisable, nous avons une des
ription pluspr�e
ise de l'id�eal r :Proposition 0.3. (
f. [GKa℄) Si la matri
e de 
artan A est sym�etrisable, l'id�eal r inter-venant dans la 
onstru
tion de l'alg�ebre de Ka
-Moody asso
i�ee �a A est engendr�e par les�el�ements : (ad ei)1�aijej et (ad fi)1�aijfj (pour 1 � i 6= j � n).Ces relations sont appel�ees relations de Serre.Remarque 0.4. Dans le 
as parti
ulier o�u la matri
e de Cartan A est de type �ni (
equi implique qu'elle est sym�etrisable) et ind�e
omposable, l'alg�ebre de Ka
-Moody asso
i�ee�a A est une alg�ebre de Lie simple (
f. [Bou3℄).Dans 
e travail, nous proposons une nouvelle 
onstru
tion de l'alg�ebre de Ka
-Moodyg(A) asso
i�ee �a une matri
e de Cartan sym�etrisable A en utilisant des versions semi-
lassiques de te
hniques des groupes quantiques (
f. [BD1℄, [BD2℄, [BD3℄, [Dr1℄, [Dr2℄).Nous 
ommen
erons par faire quelques rappels sur les notions de big�ebre de Lie et de doublede Manin. Apr�es avoir fait l'�etude sur l'exemple simple de sl2(k), nous 
onsid�ererons le 
asg�en�eral : �a partir des 
oeÆ
ients de la matri
e de Cartan, on peut 
onstruire deux alg�ebresde Lie, qui seront l'analogue des sous-alg�ebres de Borel 
orrespondant aux poids positifs etn�egatifs. En mettant 
onvenablement 
es deux alg�ebres en dualit�e, on obtient une big�ebrede Lie. Cette big�ebre 
ontient deux 
opies de l'alg�ebre de Lie h (analogue de la sous-alg�ebrede Cartan) qui est l'interse
tion des deux sous-alg�ebres de Borel. On obtient alors l'alg�ebrede Ka
-Moody g(A). Cette m�ethode permet, entre autre, de s'a�ran
hir partiellement desrelations de Serre, qui sont diÆ
iles �a manipuler dans les autres 
onstru
tions.REMERCIEMENTSJe voudrais remer
ier P. Cartier et M. Rosso pour leurs pr�e
ieux 
onseils et pourl'attention qu'ils ont bien voulu porter �a mon travail.
x 1. Big�ebres en dualit�e, doubles de ManinDans 
ette partie, nous allons rappeler les d�e�nitions des stru
tures introduites parDrinfeld ([Dr℄). Notons, tout d'abord, que l'on peut donner une d�e�nition d'une alg�ebrede Lie �a l'aide de la d�erivation de Lie.Proposition 1.1. Une alg�ebre de Lie g est un espa
e ve
toriel g, muni d'une appli
ationlin�eaire de degr�e -1, ÆLie : ^g ! ^g v�eri�ant pour tous X; X1; : : :; Xn dans g :� ÆLie(X) = 0,



CONSTRUCTION PAR DUALIT�E 3� ÆLie(X1 ^ � � � ^Xn) = Pi<j (�1)i+j+1ÆLie(Xi ^Xj) ^X1 ^ � � � ^ X̂i ^ � � � ^ X̂j ^ � � � ^Xn;� ÆLie Æ ÆLie = 0:Le 
ro
het de Lie est alors d�e�ni par : [X;Y ℄ = ÆLie(X ^ Y ).De mani�ere duale, on peut d�e�nir une 
og�ebre de Lie :D�e�nition 1.2. Une 
og�ebre de Lie est un espa
e ve
toriel g, muni d'une appli
ationlin�eaire de degr�e 1, appel�ee 
o
ro
het, Æ?Lie : ^g ! ^g v�eri�ant :� Æ?Lie Æ Æ?Lie = 0,� Æ?Lie est une d�erivation, 
'est-�a-dire qu'elle v�eri�e, pour tous u; v dans ^g, ave
 uhomog�ene : Æ?Lie(u ^ v) = Æ?Lieu ^ v + (�1)deguu ^ Æ?Liev:Le dual lin�eaire d'une 
og�ebre de Lie est une alg�ebre de Lie. La r�e
iproque n'est vraiequ'en dimension �nie. Donnons en�n la d�e�nition d'une big�ebre de Lie :D�e�nition 1.3. Une big�ebre de Lie est un espa
e ve
toriel g muni �a la fois d'une stru
tured'alg�ebre de Lie (de 
ro
het not�e ÆLie) et d'une stru
ture de 
og�ebre de Lie (de 
o
ro
hetnot�e Æ?Lie), 
es deux stru
tures �etant 
ompatibles, 
'est-�a-dire que pour tous X; Y dans g :(Æ?Lie Æ ÆLie)(X ^ Y ) = �(ÆLie Æ Æ?Lie)(X ^ Y ) + (ÆLie Æ Æ?Lie(X))^ Y +X ^ (ÆLie Æ Æ?Lie(Y )):Cette derni�ere relation est �equivalente �a Æ?Lie([X;Y ℄) = [X; Æ?LieY ℄ + [Æ?LieX;Y ℄, pourtous X; Y dans g, o�u [X; :℄ est l'a
tion adjointe de X sur ^g.Dans la suite de 
e travail, nous noterons plus simplement Æ = ÆLie et Æ? = Æ?Lie. Si(g; Æ1; Æ?1) est une big�ebre de Lie de dimension �nie, le dual lin�eaire g? peut aussi êtremuni d'une stru
ture de big�ebre de Lie en prenant les appli
ations transpos�ees de Æ1 etÆ?1 que nous noterons respe
tivement Æ?2 et Æ2. Nous d�esignerons les �el�ements de g par deslettres latines et 
eux de g? par des lettres gre
ques. On peut munir l'espa
e ve
toriela = g � g?, d'une stru
ture d'alg�ebre de Lie qui prolonge 
elles donn�ees sur g et g? ainsique d'une forme bilin�eaire sym�etrique, non d�eg�en�er�ee et ad-invariante < :; : > qui prolongela dualit�e entre g et g?. En d'autres termes, on 
onstruit un double de Manin. Nousvoulons maintenant �etendre 
ette 
onstru
tion au 
as plus g�en�eral de deux big�ebres de Liea

oupl�ees.D�e�nition 1.4. Un a

ouplement entre deux big�ebres de Lie (g1; Æ1; Æ?1) et (g2; Æ2; Æ?2)est une forme bilin�eaire < :; : > sur (g1 � g2)� (g1 � g2) nulle sur les produits gi � gi et
ompatible ave
 les produits et 
oproduits donn�es, 
'est-�a-dire, pour tous X1; Y1 dans g1 etX2; Y2 dans g2 : < Æ1(X1 ^ Y1); X2 > =< X1 ^ Y1; Æ?2X2 >< X1; Æ2(X2 ^ Y2) > =< Æ?1X1; X2 ^ Y2 > :Cette nouvelle stru
ture est une g�en�eralisation de la situation des paires de Manin maisi
i on n'impose pas que la forme bilin�eaire soit non d�eg�en�er�ee. On peut 
ependant retrouverun analogue du th�eor�eme de Drinfeld :Th�eor�eme 1.5. Si les big�ebres de Lie (g1; Æ1; Æ?1) et (g2; Æ2; Æ?2) sont a

oupl�ees au moyende la forme < :; : >, on peut munir g1�g2 d'une stru
ture d'alg�ebre de Lie telle que < :; : >soit ad-invariante.D�emonstration. Expli
itons les expressions obtenues quand la forme bilin�eaire �etait nond�eg�en�er�ee. Pour tous X1 dans g1 et X2 dans g2, notons Æ?1X1 =PiX11;i ^X21;i et Æ?2X2 =



4 GILLES HALBOUTPiX12;i ^X22;i, on a alors[X1; X2℄ =Xi (< X2; X11;i > X21;i� < X2; X21;i > X11;i)�Xi (< X12;i; X1 > X22;i� < X22;i; X1 > X12;i):On v�eri�e ensuite que 
e 
ro
het est 
ompatible ave
 la forme bilin�eaire ( la forme < :; : >est ad-invariante) et que 
'est un 
ro
het de Lie. �
x 2. R�esultats interm�ediairesDans 
ette partie nous allons d�emontrer quelques r�esultats 
lefs qui nous seront utilespour les 
onstru
tions des parties suivantes. On se reportera �a [Bou1, 
h.II x2℄ pour lad�e�nition des alg�ebres de Lie libres. Si X est un ensemble, l'alg�ebre de Lie libre L(X),engendr�ee par X peut être munie d'une graduation totale telle que degx = 1 :L(X) = �n�1Ln(X) et [Ln(X); Lm(X)℄ � Ln+m(X)o�u Ln(X) d�esigne l'espa
e des �el�ements de L(X) de degr�e n. Nous allons d�emontrer lesr�esultats suivants :Lemme 2.1. Soit (g; [:; :℄) une alg�ebre de Lie, munie d'une d�erivation Æ? : ^:g ! ^:+1g
ompatible ave
 le 
ro
het [:; :℄. On a alors, pour tous X; Y dans g :Æ? Æ Æ?[X;Y ℄ = [Æ? Æ Æ?X;Y ℄ + [X; Æ? Æ Æ?Y ℄:D�emonstration. Soient X;Y deux �el�ements de g ; �e
rivons Æ?X = PiXi ^ X 0i et Æ?Y =Pj Yj ^ Y 0j et notons Æ?2 pour Æ? Æ Æ?. On a alors :Æ?2[X;Y ℄ = Æ?([Æ?X;Y ℄ + [X; Æ?Y ℄) = Æ?([Xi Xi ^X 0i; Y ℄ + [X;Xj Yj ^ Y 0j ℄)=Xi Æ?[Xi; Y ℄ ^X 0i �Xi [Xi; Y ℄ ^ Æ?X 0i �Xi Æ?[X 0i; Y ℄ ^Xi +Xi [X 0i; Y ℄ ^ Æ?Xi+Xj Æ?[X;Yj℄ ^ Y 0j �Xj [X;Yj℄ ^ Æ?Y 0j �Xj Æ?[X;Y 0j ℄ ^ Yj +Xj [X;Y 0j ℄ ^ Æ?Yj :On voit alors, en d�eveloppant et en simpli�ant, que l'expression Æ?2[X;Y ℄ est �egale �a :Pi[Æ?Xi ^X 0i; Y ℄�Pi[Xi ^ Æ?X 0i; Y ℄ +Pj [X; Æ?Yj ^ Y 0j ℄�Pj [X;Yj ^ Æ?Y 0j ℄, 
'est �a dire :Æ?2[X;Y ℄ = [Æ?2X;Y ℄ + [X; Æ?2Y ℄: �



CONSTRUCTION PAR DUALIT�E 5Proposition 2.2. Soit g l'alg�ebre de Lie libre engendr�ee par X1; : : :; Xn. Pour tousu1; : : :; un dans ^2g, il existe une unique appli
ation Æ? : g ! ^2g v�eri�ant :81 � i � n; Æ?Xi = ui;que l'on peut �etendre en une d�erivation de degr�e 1 sur ^g. Si, de plus, pour tout 1 � i � n,on a Æ?ÆÆ?Xi = 0, alors pour tout X dans g, Æ?ÆÆ?X = 0. Sous 
es 
onditions, (g; [:; :℄; Æ?)est une big�ebre de Lie.D�emonstration. Soit a l'espa
e ve
toriel g�^g. L'espa
e a est alors 
anoniquement munid'une stru
ture d'alg�ebre de Lie : pour X; Y dans g, u; v dans ^g et U = X+u, V = Y +v,on pose : [U; V ℄ = [X;Y ℄ +X:v � Y:u = [X;Y ℄ + [X; v℄ + [u; Y ℄:Puisque g est une alg�ebre de Lie libre engendr�ee par un nombre �ni d'�el�ements, la propri�et�euniverselle fournit un unique morphisme d'alg�ebre de Lie f : g ! a qui asso
ie Xi+ui �a Xipour tout 1 � i � n . Si l'on appelle Æ? la 
ompos�ee de f et de la proje
tion g�^g ! ^g,on v�eri�e imm�ediatement que pour tous X;Y dans g, Æ?[X;Y ℄ = [X; Æ?Y ℄ + [Æ?X;Y ℄: Ce
iprouve la premi�ere partie de la proposition.Si l'on suppose de plus, que Æ?2Xi = 0 pour tout 1 � i � n, alors on a Æ?2X = 0 pourtout X dans g. Ce
i est imm�ediat d'apr�es le lemme 2.1 en faisant une r�e
urren
e sur ledegr�e de X dans g.En�n, dans 
es 
onditions, l'espa
e ve
toriel g est une alg�ebre de Lie munie d'un 
o
ro-
het Æ? v�eri�ant Æ?2 = 0 et la 
ondition de 
ompatibilit�e suivante : pour tous X;Y dansg, on a Æ?[X;Y ℄ = [X; Æ?Y ℄ + [Æ?X;Y ℄. Don
 g est une big�ebre de Lie. �On obtient alors une version semi-
lassique d'un r�esultat de Van Daele dans le 
asquantique (
f. [VD℄ et aussi [Ka℄) :Proposition 2.3. Soient g et g0 deux big�ebres de Lie munies des 
o
ro
hets Æ? et Æ0?. Onsuppose que l'alg�ebre de Lie g (respe
tivement g0) est l'alg�ebre de Lie libre engendr�ee parX1; : : :; Xn (respe
tivement X 01; : : :; X 0n). On suppose que pour tout 1 � i � n, Æ?Xi estdans ^2Ve
t(X1; : : :; Xn) et Æ0?X 0i est dans ^2Ve
t(X 01; : : :; X 0n). Alors, pour toute matri
e(aij)1�i;j�n, il existe un unique a

ouplement < :; : > entre les big�ebres g et g0 tel que pourtous 1 � i; j � n, on ait < Xi; X 0j >= aij.D�emonstration. Soit une matri
e (aij)1�i;j�n quel
onque. La restri
tion de Æ0? �a l'espa
eVe
t(X 01; : : :; X 0n) en fait une 
og�ebre de Lie a0. Son dual lin�eaire, que nous notons a0�, estune alg�ebre de Lie. Pour tout 1 � l � n, d�e�nissons Y 0l dans a0� par : Y 0l (X 0i) = ali pourtout 1 � i � n. D'apr�es la propri�et�e universelle, il existe un unique morphisme d'alg�ebrede Lie, f0 : g ! a0�; Xl 7! Y 0l 81 � l � n:Posons < X;X 0 >= f0(X)(X 0) pour tous X dans g et X 0 dans a0 et �etendons la forme< :; : > sur ^g � ^a0 de mani�ere 
anonique. Par d�e�nition du 
ro
het sur a0�, on a pourtous X;Y dans g et X 0 dans a0� :< [X;Y ℄; X 0 >= [f0(X); f0(Y )℄(X 0) =< f0(X) ^ f0(Y ); Æ0?X 0 >=< X ^ Y; Æ0?X 0 > : (1)Le dual lin�eaire de g, que nous notons g� est une alg�ebre de Lie. D�e�nissons, pour 1 � l � n,l'�el�ement Yl de g� par Yl(X) =< X;X 0l >. En utilisant �a nouveau la propri�et�e universelle,on 
onstruit un unique morphisme d'alg�ebres de Lie,f : g0 ! g�; X 0l 7! Yl 81 � l � n:



6 GILLES HALBOUTPosons pour tous X dans g et X 0 dans g0 : < X;X 0 >= f(X 0)(X) et �etendons < :; : > �a^g � ^g0 de mani�ere 
anonique. Par d�e�nition du 
ro
het sur g�, on a pour tous X 0; Y 0dans g0 et X dans g :< X; [X 0; Y 0℄ >= [f(X 0); f(Y 0)℄(X) =< Æ?X; f(X 0) ^ f(Y 0) >=< Æ?X;X 0 ^ Y 0 > : (2)La forme < :; : > d�e�nit alors un a

ouplement entre les deux big�ebres de Lie g et g0. Ene�et, d'une part, l'�egalit�e (2) nous assure que pour tous X dans g , X 0; Y 0 dans g0 on a< X; [X 0; Y 0℄ >=< Æ?X;X 0 ^ Y 0 >. D�emontrons que pour tous X;Y dans g et X 0 dansg0 on a < [X;Y ℄; X 0 >=< X ^ Y; Æ0?X 0 >, en faisant une r�e
urren
e sur le degr�e de X 0 :on a d�ej�a vu le r�esultat pour degX 0 = 1 (
'est l'�egalit�e (1)). Si on suppose le r�esultat vraipour degX 0 � m, alors pour X 0 = [X 01; X 02℄ dans g0 ave
 1 � degX 01; degX 02 � m et pourtous X;Y dans g, on a :< [X;Y ℄; X 0 >= < [X;Y ℄; [X 01; X 02℄ >=< Æ?[X;Y ℄; X 01 ^X 02 >= < �Æ Æ Æ?(X ^ Y ) + Æ Æ Æ?X ^ Y � Æ Æ Æ?Y ^X;X 01 ^X 02 >= < �Æ?(X ^ Y ); Æ0?(X 01 ^X 02) >+ < Æ?X; Æ0?X 01 > : < Y;X 02 > � < Æ?X; Æ0?X 02 > : < Y;X 01 >� < Æ?Y; Æ0?X 01 > : < X;X 02 > + < Æ?Y; Æ0?X 02 > : < X;X 02 >= < X ^ Y;�Æ0 Æ Æ0?(X 01 ^X 02) + Æ0 Æ Æ0?X 01 ^X 02 � Æ0 Æ Æ0?X 02 ^X 01 >= < X ^ Y; Æ0?[X 01; X 02℄ >;o�u Æ et Æ0 sont les extensions des 
ro
hets sur ^g et sur ^g0. C'est le r�esultat 
her
h�e aurang m+ 1.D'autre part, la propri�et�e universelle d'une alg�ebre de Lie libre engendr�ee par un nombre�ni d'�el�ements nous assure que la forme < :; : > est d�e�nie de mani�ere unique. �Pour terminer 
ette partie, nous allons d�e�nir, par dualit�e ave
 la notion d'id�eal, lanotion de 
o��d�eal d'une 
og�ebre de Lie :D�e�nition 2.4. Soit g une 
og�ebre de Lie de 
o
ro
het Æ?. On dit que i est un 
o��d�eal deg si Æ?X est dans g ^ i pour tout X dans g.Proposition 2.5. Soient (g; Æ?) et (g0; Æ0?) deux big�ebres de Lie a

oupl�ees par la forme< :; : > et engendr�ees, 
omme alg�ebres de Lie, par un nombre �ni d'�el�ements. On supposequ'il existe des �el�ements (Ui)1�i�n et (V ij )1�i;j�n dans g tels que, pour tout 1 � i � n, Æ?Uiest dans Ve
t (Uj ^ V ij )1�j�n. Si pour tout 1 � i � n, Ui est orthogonal aux g�en�erateurs deg0, alors l'id�eal engendr�e par les �el�ements (Ui)1�i�n est orthogonal �a g0 et 
'est un 
o��d�eal.D�emonstration. Soient g et g0 deux big�ebres de Lie a

oupl�ees. Soit (Ui)1�i�n une familled'�el�ements de g v�eri�ant les 
onditions de la proposition. Soit i l'id�eal engendr�e par les(Ui)1�i�n. Montrons par r�e
urren
e sur degX 0; X 0 2 g0 que Ui est orthogonal �a X 0 pourtout 1 � i � n. L'hypoth�ese nous donne le r�esultat au rang 1. Supposons le r�esultat a
quispour degX 0 � m. Soit X 0 dans g0; X 0 = [X 01; X 02℄ ave
 1 � degX 01; degX 02 � m. On a81 � i � n; < Ui; [X 01; X 02℄ >=< Æ?Ui; X 01 ^X 02 >=<Xj uijUj ^ V ij ; X 01 ^X 02 >= 0:



CONSTRUCTION PAR DUALIT�E 7C'est le r�esultat 
her
h�e au rang m+1. Consid�erons maintenant un �el�ement X dans l'id�eali qui ne soit pas dans (Ve
t(Ui))1�i�n ; on peut �e
rire X = Pi xi[Xi; Ui℄ et alors pourtout X 0 dans g0, on a< X;X 0 >=<Xi xi[Xi; Ui℄; X 0 >=Xi xi < Xi ^ Ui; Æ0?X 0 >= 0:On a ainsi d�emontr�e que i est orthogonal �a g0. Soit de nouveau X dans i, on peut �e
rire X =Pi xi[Xi; Ui℄. Alors Æ?X = Pi xiÆ?[Xi; Ui℄ = Pi xi[Æ?Xi; Ui℄ +Pi xi[Xi;Pj uijUj ^ V ij ℄et don
 l'�el�ement Æ?X est dans i ^ g. L'espa
e i est bien un 
o��d�eal. �Ces r�esultats vont nous permettre de re
onstruire une alg�ebre de Lie simple par dualit�e.Nous 
ommen
erons par �etudier le 
as o�u g = sl2(k).
x 3. Exemple de 
onstru
tion : sl2(k)Commen�
ons par quelques rappels. L'alg�ebre de Lie sl2(k) est l'espa
e ve
toriel engen-dr�e par les �el�ements �_, E, F et le 
ro
het de Lie est donn�e par :[�_; E℄ = 2E; [�_; F ℄ = �2F; [E;F ℄ = �_:Consid�erons les sous-alg�ebres : b+ = kH+ � kE et b� = kH� � kE, o�u H+ = H� = �_.Nous allons 
onstruire un a

ouplement entre les alg�ebres b+ et b�. Pour 
ela, utilisonsla forme bilin�eaire < :; : >= K(:; :)=4, o�u K est la forme de Killing. La forme < :; : > estad-invariante, non d�eg�en�er�ee, nulle sur b+ 
 b+ et b� 
 b� et elle v�eri�e< H+; H� >= 2; < H+; F >= 0; < E;H� >= 0; < E; F >= 1:Par dualit�e, on d�e�nit sur b+ et sur b� une stru
ture de 
og�ebre de Lie en les munissantdes 
o
ro
hets Æ?+ et Æ?� tels que :Æ?+H+ = 0; Æ?+E = �H+ ^ EÆ?�H� = 0; Æ?�F = H� ^ F:On v�eri�e ensuite que b+ et b� sont en fait des big�ebres de Lie, 
e qui permet de munira = b+�b� = sl2(k)�kH d'une stru
ture d'alg�ebre de Lie faisant de (a; b+; b�) un doublede Manin. La proje
tion a ! sl2(k) a pour noyau k(H+ �H�), qui est le 
entre de a sibien que g = sl2(k) est l'alg�ebre d�eriv�ee de a. Ces 
onstatations vont nous permettre deretrouver sl2(k) de mani�ere impli
ite.Soit a+ (respe
tivement a�) l'alg�ebre de Lie libre engendr�ee par H+ et E (respe
-tivement par H� et F ). D'apr�es la proposition 2.2, on peut munir les alg�ebres a+ eta� d'une stru
ture de big�ebre de Lie en d�e�nissant les 
o
ro
hets Æ?� : a� ! ^2a� etÆ?+ : a+ ! ^2a+ sur les g�en�erateurs parÆ?�H� = 0; Æ?�F = H� ^ F;Æ?+H+ = 0; Æ?+E = �H+ ^ E:



8 GILLES HALBOUTOn v�eri�e que l'on a bien Æ?�2H� = 0; Æ?�2F = 0; Æ?+2H+ = 0 et Æ?+2E = 0. En utilisantla proposition 2.3, on peut alors 
onstruire un a

ouplement entre les alg�ebres a+ et a�au moyen de la forme < :; : > d�e�nie sur les g�en�erateurs de a+ et a� par< H+; H� >= 2; < H+; F >= 0; < E;H� >= 0; < E; F >= 12 :Nous voulons maintenant �etudier l'orthogonal de a+ (respe
tivement de a�).Proposition 3.1. L'id�eal engendr�e par [H+; E℄� 2E (respe
tivement par [H�; F ℄ + 2F )est orthogonal �a a� (respe
tivement �a a+) et 
'est un 
o��d�eal.D�emonstration. Pour prouver le r�esultat pour [H+; E℄ � 2E, il suÆt de montrer que[H+; E℄� 2E v�eri�e bien les hypoth�eses de la proposition 2.5. On a d'abord :< [H+; E℄� 2E;H� >= < [H+; E℄; H� > �2 < E;H� >= < H+ ^E; Æ?�H� >= 0;< [H+; E℄� 2E;F >= < [H+; E℄; F > �2 < E;F >= < H+ ^E; Æ?�F > �1= < H+ ^E;H� ^ F > �1 = 1� 1 = 0:En�n on a : Æ?+([H+; E℄� 2E) =[H+; Æ?+E℄ + [Æ?+H+; E℄� 2Æ?+E=[H+;�H+ ^E℄ + 2H+ ^E=[H+; E℄ ^H+ � 2E ^H+=([H+; E℄� 2E) ^H+:L'�el�ement [H+; E℄� 2E v�eri�e don
 bien les hypoth�eses de la proposition 2.5. On pro
�edede même pour [H�; F ℄ + 2F . �La proposition 2.5 nous permet de faire le quotient de a+ (respe
tivement a�) par l'id�ealengendr�e par [H+; E℄ � 2E (respe
tivement [H�; F ℄ + 2F ). La forme < :; : > passe auquotient et l'on obtient en
ore des big�ebres a

oupl�ees : b+ et b�. Le th�eor�eme 1.5 nousassure que l'on peut 
onstruire une stru
ture d'alg�ebre de Lie sur b = b+ � b� telle que< :; : > soit ad-invariante. Les relations de 
ommutation entre b+ et b� (b+ = kH+ � kEet b� = kH� � kF ) sont alors donn�ees par :[E;F ℄ = (H+ +H�)2 ; [H+; H�℄ = 0; [E;H�℄ = �2E et [H+; F ℄ = �2F:On retrouve alors sl2(k) en quotientant b par son 
entre : k(H+ � H�): Nous allonsmaintenant g�en�eraliser 
ette te
hnique de 
onstru
tion au 
as g�en�eral o�u g est une alg�ebrede Ka
-Moody sym�etrisable quel
onque.



CONSTRUCTION PAR DUALIT�E 9x 4. Le 
as g�en�eralNous voulons 
onstruire l'alg�ebre de Ka
-Moody asso
i�ee �a une matri
e de Cartan in-d�e
omposable et sym�etrisable. Pour 
ela, nous allons 
opier la 
onstru
tion faite dans le
as g = sl2(k). Soit A = (aij)1�i;j�n une matri
e de Cartan ind�e
omposable et sym�etris-able. Dans toute la suite de 
ette partie, (h;� = f�1; : : :; �ng;�_ = f�_1 ; : : :; �_ng) d�esigneune r�ealisation A. Rappelons que h est muni d'une forme bilin�eaire sym�etrique et nond�eg�en�er�ee (:; :) telle que (hi; :) = 2(�i;�i)�i(:). Nous noterons hi = �_i . On peut �e
rire Aau moyen de la forme bilin�eaire duale (:; :) d�e�nie sur h� parA = (�j(hi))1�i;j�n = �2(�i; �j)(�i; �i)�1�i;j�n:D�e�nissons a+ (respe
tivement a�) 
omme �etant l'alg�ebre de Lie libre engendr�ee par les�el�ements (ei)1�i�n et h+ 2 h (respe
tivement les (fi)1�i�n et h� 2 h). Nous utiliseronstoujours la notation h+ lorsque l'�el�ement h de h est vu dans a+ et h� quand il est dansa�. Grâ
e �a la proposition 2.2, on peut munir a+ et a� d'une stru
ture de big�ebre de Lieen d�e�nissant les 
o
ro
hets Æ?+ et Æ?� sur les �el�ements g�en�erateurs parÆ?+(ei) = �(�i; �i)h+i ^ ei et Æ?+(h+) = 0;Æ?�(fi) = (�i; �i)h�i ^ fi et Æ?�(h�) = 0pour tous 1 � i � n; h dans h On v�eri�e que l'on a bienÆ?+2ei = 0; Æ?�2fi = 0; Æ?+2h+ = 0; et Æ?�2h� = 0:Grâ
e �a la proposition 2.3, on peut 
onstruire un a

ouplement entre les big�ebres a� eta+ en d�e�nissant < :; : > sur les g�en�erateurs de a� et a+ par< ei; fj >= Æi;j2(�i;�i) ; < h+; h0� >= 12(h; h0);< h+; fi >= 0; < ei; h� >= 0:pour tous 1 � i; j � n, h; h0 dans h. Remarquons que, pour tous 1 � i; j � n, on a :< h+i ; h�j >= 2(�i; �j)(�i; �i)(�j; �j) :Etudions les espa
es orthogonaux �a a+ et �a a�. En faisant le même travail que dans lapartie pr�e
�edente, on obtientProposition 4.1. L'id�eal engendr�e par les �el�ements [h+; h0+℄, h; h0 2 h, (respe
tivementpar les h�; h0�℄, h; h0 2 h) est orthogonal �a a� (respe
tivement a+) et 
'est un 
o��d�eal.D�emonstration. Pour prouver le premier r�esultat, il suÆt de montrer que les �el�ements[h+; h0+℄, h; h0 2 h, v�eri�ent les hypoth�eses de la proposition 2.5. D'une part, pour toush; h0; h00 dans h et 1 � i � n, on a< [h+; h0+℄; h00� > =< h+ ^ h0+; Æ?�h00� >= 0et < [h+; h0+℄; fi > =< h+ ^ h0+; Æ?�fi >=< h+ ^ h0+; (�i; �i)h�i ^ fi >= 0:



10 GILLES HALBOUTD'autre part, l'expression Æ?+[h+; h0+℄ est nulle pour tous h; h0 dans h, don
 les �el�ements[h+; h0+℄, h; h0 2 h, v�eri�ent bien les hypoth�eses de la proposition. Le r�esultat pour[h�; h0�℄ se d�emontre de la même mani�ere. �Proposition 4.2. L'id�eal engendr�e par les �el�ements ([h+; ei℄� �i(h)ei) et ([h+; h0+℄),1 � i � n; h; h0 2 h, (respe
tivement ([h�; fi℄ + �i(h)fi) et ([h�; h0�℄), 1 � i � n; h; h0 2 h)est orthogonal �a a� (respe
tivement �a a+) et 
'est un 
o��d�eal.D�emonstration. Nous allons 
ommen
er par prouver le r�esultat pour les �el�ements suivants :([h+; ei℄� �i(h)ei), 1 � i � n; h 2 h. Pour 
ela, il suÆt de montrer que 
es �el�ementsv�eri�ent bien les hypoth�eses �a la proposition 2.5. D'une part, pour tous 1 � i; j � n, eth; h0 dans h, on a< [h+; ei℄� �i(h)ei; h0� >= < h+ ^ ei; Æ?�h0� > ��i(h) < ei; h0� >= 0et < [h+; ei℄� �i(h)ei; fj >= < h+ ^ ei; Æ?�fj > ��i(h) < ei; fj >= < h+ ^ ei; (�j; �j)h�j ^ fj > ��i(h) Æi;j2(�i; �i)=12(�j ; �j)(h; hj) Æi;j2(�i; �i) � �i(h) Æi;j2(�i; �i)= Æi;j2(�i; �i) (12(�i; �i)(h; hi)� �i(h)) = 0:D'autre part, pour tous 1 � i � n et h dans h :Æ?+([h+; ei℄� �i(h)ei) =[h+; Æ?+ei℄� �i(h)(�(�i; �i)h+i ^ ei)=[h+;�(�i; �i)h+i ^ ei℄ + �i(h)(�i; �i)h+i ^ ei=(�i; �i)f([h+; ei℄� �i(h)ei) ^ h+i � [h+; h+i ℄ ^ eig:Les �el�ements [h+; ei℄ � �i(h)ei v�eri�ent bien les hypoth�eses du lemme. Le r�esultat sed�emontre de même pour les �el�ements [h�; fi℄ + �i(h)fi. �Nous pouvons, grâ
e aux r�esultats de la proposition pr�e
�edente, faire le quotient de a+(respe
tivement a�) par l'id�eal engendr�e par les �el�ements ([h+; ei℄� �i(h)ei) et ([h+; h0+℄),1 � i � n; h; h0 2 h, (respe
tivement ([h�; fi℄ + �i(h)fi) et ([h�; h0�℄), 1 � i � n; h; h0 2h). Appelons b+ et b� les big�ebres obtenues apr�es passage au quotient. On obtient en
oreun a

ouplement entre les big�ebres b+ et b� en faisant passer Æ?+, Æ?� et < :; : > au quotient.Nous avons :Proposition 4.3. Soient (eij)1�i6=j�n et (fij)1�i6=j�n les �el�ements de b+ et b� respe
-tivement d�e�nis par eij = (ad ei)1��j(hi)ej et fij = (ad fi)1��j(hi)fj :



CONSTRUCTION PAR DUALIT�E 11L'id�eal engendr�e par les (eij)1�i6=j�n (et respe
tivement par les (fij)1�i6=j�n) est orthogo-nal �a b� (respe
tivement b+) et 
'est un 
o��d�eal.D�emonstration. Pour prouver le r�esultat pour les �el�ements (eij)1�i6=j�n, montrons que les�el�ements (eij)1�i6=j�n v�eri�ent les hypoth�eses de la proposition 2.5. D'une part, pour tous1 � i 6= j; l � n et h dans h, on a< eij ; h� >= < ei ^ (ad ei)��j(hi)ej ; Æ?�h� >= 0et < eij ; fl >= < ei ^ (ad ei)��j(hi)ej ; Æ?�fl >= < ei ^ (ad ei)��j(hi)ej ; (�l; �l)h�l ^ fl >=� Æi;l2(�l; �l) (�l; �l) < (ad ei)��j(hi)ej ; h�l > :Don
 < eij ; fl >= 0 pour tous 1 � i 6= j; l � n. En e�et, 
'est �evident si �j(hi) = 0, et si�j(hi) < 0, on a< (ad ei)��j(hi)ej ; h�l >= < [ei; (ad ei)��j(hi)�1ej ℄; h�l >= < ei ^ (ad ei)��j(hi)�1ej ; Æ?�h�l >= 0:D'autre part, nous avons le r�esultat suivant :Lemme 4.4. Ave
 les notations de la proposition pr�e
�edente, on a81 � i 6= j � n; Æ?+eij = eij ^ f(1� �j(hi))h+i + (�j; �j)h+j g:D�emonstration. Montrons par r�e
urren
e sur l que si el;ij = (ad ei)1+lej , on aÆ?+el;ij =el;ij ^ f(�i; �i)(1 + l)h+i+ (�j; �j)h+j g+ 4ei ^ el�1;ijf(�i; �i)l(1 + l)=2 + (�j; �i)(l+ 1)g:On a Æ?+e0;ij = Æ?+[ei; ej℄ = [Æ?+ei; ej℄ + [ei; Æ?+ej ℄= �(�i; �i)[h+i ^ ei; ej℄� (�j; �j)[ei; h+j ^ ej ℄= �(�i; �i)�j(hi)ej ^ ei + (�i; �i)[ei; ej ℄ ^ h+i+ (�j ; �j)�i(hj)ei ^ ej + (�j; �j)[ei; ej ℄ ^ h+j= 4(�i; �j)ei ^ ej + [ei; ej ℄ ^ f(�i; �i)ih+ + (�j; �j)h+j g:



12 GILLES HALBOUTC'est la relation au rang 0. Supposons le r�esultat �etabli au rang l � 1 ave
 l � 1 ; alors :Æ?+el;ij = Æ?+[ei; el�1;ij ℄ = [Æ?+ei; el�1;ij ℄ + [ei; Æ?+el�1;ij ℄= �(�i; �i)[h+i ^ ei; el�1;ij ℄ + [ei; el�1;ij ^ f(�i; �i)l:h+i + (�j ; �j)h+j g℄+ [ei; 4ei ^ el�2;ijf(�i; �i)l(l� 1)=2 + (�j ; �i)lg℄= �(�i; �i)(�j(hi) + 2l)el�1;ij ^ ei + (�i; �i)el;ij ^ h+i+ el;ij ^ f(�i; �i)l:h+i + (�j ; �j)h+j g+ f(�i; �i)2l + (�j ; �j)�i(hj)gei ^ el�1;ij� 4el�1;ijf(�i; �i)l(l� 1)=2 + (�j; �i)lg ^ ei= 4ei ^ el�1;ijf(�i; �i)l(l+ 1)=2 + (�j ; �i)(l+ 1)g+ el;ij ^ f(1 + l)�i; �i)h+i + (�j; �j)h+j g:C'est le r�esultat au rang l.L'expression (�i; �i)(��j(hi))(1��j(hi))=2+(�j ; �i)(1��j(hi)) est nulle 
ar �j(hi) =2 (�j ;�i)(�i;�i) : Don
 pour tous 1 � i; j � n tels que i 6= j,Æ?+eij = eij^f(�i; �i)(1��j(hi))h+i +(�j ; �j)h+j g: �Le lemme prouve que les �el�ements (eij)1�i6=j�n v�eri�ent bien les hypoth�eses de la propo-sition 2.5. Le r�esultat se d�emontre ensuite de la même fa�
on pour les (fij)1�i6=j�n. �Nous 
her
hons le noyau de la forme bilin�eaire < :; : > a�n de 
onstruire l'alg�ebre deKa
-Moody asso
i�ee �a la matri
e A 
omme un quotient de b+ � b� par 
e noyau. Nousvenons de voir que 
e noyau 
ontient les �el�ements (eij)1�i6=j�n et (fij)1�i6=j�n. Nous allonsmaintenant prouver que l'id�eal engendr�e par 
es �el�ements est le noyau tout entier.Faisons le quotient de b+ (respe
tivement b�) par l'id�eal engendr�e par les (eij)1�i6=j�n(respe
tivement les (fij)1�i6=j�n). On obtient en
ore un a

ouplement entre les big�ebresde Lie quotients 
+ et 
� en faisant passer Æ?+, Æ?� et < :; : > au quotient. D'apr�es leth�eor�eme 1.5, on peut munir 
 = 
+ � 
� d'une stru
ture d'alg�ebre de Lie.Proposition 4.5. Sur l'alg�ebre de Lie 
, pour tous 1 � i; j � n et h; h0 dans h, on a[h+; h0�℄ = 0; [ei; fj℄ = Æi;j(h+i + h�i )=2;[h+; fi℄ = ��j(h)fi; [h�; ei℄ = �j(h)ei:D�emonstration. Soient 1 � i; j � n et h et h0 dans h ; puisque les expressions Æ?+h+ etÆ?�h0� sont nulles, nous avons [h+; h0�℄ = 0:Rappelons ensuite que Æ?+ei = �(�i; �i)h+i ^ ei et Æ?�fj = (�j ; �j)h�j ^ fj. On a don
[ei; fj℄ = �(�i; �i) < h+i ; ej > ei + (�i; �i) < ei; fj > h+i� (�j; �j) < ei; h�j > fj + (�j ; �j) < ei; fj > h�j= Æi;j(h� i+ + h�i )=2:



CONSTRUCTION PAR DUALIT�E 13De plus [h+; fi℄ =� (�i; �i) < h�i ; h+ > fi + (�i; �i) < fi; h+ > h�i=� (�i; �i) 1(�i; �i)�i(h)fi = ��i(h)fi:On d�emontre en�n que l'on a de même [h�; ei℄ = �i(h)ei: �On va maintenant r�eordonner les �el�ements (ei)1�i�n; (fi)1�i�n; (h+)h2h; (h�)h2h quiengendrent l'alg�ebre 
. On peut alors �e
rire :
 = 
+ � 
� = 
1+ � 
0+ � 
1� � 
0�;o�u 
1+ (respe
tivement 
1�, 
0+, 
0�) est la sous-alg�ebre de 
+ (respe
tivement 
�, 
+, 
�)engendr�ee par les (ei)1�i�n (respe
tivement (fi)1�i�n, (h+)h2h, (h�)h2h).On remarque que pour tout h dans h, l'�el�ement h+ � h� est dans le 
entre de 
 etque l'on peut �e
rire : 
 = 
1+ � 
1� � 
01 � 
02 o�u 
01 (respe
tivement 
02) est la sous-alg�ebrede 
 engendr�ee par les (h+ + h�)h2h (respe
tivement (h+ � h�)h2h). On passe alors auquotient par l'id�eal engendr�e par les (h+ � h�)1�i�n pour obtenirg = g+ � g� � g0o�u g (respe
tivement g+; g�; g0) est l'image de 
 (respe
tivement de 
1+; 
1�; 
01). Enfaisant passer au quotient la forme < :; : >, on munit g d'une forme ad-invariante. Onnote Æ? le nouveau 
o
ro
het obtenu sur l'alg�ebre g. Posons ~h = (h++ h�)=2 pour h dansh, et notons toujours ei et fi les images de ei et fi dans g. On a alors dans g, pour tous1 � i; j � n et h; h0 dans h :[~h; ~h0℄ = 0; [ei; fj℄ = Æi;j~hi;[~h; ei℄ = �i(h)ei; [~h; fi℄ = ��i(h)fi;(ad ei)1��j(hi)ej = 0; (ad fi)1��j(hi)fj = 0;Æ?ei = �2(�i�i)~hi ^ ei; Æ?fi = 2(�i�i)~hi ^ fi et Æ?~h = 0;et < :; : > est d�e�ni par :< ei; ej >= 0; < ~h; ~h0 >= 14(h; h0);< ei; fj >= Æi;j2(�i; �j) ; < fi; fj >= 0;< ~h; ei >= 0; < ~h; fi >= 0:



14 GILLES HALBOUTL'alg�ebre de Lie g 
ontient une sous-alg�ebre 
ommutative g0 engendr�ee par les �el�ements~h ave
 h dans h. Elle est engendr�ee, 
omme alg�ebre de Lie, par les �el�ements de g0 et lesei; fi, 1 � i � n, qui v�eri�ent les relations donn�ees plus haut. D'apr�es la proposition 0.5,l'alg�ebre de Lie g est un quotient de l'alg�ebre de Ka
-Moody g(A) asso
i�ee �a A. Puisquela sous-alg�ebre 
ommutative g0 est 
ontenue dans g, l'alg�ebre g est le quotient de g(A) parun id�eal ren
ontrant h trivialement qui ne peut don
 être que l'id�eal nul. On obtient ainsile r�esultat souhait�e :Th�eor�eme 4.6. Pour toute matri
e de Cartan ind�e
omposable et sym�etrisable A, l'alg�ebrede Lie g 
onstruite par dualit�e est l'alg�ebre de Ka
-Moody g(A) asso
i�ee �a A.On peut remarquer que l'appli
ation bilin�eaire < :; : >, 
onstruite pr�e
�edemment, estproportionnelle �a la forme de Killing sur g. Cette 
onstru
tion est faite uniquement end�e�nissant 
onvenablement un a

ouplement entre deux alg�ebres de Lie. On quotienteensuite su

essivement 
ha
une d'elles par un 
o��d�eal, orthogonal �a l'autre. Les relationsde 
ommutation (notamment 
elles entre les �el�ements ei et fi) apparaissent in �ne, et nonplus a priori 
omme dans la 
onstru
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