
COMPARAISON DES D�EFORMATIONSSELON DE WILDE-LECOMTE ET F�EDOSOVGilles HalboutInstitut de Re
her
he Math�ematique Avan
�ee, Universit�e Louis Pasteur { C.N.R.S.7, rue Ren�e Des
artes, 67084 Strasbourg Cedex, Fran
eAbstra
t. LetM be a symple
ti
 manifold over R. In [DWL℄, M. De Wilde and P. Le
omteproved the existen
e of a star-produ
t over M . Later, in [Fe1℄, B. Fedosov proposed anotherway to 
onstru
t su
h star produ
ts. P. Deligne, in [De℄, 
ompared those two 
onstru
tions,
onsidering the problem from the point of view of algebrai
 geometry. Our aim here is to showexpli
itely, using the re
ent work of M. De Wilde, how the 
onstru
tions and the 
lassi�
ationsof De Wilde-Le
omte and Fedosov are related.
x 0. Introdu
tionLe but de 
e travail est de 
omparer les 
onstru
tions de star-produits sur une vari�et�esymple
tique dues �a De Wilde-Le
omte d'une part et �a F�edosov d'autre part. Soit M unevari�et�e sur un 
orps k = R ou C . Nous noterons A l'alg�ebre asso
iative et 
ommutativeC1(M)[[~℄℄. Rappelons la d�e�nition d'un star-produit (ou d�eformation de A ) introduitedans [BFFLS℄ :D�e�nition 0.1. Une d�eformation de A (ou star-produit) est une appli
ation ? : A �A !A , R[[~℄℄-bilin�eaire, asso
iative et v�eri�ant, pour f et g dans C1(M)[[~℄℄ :f ? g = fg + ~P1(f; g) + ~2P2(f; g) + � � �o�u les Pi : C1(M)�C1(M)! C1(M) sont des appli
ations bilin�eaires, bidi��erentielleset nulles sur les appli
ations 
onstantes. Nous notons A ? l'alg�ebre d�eform�ee.Deux d�eformations ? et ?0 sont isomorphes (ou �equivalentes) s'il existe un isomor-phisme T = 1 + ~T1 + ~2T2 + � � � (o�u les Ti sont des op�erateurs di��erentiels) tel que :T (f ? g) = T (f)?0T (g):1991 Mathemati
s Subje
t Classi�
ation: Primary 58F05, (58F06,58H15) Typeset by AMS-TEX1



2 GILLES HALBOUTEn�n, si A est munie d'une stru
ture de Poisson f:; :g, on dit que ? est une d�eformationde (A ; f:; :g) si 
'est une d�eformation de A v�eri�ant : 12 (P1(f; g)� P1(g; f)) = ff; gg. Parla suite, on supposera, sans perte de g�en�eralit�e que P1 = f:; :g.Si (M;!) une vari�et�e symple
tique, la 2-forme non d�eg�en�er�ee ! d�e�nit un isomorphismei! : T �M ! TM . Soit �! 2 ^2TM l'image de ! par 
et isomorphisme. On peut alorsmunir la vari�et�eM d'un 
ro
het de Poisson ff; gg! :=< �!; d f^d g > pour f; g 2 C1(M).L'identit�e de Ja
obi v�eri��ee par le 
ro
het f:; :g! est une 
ons�equen
e de d! = 0 et lastru
ture de Poisson ainsi d�e�nie est r�eguli�ere de rang maximum. Dans 
e 
as, on dit que? est une d�eformation de (M;!) si 
'est une d�eformation de (A ; f:; :g!).Dans le 
as parti
ulier o�u M = R2n et ! est la forme symple
tique 
anonique deDarboux, nous avons le r�esultat ( 
f. [Ve℄ et [FLS℄) :Proposition 0.2. Soit M = R2n et ! une forme symple
tique 
onstante, alors :� Il existe une d�eformation de (M;!).� Deux d�eformations de (M;!) sont toujours �equivalentes.� Soit ? un star-produit, les d�erivations de (A ? ; ?) sont de la forme 1~ [f; :℄ ave
 f dans A .� Le 
entre de l'alg�ebre (A ? ; ?) est k[[~℄℄.En 1983, De Wilde et Le
omte ont prouv�e l'existen
e d'une d�eformation d'une vari�et�esymple
tique ( 
f. [DWL℄) �a la suite des travaux de Neroslavsky et Vlassov o�u l'on suppo-sait le troisi�eme groupe de 
ohomologie de de Rham nul (
f. [NV℄ et aussi [Ve℄). De Wildeet Le
omte 
onstruisent par r�e
urren
e les 
oeÆ
ients intervenant dans le d�eveloppementdu star-produit en s�erie de ~ et montrent que les 
lasses d'�equivalen
e des produits sonten bije
tion ave
 les s�eries formelles H2(M)[[~℄℄. Nous r�esumerons 
ette 
onstru
tion dansla premi�ere partie.En 1994, F�edosov a donn�e une nouvelle 
onstru
tion. Dans la deuxi�eme partie, nous for-maliserons sa m�ethode. Apr�es avoir 
hoisi une 
onnexion symple
tique et sans torsion r0,F�edosov 
onstruit une 
onnexion r sur le �br�e de Weyl, not�e W , et il montre que 
haqued�eformation de M est isomorphe �a une sous-alg�ebre de W , A r = fs 2 �(M;W ); rs = 0g,pour une 
ertaine 
onnexion r. En�n, il prouve que deux d�eformations A r et A 0r sont�equivalentes si et seulement si les 
ourbures de Weyl de r et r0 donnent la même 
lassedans 1~! +H2(M)[[~℄℄. On retrouve ainsi une 
lassi�
ation analogue �a 
elle de De Wildeet Le
omte.En nous inspirant des travaux r�e
ents de De Wilde (
f. [DW℄), nous donnerons unem�ethode pour 
omparer expli
itement les 
lassi�
ations donn�ees par De Wilde-Le
omte etF�edosov. Nous montrerons par quelle bije
tion dans H2(M)[[~℄℄, la 
lasse de De Wilde-Le
omte s'envoie sur 
elle de F�edosov pour un star-produit donn�e.Dans toute la suite de 
e travail (M;!) d�esigne une vari�et�e symple
tique, f:; :g = f:; :g!le 
ro
het de Poisson et �! le 
hamp de tenseurs asso
i�es �a la forme !.REMERCIEMENTSGrâ
e �a une bourse de l'E
ole Do
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hniques de d�eformations. Cesderniers m'ont r�eserv�e un a

ueil ex
eptionnel et je les remer
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ieusesexpli
ations. Mer
i aussi �a M. Rosso qui a port�e une attention parti
uli�ere �a 
e travail.



COMPARAISON F�EDOSOV ET DE WILDE-LECOMTE 3x 1. D�eformations selon De Wilde-Le
omteDans 
ette partie nous allons rappeler la 
onstru
tion des star-produits faite par DeWilde et Le
omte (
f. [DWL℄ et aussi [DWL2℄). Leur m�ethode utilise des r�esultats de
ohomologie de Ho
hs
hild et des propri�et�es du 
ro
het de Gerstenhaber que nous allonsrappeler.D�e�nition 1.1. Soit A un espa
e ve
toriel. Notons Cd(A;A) l'espa
e des appli
ationsd-lin�eaires de A dans A, appel�ees en
ore d-
o
hâ�nes. Si D est dans Cd(A;A), on notejDj = d�1. On d�e�nit des appli
ations Æ et [:; :℄G : Cd(A;A)�Ce(A;A)! Cd+e�1(A;A)par (D ÆE)(a1; : : :; ad+e�1) =Xi�0 (�1)jEj�iD(a1; : : :; ai; E(ai+1; : : :; ai+e); : : :)[D;E℄G = D ÆE � (�1)jEjjDjE ÆDLe 
ro
het [:; :℄G est appel�e 
ro
het de Gerstenhaber.Remarquons que l'espa
e (C�(A;A); [:; :℄G) est une alg�ebre de Lie gradu�ee. De plus,si D est une appli
ation bilin�eaire sur A, 
'est-�a-dire D 2 C2(A;A), alors D est une loiasso
iative si et seulement si [D;D℄G = 0. Dans 
e 
as, l'appli
ation [D; :℄G est de 
arr�enul. En parti
ulier lorsque A est l'alg�ebre (C1(M);m), o�u m est la multipli
ation desfon
tions, l'appli
ation Æ : C�(A;A) ! C�+1(A;A), C 7! [m;C℄ est une di��erentielle :
'est la di��erentielle de Ho
hs
hild.Dans 
e travail, nous 
onsid�ererons toujours des 
o
hâ�nes lo
ales, 
'est-�a-dire des op�era-teurs multidi��erentiels. Si f est une fon
tion de C1(M), nous notons Hf le 
hamp deve
teurs hamiltonien asso
i�e �a f et � l'appli
ation f 7! Hf . Cette appli
ation permet ded�e�nir �� : 
d(M)! Cd(C1(M); C1(M)), o�u l'image ��� d'une d-forme � est donn�eepar ���(f1; : : :; fd) =< �;Hf1 ^ : : : ^Hfd > :Si C est un �el�ement de Cd(C1(M); C1(M)), nous noterons �(C) son antisym�etris�e. Leth�eor�eme de Ho
hs
hild-Kostant-Rosenberg dit que C est un 
o
y
le pour la 
ohomologiede Ho
hs
hild si et seulement si� il existe une forme � dans 
d(M) telle que �(C) = ��� et� C � �(C) est un 
obord.Retenons un dernier r�esultat : si � est une p-forme, ave
 p � 2, [���; f:; :g℄G est un 
o
y-
le de Ho
hs
hild et �([���; f:; :g℄G) = ��� d �. Il existe alors une 
o
hâ�ne X� telle que[���; f:; :g℄G + [X�;m℄G = ��� d �:Si � est une 1-forme, on 
hoisit X� = 0 et si � est une 2-forme, on 
hoisit X� sym�etrique.Pour 
onstruire un star-produit m? = m+~P1+~2P2+ � � �+~lPl+ � � � ave
 P1 = f:; :g,nous devons trouver des 
o
hâ�nes Pl dans C2(C1(M); C1(M)) telles que [m?;m?℄G = 0.Pour De Wilde et Le
omte, la 
onstru
tion ainsi que la 
lassi�
ation se fait par r�e
urren
esur l. Pour 
ela, ils 
hoisissent un re
ouvrement 
ontra
tile (U�)�2E de M et d�e�nissentsur 
haque U� un 
hamp de ve
teurs 
onforme �� (L��P1 = �P1). Nous avons alors



4 GILLES HALBOUTTh�eor�eme 1.2. (
f. [DWL1℄) Pour tout l > 1 dans N, on peut 
onstruire :1) des 
o
hâ�nes P2; : : :; Pl dans C2(C1(M); C1(M)) telles que le produitml? = m+ ~P1 + � � �+ ~lPlsoit asso
iatif �a l'ordre l, 
'est-�a-dire v�eri�e[ml?;ml?℄G = O(~l+1);2) sur 
haque U�, des �el�ements D�;1; : : :; D�;l�1 dans C1(C1(U�); C1(U�)) tels que la
o
hâ�ne Dl�1� = L�� + ~ ��~ + ~D�;1 + � � �+ ~l�1D�;l�1 soit une \d�erivation" �a d'ordrel� 1, 
'est-�a-dire v�eri�e [Dl�1� ;ml?℄G = O(~l);3) sur 
haque U� \ U�, des fon
tions f��;0; : : :; f��;l�2 dans C1(U� \ U�) telles que lafon
tion f l�2�� = f��;0 + � � �+ ~l�2f��;l�2 de A v�eri�eDl�1� �Dl�1� = 1~ [f l�2�� ;ml?℄G +O(~l�1):Nous allons donner l'esquisse de la preuve de 
e th�eor�eme. On se reportera �a [DWL2℄pour une d�emonstration plus 
ompl�ete.D�emonstration. Le r�esultat se d�emontre par r�e
urren
e sur l.� Pour l = 2, la 
o
hâ�ne P2 peut s'�e
rire 
omme la somme de 12X! et de n'importequel 
o
y
le de Ho
hs
hild 
ar alors[m2?;m2?℄G = [m;X!℄G + [P1; P1℄G = �[P1; P1℄G + [P1; P1℄G = 0:On peut poser ensuite D�;1 = 0. On 
hoisit en�n la fon
tion f��;0 telle que�� � �� = Hf��;0 :� Pour l = 3, �e
rivons P2 sous la forme la plus g�en�erale :P2 = 12X! + ��� + [C;m℄G; � 2 
2(M); C 2 C1(C1(M); C1(M)):Nous 
her
hons P3 pour que [m;P3℄G+[P1; P2℄G = 0. Il est 
lair que la 
o
hâ�ne [P1; P2℄Gest un 
o
y
le. Compte tenu des remarques pr�e
�edentes, pour que 
e soit un 
obord, ilfaut et il suÆt que sa partie antisym�etrique soit nulle. Nous avons �([P1; P2℄G) = �� d �
ar nous avons 
hoisi X! sym�etrique. En 
hoisissant la forme � ferm�ee, on peut alors
onstruire P3. Cette derni�ere modi�
ation n'a au
une in
iden
e sur les termes D�;i etf��;i d�ej�a 
onstruits (i = 0; 1).Construisons maintenant la 
o
hâ�ne D�;2 : nous voulons qu'elle v�eri�e (L�� + 2)P2 +[D�;2;m℄G = 0. La 
o
hâ�ne (L�� + 2)P2 est un 
o
y
le, pour être un 
obord, il fautet il suÆt qu'elle v�eri�e : �((L�� + 2)P2) = L��� = 0. Ce
i n'est pas toujours v�eri��e :
ette quantit�e vaut d i��� dans le 
as g�en�eral. Cependant, si l'on suppose maintenant queD�;1 = ��i���, on remarque que l'antisym�etrisation de (L�� + 2)P2 + [��i���; P1℄G est



COMPARAISON F�EDOSOV ET DE WILDE-LECOMTE 5nulle. Ce 
hangement, pour la 
o
hâ�ne D�;1 est sans 
ons�equen
e sur les fon
tions f��;0d�ej�a 
onstruites. On trouve alors D�;2 tel que(L�� + 2)P2 + [��i���; P1℄G = �[D�;2;m℄G:Construisons en�n f��;1. On v�eri�e que l'expression D�;1 � D�;1 � [f��;0; P2℄G vaut��(iHf��;0 �)� �([f��;0; �℄G) = 0: On peut don
 
hoisir f��;1 = 0:� Supposons le r�esultat a
quis au rang l � 3 et d�emontrons le au rang l + 1. Nous ap-pellerons respe
tivement J etK� les expressions [ml?;ml?℄G et [Dl�1� ;ml?℄G et nous noteronsJi, K�;i et plus g�en�eralement (C)i le 
oeÆ
ient en ~i d'une 
o
hâ�ne C dans C�(A ; A ). Lesrelations de Ja
obi gradu�ees montrent alors que :[Jl+1;m℄G = 0; [Jl+1; P ℄G + [Jl+2;m℄G = 0;[K�;l;m℄G = 0; [K�;l; P ℄G + [K�;l+1;m℄G = 12([Dl�1� ; J ℄G)l+1:Les �egalit�es de gau
he assurent l'existen
e de formes �3 dans 
3(M) et ��;2 dans !2(U�)et de 
o
hâ�nes lo
ales C2 dans C2(A ; A ) et C�;1 dans C1(A ; A ) telles que :Jl+1 = 2���3 � 2[m;C2℄GK�;l = ����;2 � [C�;1;m℄G:On d�eduit des �egalit�es de droites que d�3 = 0, (L�� + l � 2)�3 = d��;2 et ��;2 � ��;2 =i������3. Nous pouvons 
onstruire :$2 = 1l � 2(��;2 � i���3) et $�;1 = 1l � 2 i��(��;2):Ces formes di��erentielles v�eri�ent alors : �3 = d�2, $�;2 = (L�� + l � 2)$2 � d$�;1 et$�;1 � $�;1 = i�����$2. Rempla�
ons Pl par Pl + ��$2 et D�;l�1 par D�;l�1 + ��$�;1.Ces transformations ne modi�ent pas les termes d�ej�a 
onstruits. On peut en�n poser :Pl+1 = C2 +X$2 ; D�;l = C�;1; f��;l�1 = 0:Les 
o
hâ�nes Pl+1, D�;l et f��;l�1 satisfont les trois 
onditions du th�eor�eme. C'est ler�esultat au rang l + 1. �Remarque 1.3. Le th�eor�eme 1.2 admet quelques raÆnements :1) Si les (Pi)0�i�l sont donn�es a priori et v�eri�ent la premi�ere 
ondition du th�eor�eme 1.2,on peut 
onstruire des 
o
hâ�nes (D�;i)0�i�l�1 et (f��;i)0�i�l�2 v�eri�ant les deux autres
onditions.2) Si les (Pi)0�i�l et les (D�;i)0�i�l�1 sont donn�es a priori et v�eri�ent les deux pre-mi�eres 
onditions, on peut 
onstruire les fon
tions (f��;i)0�i�l�2 pour qu'elles v�eri�entla troisi�eme.3) Pour tous (Pi)0�i�l v�eri�ant la premi�ere 
ondition, les fon
tions (f��;i)0�i�l�2 quisatisfont la troisi�eme v�eri�ent toujoursf��;i + f�
;i + f
�;i = 
ste;et 
e
i quelle que soit la 
onstru
tion 
hoisie.Ces trois propri�et�es (
f. [DW℄ et [DWL2℄) sont prin
ipalement les 
ons�equen
es de laproposition 0.2.



6 GILLES HALBOUTRemarque 1.4. Consid�erons un produit Pli=0 Pi~i asso
i�e aux 
o
hâ�nes (D�;i)0�i�l�1et (f��;i)0�i�l�2. D'apr�es le troisi�eme point de la remarque 1.3, on peut 
onstruire une2-forme ferm�ee Pi !i~i dans 
2(M)[[~℄℄ telle que!i=U� = d��;i et (��;i � ��;i)=U�\U� = d f��;i�1:On v�eri�e imm�ediatement que !1 = ! et !2 = 0.Cette derni�ere remarque nous permet de d�e�nir la 
lasse d'un star produit :D�e�nition 1.5. Soit F =PFi~i la 2-forme ferm�ee dans 
2(M)[[~℄℄ d�e�nie parFi = 1i� 2!i pour i > 2; F1 = ! et ��F2 = �P2:La 
lasse du star-produit ? est la 
lasse de 
ette 2-forme dans H2(M)[[~℄℄.Proposition 1.6. (
f.[DWL2℄)- La 
lasse de la 2-forme F dans H2(M)[[~℄℄ ne d�epend pas des 
o
hâ�nes (D�;i)0�i�l�1et (f��;i)0�i�l�2 asso
i�ees au produit et ne d�epend que de la 
lasse d'�equivalen
e du starproduit 
onsid�er�e.- Deux star-produits sont �equivalents si et seulement si ils ont même 
lasse.- Pour tout [F ℄ =Pi[F ℄i~i dans H2(M)[[~℄℄, il existe un star-produit ? dont la 
lasse est~[!℄ + ~2[F ℄.Nous avons d�emontr�e 
e r�esultat pour [F ℄0 dans la d�emonstration du 
as l = 3 duth�eor�eme 1.2. Dans 
ette preuve nous avons ensuite 
onstruit un star-produit tel que[F ℄i = 0 pour tout i > 0. Si l'on veut que [?℄l = [F ℄l, il faut, lors de la 
onstru
tion du termePl+1, rempla
er la 
o
hâ�ne Pl par Pl+��Fl et D�;l�1 par D�;l�1+��(L�� + l� 2)F�;l�1(o�u Fl = dF�;l�1 sur U�).Ces remarques permettent de d�emontrer le th�eor�eme suivant (
f. [DW℄) :Th�eor�eme 1.7. Si (M;!) est une vari�et�e symple
tique, les 
lasses d'�equivalen
e de star-produit sont en bije
tion ave
 les 
lasses de 
ohomologie de de Rham : ~[!℄+~2H2(M)[[~℄℄.Remarque 1.8. La d�emonstration du th�eor�eme 1.2 repose essentiellement sur la 
on-stru
tion des formes $2 et $�;1. Cette 
onstru
tion est une 
ons�equen
e imm�ediate del'existen
e d'une 
ohomologie triviale li�ee �a la 
ohomologie de de Rham ([DW℄) : Soit(U�)�2E un re
ouvrement ouvert de M ; pour tout � 
hoisissons un 
hamp de ve
teurs ��sur U� et d�e�nissons l'espa
e :Ep = f(�; (��)) 2 
p(M)��� 
p�1(U�); tels que �� � �� = i(�����)� pour U� \ U� 6= ;g;ainsi que la di��erentielle dm : Ep ! Ep+1; (�; ��) 7! (d�; (L�� +m)��d ��): Il est 
lairque d2m = 0 et que si m est non nul, la 
ohomologie de (E�; dm) est triviale.Nous allons maintenant �etudier la 
onstru
tion de F�edosov (
f. [Fe1℄ et [Fe2℄).



COMPARAISON F�EDOSOV ET DE WILDE-LECOMTE 7x 2. D�eformations selon F�edosovLa 
onstru
tion d'un star-produit se simpli�e 
onsid�erablement si l'on se restreint �a unvoisinage assez petit d'un point de la vari�et�e. En e�et, le th�eor�eme de Darboux nous ditque, lo
alement, une telle vari�et�e est isomorphe �a la vari�et�e symple
tique plate 
anonique(R2n ; !) o�u ! est la 2-forme Pni=1 dxi ^ dxi+n. Dans 
e 
as le 
ro
het de Poisson asso
i�es'�e
rit, pour f et g dans C1(R2n) :ff; gg = nXi=1( �f�xi+n � �g�xi � �f�xi � �g�xi+n ):Ainsi, nous voyons que lo
alement, dans une bonne base de 
oordonn�ees lo
ales, les 
oef-�
ients du 
ro
het f:; :g sont 
onstants.Soit V un espa
e ve
toriel de dimension 2n ; soit (:; :) une forme bilin�eaire antisym�etriquesur V �. Elle permet de d�e�nir un 
ro
het de Poisson f:; :g : C1(V )� C1(V )! C1(V );f � g 7! ff; gg = (d f; d g). Soit �� : C1(V � V )! C1(V ) la restri
tion diagonale ; ond�e�nit l'appli
ation � : C1(V � V )! C1(V � V ) par�f(x; y) = 2nXi;j=1(xi; yj) ��xi ��yj f(x; y):L'appli
ation � v�eri�e ff; gg = ���(f � g) pour tous f et g dans C1(V ). On obtient :D�e�nition 2.1. En 
onservant les notations pr�e
�edentes, on peut d�e�nir le produit deMoyal ? : C1(V )� C1(V )! C1(V )[[~℄℄ par :f ? g = �� exp�~2�� (f � g):Ce produit s'�e
rit, de mani�ere expli
ite : f ? g =P1i=0 Pi(f; g)~i ave
 :Pj(a; b)(x) = 1j!0�12Xr 6=s �r;s ��yr ��zs1Aj(a(y)b(z))=y=z=x :Proposition 2.2. Le produit de Moyal est une d�eformation sur (V; f:; :g).Si M est une vari�et�e symple
tique, il existe don
 toujours une d�eformation lo
ale. Leprobl�eme est alors de re
oller 
es d�eformations pour obtenir un star-produit global. Dansle 
as o�u la vari�et�e est plate, on se ram�ene au 
as M = R2n au moyen d'une 
onnexion de
ourbure nulle. Avant d'�etudier le 
as g�en�eral, donnons quelques d�e�nitions :D�e�nition 2.3. Soit �! le 2-
hamp de tenseurs asso
i�e �a !. Soit m dans M ; d�e�nissonsl' alg�ebre de WeylWm 
omme �etant l'alg�ebre sym�etrique, engendr�ee par ~ et les �el�ementsde T �mM , et munie du produit de Moyal. Sur tout ouvert de Darboux U� o�u la forme ! est
onstante, W est de mani�ere �evidente un �br�e au dessus de U�. On d�e�nit alors le �br�ede Weyl W sur M : une se
tion (globale) S est donn�ee par la famille (S�) de se
tionslo
ales fS� 2 C1(U�;W ) telles que S� = gT��S�g



8 GILLES HALBOUTo�u les gT�� : U� \ U� ! Sp(2n) sont les fon
tions de transition de TM . On peut d�e�nirde même 
k(M;W ), le �br�e des k-formes �a valeurs dans W .Nous pouvons munir W d'une graduation en posant deg ~ = 2 et deg v� = 1 si v� estdans T �M ; nous �e
rivons alors W =Qi�0 W i .L'id�ee de F�edosov est d'utiliser 
e �br�e de Weyl pour 
onstruire une d�eformation surla vari�et�e M . Le �br�e W est muni d'un star-produit, �bre �a �bre que nous noterons ?.F�edosov 
onstruit une inje
tion � : M ! W , dont l'image dans W est stable par ?. Onpourra alors d�e�nir ? : C1(M)� C1(M)! C1(M) parf ? g = ��1(�(f)?�(g)):Pour 
onstruire l'appli
ation �, F�edosov utilise une 
onnexion plate g�en�eralis�ee. Soit r0une 
onnexion symple
tique (
'est-�a-dire v�eri�ant r0! = 0) et sans torsion.D�e�nition 2.4.Une 
onnexion de F�edosov est un op�erateur r : 
0(M;W ) r�!
1(M;W ) tel que1) r(a ? b) = r(a) ? b+ a ?r(b),2) r = r0+N�1+N0+N1+ � � � o�u r0 est �etendu �a W et Ni est dans 
1(M;W i) et agitpar a
tion adjointe. On impose de plus queN�1 (2 
1(M; 1~T �M) ' 
1(M; 1~TM) ' 1~T �M 
 TM)soit la forme 
anonique 
orrespondant �a � 1~ Id dans T �M 
 TM ,3) r Ær = 0.Puisque r Æ r = 0, le produit r � r, dans 
�(M;W ), est une 2-forme et il est fa
ilede v�eri�er qu'elle est ferm�ee. Cette 2-forme est appel�ee la 
ourbure de Weyl de r. Nousallons r�esumer les prin
ipaux r�esultats de F�edosov sur l'existen
e et la 
lassi�
ation desd�eformations des vari�et�es symple
tiques :Th�eor�eme 2.5. ([Fe1℄,[Fe2℄)1) Pour 
haque � 2 � 1~!+
2(M)[[~℄℄ tel que d � = 0, il existe une 
onnexion de F�edosovr telle que r2 = � (produit dans 
�(M;W )),2) Pour toute 
onnexion de F�edosov r, l'ensemble A r = fs 2 �(M;W )jrs = 0g est unesous-alg�ebre de W qui est isomorphe, par une appli
ation �, �a C1(M). Cette sous-alg�ebreest don
 isomorphe �a une d�eformation de (M;!) : f ? g = ��1(�(f)?�(g)):3) Toute d�eformation est isomorphe �a une sous-alg�ebre A r pour une 
ertaine 
onnexion deF�edosov r et deux d�eformations A r et A r0 sont �equivalentes si et seulement si les 
lassesde r2 et de r02 sont les mêmes dans � 1~ [!℄ +H2(M)[[~℄℄.Dans toute la suite de 
e travail, (:)p d�esigne la proje
tion de 
:(M;W ) sur 
�(M;W p).Avant de donner le s
h�ema de la preuve de 
e th�eor�eme, nous allons d�emontrer un r�esultatinterm�ediaire :Proposition 2.6. Soit (
p(M;W q ); Æ
) le 
omplexe de Koszul o�u Æ
 : 
p(M;W q ) !
p+1(M;W q�1) est d�e�ni par Æ
a = 2nXl=1 dXl ^ �a�Xl



COMPARAISON F�EDOSOV ET DE WILDE-LECOMTE 9o�u X1; : : :; X2n est une base de W 1 . L'homologie de 
e 
omplexe est nulle pour (p+q) 6= 0.D�emonstration. Pour prouver le r�esultat, il suÆt de v�eri�er que l'appli
ationÆ�
 : 
p(M;W q )! 
p�1(M;W q+1); Æ�
a = 2nXl=1 Xl�idXlasatisfait : Æ
 Æ Æ�
 + Æ�
 Æ Æ
 = (p+ q) Id sur 
p(M;W q ), 
e qui est imm�ediat. �D�emonstration du Th�eor�eme 2.5. Pour prouver la premi�ere assertion, nous allons 
onstru-ire les termes Ni par r�e
urren
e. On peut �e
rire N�1 = � 1~Pl;m dXl!lmXm.� Remarquons d'abord que Æ
 = �[N�1; :℄ et que N�12 = � 1~!. On v�eri�e ensuite que[N�1;r0℄ = 0 et on peut don
 poser N0 = 0.� Supposons les termes Ni, 
onstruits pour i � p; p � 0 et notons rp = N�1 + r0 +� � �+ Np. Nous 
her
hons Np+1 dans 
1(M;W p+1) tel que (rp2)p = (�)p. Ce
i s'�e
riten
ore : Æ
(Np+1) = r0Np + Xi+j=pNi�Nj � (�)p:D'apr�es la proposition 2.6, pour prouver l'existen
e de Np+1, il suÆt de montrer queÆ
(r0Np + Xi+j=pNi�Nj � (�)p) = 0:Cette derni�ere expression vautÆ
(r0Np + Xi+j=pNi�Nj) = �r0Æ
Np + Xi+j=p[Æ
Ni; Nj℄= �r0(r0Np�1 + Xi+j=p�1Ni�Nj)+ Xi+j=pi6=0 [r0Ni�1 +ri�1�ri�1; Nj℄= Xi+j=p�1i>0 [ri�ri;rj℄ = 12([[rp�1;rp�1℄rp�1℄)p�1 = 0:Ce
i prouve la premi�ere partie du th�eor�eme.Prouvons la deuxi�eme assertion. Soit r une 
onnexion de F�edosov ; montrons que pourtoute fon
tion f de C1(M), il existe un unique �el�ement a = P ai dans A r ave
 ai dansW i tel que a0 = f . Pour 
ela, 
onstruisons les �el�ements ai par r�e
urren
e sur i. Supposonsles 
onstruits pour i � p et notons a la somme Ppi=0 ai. Le terme ap+1 doit v�eri�er(E) Æ
(ap+1) = (ra)p:



10 GILLES HALBOUTPour prouver l'existen
e de ap+1, il suÆt, d'apr�es la proposition 2.6, de d�emontrer que leterme Æ
((ra)p) est nul et l'on prendra alors ap+1 = 11+pÆ�
 ((ra)p). D'apr�es l'hypoth�esede r�e
urren
e et la d�e�nition de r, 
e terme vaut :Æ
((ra)p) = ([r�r; a℄)p�1 + ([r;ra℄)p�1 = 0:R�e
iproquement, si a = P1i=0 ai v�eri�e ra = 0, les termes ap+1, p � 0, sont solutions de(E). En 
omposant 
ette �equation par Æ�
 Æ Æ
 + Æ�
 on obtient (p+ 1)ap+1 = Æ�
 ((ra)p) etdon
 ap+1 est d�e�ni de mani�ere unique.Nous avons 
onstruit une appli
ation bije
tive �r : C1(M)! A r , v�eri�ant ��1r (a) = (a)0pour tout a dans W , qui nous permet de d�e�nir un star produit sur C1(M) :(f; g) 7! f ? g := ��1r (�r(f) ? �r(g)):Pour prouver que toute d�eformation est isomorphe �a une sous-alg�ebre A r pour une
ertaine 
onnexion de F�edosov, nous allons introduire le �br�e des jets J(M) dont lesse
tions sont m 7! Jm(M) o�u Jm(M) d�esigne l'ensemble des jets de fon
tions en m.Lo
alement, si (x̂1; : : :; x̂2n) est une base de T �M , un jet est une s�erie de Taylor : jm =P am;I x̂I o�u I = (a1; : : :; a2n) est un multi-indi
e et x̂I = Q(x̂i)ai est dans W (TM).On peut alors voir un jet 
omme une fon
tion : DM ! C1(M) o�u DM est l'espa
e desop�erateurs di��erentiels sur M . Ainsi, �(M;J) = HomC1(M)(DM ; C1(M)). On peutmunir J d'une 
onnexion 
anonique rJ telle que pour tout s : DM ! C1(M), et pourtout X dans Ve
t(M),rJXs : DM ! C1(M); (rJXs)(D) = LXs(D)� s(X�D):Sur un ouvert U�, si l'on dispose d'un syst�eme de 
oordonn�ees lo
ales (x1; : : :; x2n) asso
i�e�a la base (x̂1; : : :; x̂2n) de T �M , on identi�e �(J(U�)) ave
 C1(x1; : : :; x2n)[[x̂1; : : :; x̂2n℄℄.Chaque �bre de J est isomorphe �a C [[x̂1 ; : : :; x̂2n℄℄ et les fon
tions de transition sontgJ�;�(x) : �f(x+ x̂) 7! �f(g�;�(x+ x̂)� g�;�(x))o�u les g�;� sont les fon
tions de transitions de la vari�et�e M et �f d�esigne le d�eveloppementde Taylor de f(x; x̂) en x̂. Dans 
ette base, on v�eri�e que rJ = P2ni=1 dxi( ��xi � ��x̂j ).Ainsi, l'ensemble fs 2 J tels que rJs = 0g est isomorphe �a C1(M). De plus, le �br�e J estisomorphe au �br�e de Weyl et peut être muni d'une �ltration donn�ee par J l, ensemble desjets agissant sur des op�erateurs di��erentiels d'ordre � l. Donnons-nous, maintenant, unstar-produit ? sur M . Celui-
i induit une d�eformation sur le �br�e J . On peut 
onstruireun isomorphisme d'alg�ebres entre le �br�e des jets et le �br�e de Weyl 
ar, dans les deux
as, le produit est d�e�nit sur les �bres qui sont des espa
es ve
toriels. En prenant l'imagede la 
onnexion rJ par 
et isomorphisme, on obtient une 
onnexion r sur W telle que lad�eformation ? de C1(M) soit isomorphe �a la d�eformation A r .Le dernier r�esultat 
on
ernant les �equivalen
es de star-produits se d�emontre par r�e
ur-ren
e, en utilisant des arguments similaires �a 
eux utilis�es pour prouver les deux premiers.�x 3. Comparaison des deux 
lassi�
ationsDans [De℄, Deligne 
ompare les deux m�ethodes de d�eformation en utilisant le langage desgerbes et des liens. Il prouve que la 
lasse d'�equivalen
e des d�eformations 
orrespondant �ala 
lasse de � 1~! dans la 
lassi�
ation de F�edosov est la même que 
elle qui 
orrespond �ala 
lasse de ~! dans la 
lassi�
ation de De Wilde-Le
omte. Dans 
ette partie, nous allonsg�en�eraliser 
e r�esultat.



COMPARAISON F�EDOSOV ET DE WILDE-LECOMTE 11Th�eor�eme 3.1. Soit � une 2-forme ferm�ee dans 
2(M)[[~℄℄ ; la 
lasse d'�equivalen
e desd�eformations 
orrespondant �a la 
lasse de � 1~! + � dans la 
lassi�
ation de F�edosov estla même que 
elle qui 
orrespond �a la 
lasse de ~! + ~2� dans la 
lassi�
ation de DeWilde-Le
omte.D�emonstration. Soit ? un star-produit. D'apr�es le th�eor�eme 2.5, il est �equivalent �a uned�eformation A r asso
i�ee �a une 
onnexion de F�edosov r. La 
lasse d'�equivalen
e de 
etted�eformation 
orrespond, dans la 
lassi�
ation de F�edosov, �a la 
lasse de r2 dans � 1~ [!℄ +H2(H)[[~℄℄. Notons r2 = � = � 1~! +Pi �i: Dans la 
lassi�
ation de De Wilde-Le
omte,la 
lasse de 
ette d�eformation est asso
i�ee �a une 
lasse de Rham dans ~[!℄ + ~2H2(M)[[~℄℄que nous noterons ~[!℄ +P~i[Fi℄. Pour prouver le th�eor�eme, nous allons montrer parr�e
urren
e sur i que : 8i � 0; [�i℄ = [Fi+2℄:Montrons d'abord 
e r�esultat pour i = 0. E
rivons �0 = P �0;ij dXi ^ dXj. La 2-formeF2 est d�e�nie par ��F2 = �P2. Le terme P2 
orrespondant �a la d�eformation A r s'�e
ritP2(f; g) = 1~2 Xi+j=4Ai(f)Aj(g)j~=0o�u l'on pose A(f) = �r(f) et Ai(f) = (�r(f))i. Expli
itons les termes Ai(f) : nous avonsvu que N�1 = �P 1~!ijXj dXi et N0 = 0. Le terme N1 doit v�eri�er Æ(N1) = r20 � �0:On 
hoisit N1 =X 12�0;ij dXjXi +X 18~RijlmXiXjXl dXmo�u Rijlm est le tenseur 
ourbure de la 
onnexion symple
tique r0. Comme nous 
her
hons�a 
al
uler �(P2), nous pouvons ne 
onsid�erer que les termes o�u interviennent des d�eriv�eesd'ordre 1 en f . Nous noterons 
es termes _A(f) et _Ai(f) pour ( _A(f))i. On trouve alors_A1(f) =X �f�xiXi;_A2(f) = 0;_A3(f) = � 124XRijlm�ml! �f�xlXiXjXl + 12X�il! �f�xl �0;ijXj :Don
 �P2(f; g) = 12P�il! �f�xl �0;ij�jm! �g�xm = ���0(f; g): Ce
i prouve que F2 = �0.Supposons i > 0, [�l℄ = [Fl+2℄ pour l < i et [�i℄ = 0. Par la m�ethode de F�edosovnous pouvons 
onstruire les termes (Nl)l�2i+1, puis (Al(f))l�2i+3 et en�n les 
o
hâ�nes(Pl)l�i+2. Cette m�ethode nous permet de 
onstruire ensuite le terme Pi+3 sans modi�er la
o
hâ�ne Pi+2. Ce
i montre, en reprenant les notations de la d�emonstration du th�eor�eme1.2, que la 
lasse de la forme $3 est nulle. En reprenant la d�emonstration de Deligne ([De℄p. 686) qui se simpli�e 
onsid�erablement 
ar la 
lasse de r est nulle, on v�eri�e que laforme $�;2 est nulle dans 
2(U�) et don
 [Fi+2℄ = [�i℄:Supposons maintenant que la 
lasse de la forme �i = 12P �i;lm dXm dXl n'est pasnulle. Par la m�ethode de F�edosov, nous obtenons une nouvelle expression de Pi+2 quidi��ere de 
elle obtenue quand [�i℄ = 0 par une 
o
hâ�ne que nous noterons P 0i+2. De la



12 GILLES HALBOUTmême mani�ere, nous noterons N 0p (respe
tivement A0p(f)) la di��eren
e entre le nouveauterme Np (respe
tivement Ap(f)) et 
elui que l'on obtenait lorsque la 
lasse [�i℄ �etait nulle.On a N 0p = 0 (pour p < 2i+ 1)[N�1; N 02i+1℄ = �i[N�1; N 02i+2℄ = �[N0; N 02i+1℄�r0N 02i+1A0p(f) = 0 ( pour p < 2i+ 3)[N�1; ; A02i+3(f)℄ = �[E02i+1; A1(f)℄Pi+2(f; g)0 = A02i+3(f)A1(g) +A1(f)A02i+3(g)puis on trouve N 02i+1 = 12P �i;lm dXmXlA02i+3(f) = 12P �i;lm �f�xp�lp! XmP 0i+2(f; g) = 12P �i;lm �f�xp�lp! �g�xj �mj! = ���i(f; g):Dans la 
lassi�
ation de Le
omte-Dewilde, si l'on rempla
e la 
o
hâ�ne Pi+2 par Pi+2+���i,la 
lasse du nouveau star-produit di��ere de l'an
ienne par ~i+2�i (
f. propri�et�e 1.6). Ce
imontre que l'on a bien [Fi+2℄ = [�i℄ et termine la preuve du th�eor�eme. �Referen
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