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ABSTRACT. Let M be a symplectic manifold over R. In [DWL], M. De Wilde and P. Lecomte
proved the existence of a star-product over M. Later, in [Fel], B. Fedosov proposed another
way to construct such star products. P. Deligne, in [De], compared those two constructions,
considering the problem from the point of view of algebraic geometry. Our aim here is to show
explicitely, using the recent work of M. De Wilde, how the constructions and the classifications
of De Wilde-Lecomte and Fedosov are related.

§ 0. Introduction

Le but de ce travail est de comparer les constructions de star-produits sur une variété
symplectique dues & De Wilde-Lecomte d’une part et a Fédosov d’autre part. Soit M une
variété sur un corps k£ = R ou C. Nous noterons A l’algebre associative et commutative
C>(M)[[h]]. Rappelons la définition d'un star-produit (ou déformation de A) introduite

dans [BFFLS] :

Définition 0.1. Une déformation de A (ou star-produit) est une application x : AxA —
A, R[[A]]-bilinéaire, associative et vérifiant, pour f et g dans C(M)[[h]] :

fxg=Ffg+hPi(f,g)+ 1 Paf,g)+-
ot les P; : C° (M) x C®(M) — C*(M) sont des applications bilinéaires, bidifférentielles
et nulles sur les applications constantes. Nous notons A, [’algébre déformée.

Deuz déformations x et ' sont isomorphes (ou équivalentes) s’il existe un isomor-
phisme T =1+ hTy + h2Ty + - - - (ot les T; sont des opérateurs différentiels) tel que :

T(f*g)=T(f)*T(g).
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Enfin, si A est munie d’une structure de Poisson {.,.}, on dit que * est une déformation
de (A, {.,.}) si c’est une déformation de A vérifiant : %(Pl(f, 9)—Pi(g,f))={f g9} Par

la suite, on supposera, sans perte de généralité que Py = {.,.}.

Si (M, w) une variété symplectique, la 2-forme non dégénérée w définit un isomorphisme
iw : T*M — TM. Soit 7, € A2T'M T'image de w par cet isomorphisme. On peut alors
munir la variété M d’un crochet de Poisson {f, g}, :=< m,,dfAdg > pour f,g € C°(M).
L’identité de Jacobi vérifiée par le crochet {.,.}, est une conséquence de dw = 0 et la
structure de Poisson ainsi définie est réguliere de rang maximum. Dans ce cas, on dit que
* est une déformation de (M, w) si c’est une déformation de (A, {.,.},).

Dans le cas particulier o1 M = R?" et w est la forme symplectique canonique de
Darboux, nous avons le résultat ( cf. [Ve] et [FLS]) :

Proposition 0.2. Soit M = R?" et w une forme symplectique constante, alors :

Il existe une déformation de (M,w).

Deuzx déformations de (M,w) sont toujours équivalentes.

Soit x un star-produit, les dérivations de (A, ,*) sont de la forme %[f, .| avec f dans A.
Le centre de l’algebre (A, x) est k[[A]].

En 1983, De Wilde et Lecomte ont prouvé ’existence d’une déformation d’une variété
symplectique ( ¢f. [DWL]) a la suite des travaux de Neroslavsky et Vlassov ou l'on suppo-
sait le troisieme groupe de cohomologie de de Rham nul (¢f. [NV] et aussi [Ve]). De Wilde
et Lecomte construisent par récurrence les coefficients intervenant dans le développement
du star-produit en série de A et montrent que les classes d’équivalence des produits sont
en bijection avec les séries formelles H?(M)[[A]]. Nous résumerons cette construction dans
la premiere partie.

En 1994, Fédosov a donné une nouvelle construction. Dans la deuxieme partie, nous for-
maliserons sa méthode. Apres avoir choisi une connexion symplectique et sans torsion Vy,
Fédosov construit une connexion V sur le fibré de Weyl, noté W, et il montre que chaque
déformation de M est isomorphe & une sous-algébre de W, Ay = {s € I'(M,W), Vs =0},
pour une certaine connexion V. Enfin, il prouve que deux déformations Ay et Ay sont
équivalentes si et seulement si les courbures de Weyl de V et V' donnent la méme classe
dans fw + H?(M)[[A]]. On retrouve ainsi une classification analogue a celle de De Wilde
et Lecomte.

En nous inspirant des travaux récents de De Wilde (¢f. [DW]), nous donnerons une
méthode pour comparer explicitement les classifications données par De Wilde-Lecomte et
Fédosov. Nous montrerons par quelle bijection dans H2(M)[[A]], la classe de De Wilde-
Lecomte s’envoie sur celle de Fédosov pour un star-produit donné.

Dans toute la suite de ce travail (M, w) désigne une variété symplectique, {.,.} ={.,.}s
le crochet de Poisson et 7, le champ de tenseurs associés a la forme w.
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§ 1. Déformations selon De Wilde-Lecomte

Dans cette partie nous allons rappeler la construction des star-produits faite par De
Wilde et Lecomte (c¢f. [DWL] et aussi [DWL2]). Leur méthode utilise des résultats de

cohomologie de Hochschild et des propriétés du crochet de Gerstenhaber que nous allons
rappeler.

Définition 1.1. Soit A un espace vectoriel. Notons C%(A, A) l'espace des applications
d-linéaires de A dans A, appelées encore d-cochaines. Si D est dans C%(A, A), on note
|D| = d—1. On définit des applications o et [.,.]g : CU(A, A) x C¢(A, A) — CITe71(A, A)
par
(Do E)(ay,...aare-1) = ¥ ()" D(ay,. .., a5, B(aits, .. ., aite),- . )
i>0

[D,El¢c =DoE— (-1)FIPIEoD
Le crochet [.,.]¢ est appelé crochet de Gerstenhaber.

Remarquons que l'espace (C"(A, A),[.,.]¢) est une algebre de Lie graduée. De plus,
si D est une application bilinéaire sur A, c’est-a-dire D € C?(A4, A), alors D est une loi
associative si et seulement si [D, D]g = 0. Dans ce cas, ’application [D,.]q est de carré
nul. En particulier lorsque A est 'algébre (C°° (M), m), ot m est la multiplication des
fonctions, P'application § : C (A4, A) — CT1(A, A), C — [m,C] est une différentielle :
c’est la différentielle de Hochschild.

Dans ce travail, nous considérerons toujours des cochaines locales, c’est-a-dire des opéra-
teurs multidifférentiels. Si f est une fonction de C'°°(M), nous notons Hy le champ de
vecteurs hamiltonien associé a f et p ’application f — Hy. Cette application permet de
définir p* : QIM) — CHC>(M),C>®(M)), ot 'image pu*\ d'une d-forme X est donnée
par

WA f1y .o fa) =< MNHy Ao NHp, >

Si C est un élément de C%(C> (M), C>(M)), nous noterons 7(C) son antisymétrisé. Le
théoreme de Hochschild-Kostant-Rosenberg dit que C' est un cocycle pour la cohomologie
de Hochschild si et seulement si
e il existe une forme A\ dans Q¢(M) telle que 7(C) = p*\ et
e C' — 7(C) est un cobord.

Retenons un dernier résultat : si n est une p-forme, avec p > 2, [u*n, {.,.}]c est un cocy-
cle de Hochschild et 7([p*n, {., .}]q¢) = —p* dn. Il existe alors une cochaine X, telle que

[N*nv {'7 }]G + [Xn7 m]G = —,U* d?’]
Si n est une 1-forme, on choisit X, = 0 et si 1 est une 2-forme, on choisit X, symétrique.

Pour construire un star-produit m, = m+ AP; + 2Py +-+-+ P+ .- avec P, = {.,.},
nous devons trouver des cochaines P; dans C?(C*® (M), C>®(M)) telles que [m,, m,]g = 0.
Pour De Wilde et Lecomte, la construction ainsi que la classification se fait par récurrence
sur . Pour cela, ils choisissent un recouvrement contractile (U,),cp de M et définissent

sur chaque U, un champ de vecteurs conforme &, (L¢, Py = —P;). Nous avons alors
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Théoréme 1.2. (c¢f. [DWL1]) Pour tout ! > 1 dans N, on peut construire :
1) des cochaines P, ..., P, dans C?(C®(M),C>®(M)) telles que le produit

soit associatif a 'ordre l, c’est-a-dire vérifie
[miv mi]G = O(hl_H)v

2) sur chaque U,, des éléments Dy 1,...,Dai—1 dans C1(C*(Uy,),C>®(U,)) tels que la
cochaine D1 = L¢ + ha% +hDg 1+ -+ R Dy 1 soit une “dérivation” a d’ordre
[ —1, c’est-a-dire vérifie
[Dl_l, mi]G = O(hl),

«

3) sur chaque Uy N Ug, des fonctions fap,o,- .- fap,i—2 dans C° (U, N Ug) telles que la
fonction f(igz = fapo+ -+ 072 fapi_o de A vérifie

- R TV -
D' =Dyt = 2 [fagh mile + O(RTY).

Nous allons donner I'esquisse de la preuve de ce théoréme. On se reportera & [DWL2]
pour une démonstration plus complete.

Démonstration. Le résultat se démontre par récurrence sur /.

e Pour [ = 2, la cochaine P, peut s’écrire comme la somme de %Xw et de n’importe
quel cocycle de Hochschild car alors

[m2,m2le = [m, X,lg + [Py, Pile = =[Py, Pi]g + [Py, Pi]e = 0.
On peut poser ensuite D, ; = 0. On choisit enfin la fonction f,z 0 telle que
§a =& = Hypp -

e Pour [ = 3, écrivons P, sous la forme la plus générale :

1

Nous cherchons P pour que [m, P3]g + [P1, P2]J¢ = 0. Il est clair que la cochaine [Py, Py]g
est un cocycle. Compte tenu des remarques précédentes, pour que ce soit un cobord, il
faut et il suffit que sa partie antisymétrique soit nulle. Nous avons 7([Py, Py]g) = p* dn
car nous avons choisi X, symétrique. En choisissant la forme 7 fermée, on peut alors
construire P3. Cette derniere modification n’a aucune incidence sur les termes D, ; et
fap,i déja construits (i = 0,1).

Construisons maintenant la cochaine D, : nous voulons qu’elle vérifie (L¢, + 2)P; +
[Dy,2,m]e¢ = 0. La cochaine (L¢, + 2)P, est un cocycle, pour étre un cobord, il faut
et il suffit qu'elle vérifie : 7((Le, + 2)P2) = L¢,n = 0. Ceci n’est pas toujours vérifié :
cette quantité vaut dig, n dans le cas général. Cependant, si ’on suppose maintenant que
Dy = p*ig,m, on remarque que 'antisymétrisation de (Lg, + 2)Py + [pu*ig,n, Pi]lc est
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nulle. Ce changement, pour la cochaine D, ; est sans conséquence sur les fonctions f,3,0
déja construites. On trouve alors D, » tel que

(Le, +2)Py + [p*ie,n, Pilg = —[Da,2, mla.

Construisons enfin f,31. On vérifie que l'expression Dy 1 — Dg1 — [fap,0, P2]la vaut
u*(inaB,on) — 7([fa,0,mlc) = 0. On peut donc choisir foz,1 = 0.

e Supposons le résultat acquis au rang [ > 3 et démontrons le au rang [ 4+ 1. Nous ap-

pellerons respectivement .J et K, les expressions [m., ml]g et [D'"1, ml]s et nous noterons

Jiy Ko,i et plus généralement (C); le coefficient en A d'une cochaine C' dans C"(A, A). Les
relations de Jacobi graduées montrent alors que :

[Jit1,mlg =0, [Ji+1, Pl + [Ji+2, m]a =0,

1
[Ka,l’m]G - 07 [K(x,l’P]G + [Ka,l—{—l’m]G - _([Dla_17 J]G)l+1-
2

Les égalités de gauche assurent 'existence de formes 73 dans Q3(M) et 7, 2 dans w?(U,)
et de cochaines locales Cy dans C%(A, A) et C, 1 dans C'(A, A) telles que :

Jiy1 = 2u T3 — 2[m, Calg

Ka,l - ,U*7To¢,2 - [Ca,ly m]G-

On déduit des égalités de droites que dmg =0, (L¢, +1 —2)m3 = dma,2 €t Ta2 — T30 =
i¢,—¢5 3. NOUS pouvons construire :

1 . .
= 75 (Taz2 — g, ms) et Wa,1 = 7 e, (Ta2)-

Ces formes différentielles vérifient alors : 73 = dma, wa,2 = (Le, +1 —2)wy — dwa,1 et
Wa,1 — @Wg,1 = lg,—¢;, 2. Remplagons P par P, + p*ws et Dy 1 par Dy -1 + p*@a,1-
Ces transformations ne modifient pas les termes déja construits. On peut enfin poser :

P11 =0+ Xg,, Doy =Co1, fapi—1 =0.

w2

Les cochaines P11, Do, et fop,,—1 satisfont les trois conditions du théoréme. C’est le
résultat au rang [ + 1. O

Remarque 1.3. Le théoréme 1.2 admet quelques raffinements :

1) Siles (P;)o<i<i sont donnés a priori et vérifient la premiére condition du théoréme 1.2,
on peut construire des cochaines (Dqa;)o<i<i—1 €t (fap,i)o<i<i—2 Vérifiant les deuzr autres
conditions.

2) Siles (P)o<i<i et les (Days)o<i<i—1 sont donnés a priori et vérifient les deux pre-
miéres conditions, on peut construire les fonctions (fap,i)o<i<i—2 pour qu’elles vérifient
la troisiéme.

3) Pour tous (P;)o<i<i vérifiant la premiére condition, les fonctions (fap,i)o<i<i—2 qui
satisfont la troisiéme vérifient toujours

faﬁ,i + fﬁ'y,i + f’ya,i - CSte’
et ceci quelle que soit la construction choisie.

Ces trois propriétés (cf. [DW] et [DWL2]) sont principalement les conséquences de la
proposition 0.2.
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- 717 - I 3 -, A
Remarque 1.4. Considérons un produit ) ._, P;li* associé auz cochaines (Dq,i)o<i<i—1
et (fap,i)o<i<i—2. D’apreés le troisiéme point de la remarque 1.3, on peut construire une

2-forme fermée . w;h* dans Q*(M)[[h]] telle que

wi /v, = dAayi et (Ag;i — Aayi)/vanvs = d fapi-1-

On vérifie immédiatement que w1 = w et wy = 0.
Cette derniére remarque nous permet de définir la classe d’un star produit :

Définition 1.5. Soit F =Y F;h la 2-forme fermée dans Q*(M)[[R]] définie par

1
F;, = - 2wi pouri > 2, Fy =w et u*Fy = 7P;.
Z_

La classe du star-produit * est la classe de cette 2-forme dans H?(M)[[h]].

Proposition 1.6. (c¢f.[DWL2])

- La classe de la 2-forme F dans H*(M)[[h]] ne dépend pas des cochaines (Dyg,i)o<i<i—1
et (faﬁ,i)ogigl—z associées au produit et ne dépend que de la classe d’équivalence du star
produit considéré.

- Deux star-produits sont équivalents si et seulement si ils ont méme classe.

- Pour tout [F] = Y ,[F);h* dans H?(M)[[R]], il existe un star-produit x dont la classe est

hlw] + R2[F).

Nous avons démontré ce résultat pour [F]y dans la démonstration du cas [ = 3 du
théoreme 1.2. Dans cette preuve nous avons ensuite construit un star-produit tel que
[F]; = 0 pour tout ¢ > 0. Sil’on veut que [*]; = [F];, il faut, lors de la construction du terme
P41, remplacer la cochaine P; par P, + p*Fy et Do 1 par Do 1 + p*(Le, +1—2)Fy -1
(Ofl Fl = dFa,l—l sur Ua).

Ces remarques permettent de démontrer le théoréeme suivant (¢f. [DW]) :
Théoréme 1.7. Si (M, w) est une variété symplectique, les classes d’équivalence de star-

produit sont en bijection avec les classes de cohomologie de de Rham : hlw]+h?H?(M)[[R]].

Remarque 1.8. La démonstration du théoréme 1.2 repose essentiellement sur la con-
struction des formes wy et wy,1. Cette construction est une conséquence immédiate de

Uexistence d’une cohomologie triviale liée a la cohomologie de de Rham ([DW]) : Soit
(Ua)aEE un recouvrement ouvert de M ; pour tout o choisissons un champ de vecteurs &,
sur U, et définissons [’espace :

Ep ={(m, (ma)) € W (M) x QP (Uy), tels que 7o — 5 =i, —¢,)m pour Uy NUs # 0},

ainsi que la différentielle dp, : €, = Epy1, (7, 7ma) — (d7, (Le, + m)m —dmy). Il est clair
que d,zn = 0 et que si m est non nul, la cohomologie de (£.,d,,) est triviale.

Nous allons maintenant étudier la construction de Fédosov (cf. [Fel] et [Fe2]).
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§ 2. Déformations selon Fédosov

La construction d’un star-produit se simplifie considérablement si 1’on se restreint a un
voisinage assez petit d’un point de la variété. En effet, le théoreme de Darboux nous dit
que, localement, une telle variété est isomorphe a la variété symplectique plate canonique
(R*™,w) ot w est la 2-forme Y., dz; A dz;y,. Dans ce cas le crochet de Poisson associé

s’écrit, pour f et g dans C*°(R?") :

_N~(_9f 09 0f 9g
{fvg}_;(axi+n ox; ox; 8fl7i+n .

Ainsi, nous voyons que localement, dans une bonne base de coordonnées locales, les coef-
ficients du crochet {.,.} sont constants.

Soit V' un espace vectoriel de dimension 2n ; soit (., .) une forme bilinéaire antisymétrique
sur V*. Elle permet de définir un crochet de Poisson {.,.} : C®(V) x C*(V) — C*>(V),
fxg—=A{f,9}=(df,dg). Soit A* : C=°(V x V) — C*°(V) la restriction diagonale ; on
définit Iapplication IT : C*°(V x V) — C*(V x V) par

2n 9 o

1,j=1

L’application II vérifie {f, g} = A*II(f X g) pour tous f et g dans C*°(V'). On obtient :

Définition 2.1. En conservant les notations précédentes, on peut définir le produit de
Moyal x : C®(V) x C*®(V) — C*=(V)[[A]] par :

fxg=A"exp @H) (f xg).

Ce produit s’écrit, de maniére explicite : f*g="> .0y Pi(/, g)ht avec :

J
11 0o 0

Pj(a,b)(x) = ﬁ 5 71'r,sa—yra—zs (a(y)b(z))/yzzzz

Proposition 2.2. Le produit de Moyal est une déformation sur (V,{.,.}).

Si M est une variété symplectique, il existe donc toujours une déformation locale. Le
probleme est alors de recoller ces déformations pour obtenir un star-produit global. Dans
le cas o1 la variété est plate, on se rameéne au cas M = R?" au moyen d’'une connexion de
courbure nulle. Avant d’étudier le cas général, donnons quelques définitions :

Définition 2.3. Soit m,, le 2-champ de tenseurs associé d w. Soit m dans M ; définissons
[’ algebre de Weyl W,,, comme étant l’algebre symétrique, engendrée par h et les éléments
de Ty M, et munie du produit de Moyal. Sur tout ouvert de Darbouz U, ou la forme w est
constante, W est de maniére évidente un fibré au dessus de U,. On définit alors le fibré
de Weyl W sur M : une section (globale) S est donnée par la famille (S,) de sections
locales

{8, € C®(Uy, W) telles que S, = ggﬁsﬁ}
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ou les ggﬁ : Ua NUg — Sp(2n) sont les fonctions de transition de TM. On peut définir

de méme QF (M, W), le fibré des k-formes & valeurs dans W.
Nous pouvons munir W d’une graduation en posant degh = 2 et degv* =1 si v* est
dans T*M ; nous écrivons alors W = [[,5 o W;.

L’idée de Fédosov est d’utiliser ce fibré de Weyl pour construire une déformation sur
la variété M. Le fibré W est muni d’un star-produit, fibre a fibre que nous noterons x.
Fédosov construit une injection ¢ : M — W, dont 'image dans W est stable par x. On
pourra alors définir x : C*°(M) x C*°(M) — C*°(M) par

fxg =07 (8(f)xd(9)).

Pour construire ’application ¢, Fédosov utilise une connexion plate généralisée. Soit V
une connexion symplectique (c’est-a-dire vérifiant Vow = 0) et sans torsion.

Définition 2.4.

Une connexion de Fédosov est un opérateur V : Q°(M, W) i>(21(M,VV) tel que

1) V(axb)=V(a)xb+a*xV(b),

2)V =Vo+N_1+Ng+Ny+---0u Vg est étendu a W et N; est dans QL (M, W;) et agit
par action adjointe. On impose de plus que

N_; (€ Q' (M, %T*M) ~ Q' (M, %TM) ~ %T*M ®TM)

soit la forme canonique correspondant a —% Id dans T*M ® T' M,

3) VoV =0.

Puisque V o V = 0, le produit V - V, dans Q' (M, W), est une 2-forme et il est facile
de vérifier qu’elle est fermée. Cette 2-forme est appelée la courbure de Weyl de V. Nous
allons résumer les principaux résultats de Fédosov sur l'existence et la classification des
déformations des variétés symplectiques :

Théoréme 2.5. ([Fel],[Fe2])

1) Pour chaque 8 € —+w + Q?(M)[[R]] tel que df = 0, il existe une connezion de Fédosov
V telle que V? = 0 (produit dans Q (M, W)),

2) Pour toute connexion de Fédosov V, 'ensemble Ay = {s € T'(M,W)|Vs = 0} est une
sous-algébre de W qui est isomorphe, par une application ¢, a C*°(M). Cette sous-algébre
est donc isomorphe a une déformation de (M,w) : fxg= ¢ (d(f)*d(g)).

3) Toute déformation est isomorphe a une sous-algébre Ay pour une certaine connezxion de
Fédosov V et deux déformations Ay et Ay: sont équivalentes si et seulement si les classes

de V2 et de V'? sont les mémes dans —+[w] + H?(M)[[R]].

Dans toute la suite de ce travail, (.), désigne la projection de Q' (M, W) sur Q (M, W,).
Avant de donner le schéma de la preuve de ce théoreme, nous allons démontrer un résultat
intermédiaire :

Proposition 2.6. Soit ((M,W,),d.) le compleze de Koszul ot 6. : QP(M,W,) —
QP (M, W,_1) est défini par

Oa

2n
5Ca = ZdX[ VAN 0—&
=1
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., Xon, est une base de Wy. L’homologie de ce complexe est nulle pour (p+q) # 0

ot X Tyoo
Démonstration. Pour prouver le résultat, il suffit de vérifier que I’application

2n
QP(M,W,) = (M, Wyya), 52a = Xy,

=1

Jr -
satisfait : 6. 06} + 9% 0d. = (p+ ¢)Id sur QP(M,W,), ce qui est immédiat. O
Démonstration du Théoréme 2.5. Pour prouver la premiere assertion, nous allons constru-
ire les termes IN; par récurrence. On peut écrire N_; = —% th d XjwimXm.

e Remarquons d’abord que 6, = —[N_y,.] et que N_;% = —7w. On vérifie ensuite que
[N_1,V] = 0 et on peut donc poser Ny = 0.

e Supposons les termes N;, construits pour ¢ < p, p > 0 et notons V,, = N_; + V +
<-4 N,. Nous cherchons N, ,; dans Q'(M,W,,1) tel que (V,?), = (8),. Ceci s'écrit
encore :

5e(Npt1) = Vo + 37 Nl — ().
i+j=p

D’apres la proposition 2.6, pour prouver l'existence de N1, il suffit de montrer que

3e(VoN, + Y Ni-N; — (6),) = 0.
i+j=p

Cette derniére expression vaut

i+j=p

i+j=p
~Vo(VoNp—1+ Y Ni-V)

i+j=p—1

0e(VoNp + Y Ni-Nj) = —=Vob. N, + Y [6:Ni, Nj]

+ Y [VoNic1 + Vie1-Vio1, Nj]

i4-j=p
i#£0

= Y ViV, Vil = = (([Vp-1, Vpo1]Vp1])p1 = O.

DO | =

i+j=p—1
1>0

Ceci prouve la premiere partie du théoreme.
Prouvons la deuxiéme assertion. Soit V une connexion de Fédosov ; montrons que pour

toute fonction f de C°°(M), il existe un unique élément a = ) a; dans Ay avec a; dans
W; tel que ag = f. Pour cela, construisons les éléments a; par récurrence sur ¢. Supposons

. . p . s, .
les construits pour ¢ < p et notons a la somme ) ., a;. Le terme ap1 doit vérifier

(E) 56(ap+1) = (Va)p-
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Pour prouver 'existence de a,41, il suffit, d’apres la proposition 2.6, de démontrer que le
terme 6.((Va)p) est nul et 'on prendra alors a,i1 = ﬁé;“((Va)p). D’apres ’hypothese
de récurrence et la définition de V, ce terme vaut :

5:((Va)y) = (V- a))per + ([V, Va])poy = 0.

Réciproquement, si a = Z?io a; vérifie Va = 0, les termes a,1, p > 0, sont solutions de
(E). En composant cette équation par 7 o d. + 0% on obtient (p + 1)a,1 = 65((Va),) et
donc ap41 est défini de maniere unique.

Nous avons construit une application bijective ¢y : O (M) — Ay, vérifiant ¢5' (a) = (a)o
pour tout a dans W, qui nous permet de définir un star produit sur C*° (M) :

(f,9) = f*g =05 (¢v(f) * dv(9)).

Pour prouver que toute déformation est isomorphe a une sous-algebre Ay pour une
certaine connexion de Fédosov, nous allons introduire le fibré des jets J(M) dont les
sections sont m +— J, (M) ou J, (M) désigne I’ensemble des jets de fonctions en m.
Localement, si (Z1,...,Z2,) est une base de T*M, un jet est une série de Taylor : j,, =
S am, 2" ot I = (ay,...,az,) est un multi-indice et 2/ = [[(£;)% est dans W(TM).
On peut alors voir un jet comme une fonction : Dy — C(M) ou Dy est espace des
opérateurs différentiels sur M. Ainsi, I'(M,J) = Homge(ar)(Dy,C®(M)). On peut
munir J d’une connexion canonique V7 telle que pour tout s : Dy — C®(M), et pour
tout X dans Vect(M),

Vs : Dy — C®(M), (V%s)(D) = Lxs(D) — s(X-D).
Sur un ouvert U,, si 'on dispose d’un systéme de coordonnées locales (z1, ..., z2,) associé

a la base (&1, ...,%2,) de T*M, on identifie I'(J(U,)) avec C*®°(z1, ..., xapn)[[Z1, - - ., T2n]]-
Chaque fibre de J est isomorphe & C|[[Z1, ..., &2,]] et les fonctions de transition sont

92,5(2) + fz+2) = f(ga,p(z+ &) — gap(z))

ou les g, g sont les fonctions de transitions de la variété M et f désigne le développement
de Taylor de f(z,Z) en #. Dans cette base, on vérifie que V/ = Zle dmi(% — %).
i J

Ainsi, 'ensemble {s € J tels que V’s = 0} est isomorphe & C°°(M). De plus, le fibré J est
isomorphe au fibré de Weyl et peut étre muni d’une filtration donnée par J', ensemble des
jets agissant sur des opérateurs différentiels d’ordre > [. Donnons-nous, maintenant, un
star-produit * sur M. Celui-ci induit une déformation sur le fibré J. On peut construire
un isomorphisme d’algebres entre le fibré des jets et le fibré de Weyl car, dans les deux
cas, le produit est définit sur les fibres qui sont des espaces vectoriels. En prenant 'image
de la connexion V7 par cet isomorphisme, on obtient une connexion V sur W telle que la
déformation * de C°° (M) soit isomorphe & la déformation Ay .

Le dernier résultat concernant les équivalences de star-produits se démontre par récur-
rence, en utilisant des arguments similaires & ceux utilisés pour prouver les deux premiers.

§ 3. Comparaison des deux classifications

Dans [De], Deligne compare les deux méthodes de déformation en utilisant le langage des
gerbes et des liens. Il prouve que la classe d’équivalence des déformations correspondant a
la classe de —%w dans la classification de Fédosov est la méme que celle qui correspond a

la classe de hw dans la classification de De Wilde-Lecomte. Dans cette partie, nous allons
généraliser ce résultat.
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Théoréme 3.1. Soit § une 2-forme fermée dans Q*(M)[[h]] ; la classe d’équivalence des
déformations correspondant a la classe de —%w + 6 dans la classification de Fédosov est
la méme que celle qui correspond a la classe de hw + h%0 dans la classification de De
Wilde-Lecomte.

Démonstration. Soit x un star-produit. D’apres le théoreme 2.5, il est équivalent a une
déformation Ay associée a une connexion de Fédosov V. La classe d’équivalence de cette
déformation correspond, dans la classification de Fédosov, & la classe de V2 dans —%[w] +
H?(H)[[R]]. Notons V2 = = —1w + 3. 6;. Dans la classification de De Wilde-Lecomte,
la classe de cette déformation est associée & une classe de Rham dans hlw] + h2H?(M)[[R]]

que nous noterons Alw] + > h'[F;]. Pour prouver le théoréme, nous allons montrer par
récurrence sur i que :

Vi >0, [6:] = [Fips).

Montrons d’abord ce résultat pour ¢ = 0. Ecrivons 6y = ) 6y,;; d X; A dX;. La 2-forme
F; est définie par u*Fy = 7P,. Le terme P, correspondant a la déformation Ay s’écrit

Py ZA 9)|r=0

z—{—] 4

ou Pon pose A(f) = ¢v(f) et Ai(f) = (év(f)):- Explicitons les termes A;(f) : nous avons
vu que N_j = — > w;; X; dX; et Ng = 0. Le terme N; doit vérifier §(N1) = V3§ — 6p.
On choisit

1 1
= Z 500,” deXi + Z %RijlmXinXl de

ou R;jim est le tenseur courbure de la connexion symplectique V. Comme nous cherchons
a calculer 7(P;), nous pouvons ne considérer que les termes ou interviennent des dérivées

d’ordre 1 en f. Nous noterons ces termes A(f) et A;(f) pour (A(f));. On trouve alors

. 0
Al(f)_zﬁaiX
A2(f):0
o(f) =~ 35 3 RmZ2' 5L XXX + 5 Yot 2L 00,

Donc 7P(f,g) = %Zﬂﬂg—;%,”ﬁf“ 8‘?5” = p*6o(f,g). Ceci prouve que Fy = 6.

Supposons i > 0, [6;] = [Fj42] pour [ < i et [#;] = 0. Par la méthode de Fédosov
nous pouvons construire les termes (Ni);.o; 1, puis (Ai(f));<q;,3 et enfin les cochaines
(P))i<iy2. Cette méthode nous permet de construire ensuite le terme P; 3 sans modifier la
cochaine P; 5. Ceci montre, en reprenant les notations de la démonstration du théoréme
1.2, que la classe de la forme w3 est nulle. En reprenant la démonstration de Deligne ([De]
p. 686) qui se simplifie considérablement car la classe de V est nulle, on vérifie que la
forme w, 2 est nulle dans Q%(U,) et donc [Fy4 o] = [6;].

Supposons maintenant que la classe de la forme 6; = %ZOi,lmd X,, dX; n’est pas
nulle. Par la méthode de Fédosov, nous obtenons une nouvelle expression de P; o qui
differe de celle obtenue quand [f;] = 0 par une cochaine que nous noterons P/ ,. De la
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méme maniere, nous noterons N, (respectivement A;(f)) la différence entre le nouveau
terme IV, (respectivement A,(f)) et celui que I'on obtenait lorsque la classe [;] était nulle.

On a

puis on trouve

N, = 0 (pour p < 2i+ 1)
[N—lv Néi+1] = b . .
[N—lv 2i+2] = —[NO» 2i—+—1] - V0N2i+1
AL (f) =0 ( pour p < 2i + 3)
[N—lwAl2i+3(f)] = _[ §i+1,A1(f)]
Pi+2(f, g)’ = I2i+3(f)A1(9) + Al(f)A’21+3(g)
£i+1 = % Zez Im dX mXi
,2i+3(f) = 2 Z 91 Im 390 le
Pil+2(fag) = zzezlmam 33385 WZonJ_ *ez(fag)

Dans la classification de Lecomte-Dewilde, si ’on remplace la pochaine P; s par P;yo+p*0;,
la classe du nouveau star-produit differe de I'ancienne par A**26; (cf. propriété 1.6). Ceci
montre que 'on a bien [F; 5] = [#;] et termine la preuve du théoréme. O
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