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ABSTRACT. Let M be a symplectic manifold over R . In [CFS] the authors construct an
invariant ¢ in the cyclic cohomology of M for any closed star-product. They compute this
invariant in the de Rham complexe of M when M = T*V. We generalize this result by
computing the image of ¢ in the de Rham complex for any symplectic manifold and any star-
product and we show how this invariant is related to the general classification of Kontsevich.
The proof uses the Riemann-Roch theorem for periodic cyclic chains of Nest-Tsygan.

§ 0. Introduction

Soit (M, w) une variété symplectique de dimension 2n ; la variété M est canoniquement
munie d’une structure de Poisson {.,.},. De Wilde et Lecomte, puis Fedosov ont construit
des star-produits sur M. Fedosov a en outre donné une maniere de classifier tous les
star-produits sur M. De leur c6té, Connes, Flato et Sternheimer ont proposé une autre
maniere de classifier ces star-produits. Dans ce travail, nous comparons les deux méthodes
et montrons comment elles s’inscrivent dans la théorie générale de Kontsevich : ce dernier
démontre I'existence de star-produits sur n’importe quelle variété de Poisson et donne une
méthode générale de classification.

Dans [CFS], Connes, Flato et Sternheimer construisent un invariant pour les star-
produits fermés sur une variété symplectique. Soit x un star-produit fermé et o ’application

C®(M)xC®(M) — C*(M)[[R]],o(f,g9) = fxg—fg ; on définit alors des applications oy,
k > 0, par <)02k(f0, fi, e, f2k) = fM[fO*O-(fl, f2) * o '*O—(f2k—1a f2k)]nc;ib_| ou [f]n désigne
le coefficient de 1" dans le développement A-adique de f. La cochaine ¢ =), <, %gozk est

en fait un cocycle dans le complexe cyclique qui ne dépend que de la classe du star-produit
considéré. Nous rappellerons les propriétés de ces applications dans la deuxiéme partie.

Notre but est d’étudier comment cet invariant est relié a la classification des star-
produits donnée dans [Fe|], qui apparait comme un cas particulier de celle donnée par
Kontsevich.
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Dans un premier temps nous montrerons que nous pouvons toujours nous ramener a
un star produit “a la Fedosov” : Fedosov démontre que, sur une variété symplectique,
les star-produits sont tous construits a partir de certaines connexions V sur un fibré en
algebres de Weyl. De plus, deux déformations correspondant & des connexions V et V’
sont équivalentes si et seulement si V ~ V' (équivalence de jauge que nous définirons dans
la partie suivante) ou encore si les courbures de Weyl de ces connexions sont égales dans
H?(M)[[R]]. Nous énoncerons précisément ces résultats dans la premiere partie.

Ensuite, pour calculer ¢, nous verrons dans la quatrieme partie qu’il est plus simple
de passer par le complexe cyclique périodique de ’algébre déformée : CCP“"(Ay). Nous
utilisons pour cela une application J(e?) : CCP*"(A) — CCP*" (Av).

Nous pourrons alors utiliser un théoreme de I'indice sur une variété symplectique (cf.
[Fe2], [NT1] et [NT2]) : Soit Ay une déformation de C°° (M) correspondant & une connex-
ion V. Nous savons ([Fe2,NT2]) qu’il existe une trace canonique Trcan : Ay — C[h™1, A]],
unique & multiplication par un élément de C[h~!, A]] pres. Soient P et Q deux idempotents
de l'algebre de matrices My (Ay) tels que P — @ est & support compact. On a alors

Trcan(P — Q) = / (ch(Py) — ch(Qo)) A(T M),
M
ou Py = Pmodh, ch P, est le caractere de Chern de la connexion d Py d dans le fibré
vectoriel PyCY et @ est la courbure de Weyl de V. Nous donnerons le schéma de la preuve
de ce résultat dans la troisieme partie.
Par analogie avec le travail fait dans [CFS], nous montrerons enfin que I'image de ¢ dans

le complexe de de Rham est %A(TM )e™? (on retrouve bien le cas particulier

M = T*V ou ¢ donnait Todd(M)). Le terme e~? nous confirme que ¢ est un “bon”
invariant (qui ne tient compte que de la courbure de Weyl de la connexion & partir de
laquelle est construite la déformation) qui classifie les star-produits (fermés) sur une variété
symplectique.
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§ 1. Rappels et notations

Dans toute la suite de ce travail M désigne une variété lisse sur R de dimension 2n.

Définition 1.1. Un star-produit (aussi appelée déformation de C°°(M)) est une applica-
tion x : C®(M)[[R]]x C®(M)[[h]] = C°°(M)][[h]], R[[A]]-bilinéaire, associative et vérifiant,
pour f et g dans C*°(M)|[h]] :

fxg=fg+hP(f,g)+ R Ps(f,g)+-
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ot les P; : C°(M)x C®(M) — C*°(M) sont des applications bilinéaires, bidifférentielles
et nulles sur les applications constantes.
Deuz déformations * et ' sont isomorphes s’il existe un isomorphisme T = 1+ hTy +

R*Ty + -+ (les Ty étant des opérateurs différentiels) tel que :

T(fxg) =T(f)xT(g).

Nous pouvons ensuite définir application {.,.}, : C®(M) x C>*°(M) — C*°(M) par
{f. 9} = 3(Pi(f,9) — Pi(g, f)). Cette application vérifie les propriétés suivantes :

-1- {9} =—{g, [ }x
-2- {fla {f2af3}}* + {f2a {f3af1}}* + {f3a {flaf2}}* = 0’
-3- {f1, fafste = {f1, fo}ufa + folf1, fa}a-

Ceci nous montre que I'application {.,.}, est un crochet de Poisson, ou encore qu'il existe
une section 7 dans T'(M, A2TM), avec [r,m]s = 0 telle que {f,g}, =< m,df Adg >, ol
[.,.]s est le crochet de Schouten.

Définition 1.2. Si (M, {.,.}) est une variété de Poisson on dit que * est une quantification
de la structure de Poisson si x est une déformation de C*°(M) vérifiant {.,.}. ={.,.}.

Dorénavant, M sera une variété compacte symplectique, c’est-a-dire munie d’une 2-
forme w dans Q2?(M), non dégénérée et fermée (dw = 0). Puisque la 2-forme est non
dégénérée, elle définit un isomorphisme s, : T*M — TM. Soit 7, dans A2TM I'image
de w par cet isomorphisme. La propriété dw = 0 entraine [m,,m,]s = 0, donc M est
une variété de Poisson : {f, g}, : =< m,,df Adg > pour f,g dans C*°(M). Nous allons
maintenant rappeler les principaux résultats de Fedosov (c¢f. [Fel]) que nous résumerons
dans un formalisme adapté & notre travail. Soit V| une connexion symplectique (c’est-a-
dire vérifiant Vow = 0) et sans torsion.

Soit m dans M ; définissons l'algebre de Weyl W,,, comme étant 1’algebre symétrique
engendrée par h et les éléments de Ty M, et munie du produit de Moyal-Weyl x : soit

Y1, ---,Yon une base de T7 M et w;] , I'écriture de m, ,, dans cette base ; pour tous a et b
_ B s 1 1 W
dans Wy,, on pose axb =73 . . . . (%) mlan. - wikk g, Oy, aOy; -+ Oy, b.

Sur tout ouvert de Darboux U, ou la forme w est constante, W est de maniere évidente un
fibré au dessus de U,. On définit alors le fibré de Weyl W sur M : une section (globale)
S est donnée par la famille (S,) de sections locales

{Sa € C®(Ua, W) telles que Sq = g-355}

ou les ggﬁ : UaNUg — Sp(2n) sont les fonctions de transition de TM. On peut définir de
méme QF(M, W), le fibré des k-formes & valeurs dans W. On munit W d’une graduation
en posant deg’ = 2 et degv* = 1 pour v* dans T*M ; nous écrivons alors W = [[.., W;.
L’espace des dérivations de W est isomorphe & +W/+C[[h]]. Nous noterons g = DerW cet
espace gradué (avec la graduation induite, g; désignant les éléments de g de degré i) et
aussi g = %W Nous disposons alors d’une extension centrale :

1
O—>%C[[h]]—>g—>g—>0.
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Définition 1.3.

Une connexion de Fedosov est un opérateur V : QO(M, W) — QL(M, W) tel que :

1) V(s*t) =V(s)xt+ s*V(t).

2)V=Vo+ N_1+ No+ Ny +--- 0t Vg est étendu par fonctorialité ¢ W et N; est dans
QY(M, g;). On impose de plus que N_y (€ Q*(M, +T*M) ~ QY (M, +TM) ~ +T*MQTM)
soit la forme canonique correspondant a —% Id dans T*M @ T'M.

3) V:=0.

Nous pouvons définir ’équivalence de jauge entre deux connexions Vet V' : V ~ V’
s'il existe X dans I'(M, g>1) tel que V' = ead(X)y . Soit V un relevement d’une connexion
de Fedosov V pour 'extension centrale précédente. La classe de cohomologie de V2 dans
H?(M)[[R]] ne dépend pas du choix de V. Cette classe s’appelle la courbure de Weyl de

V. Enfin, que pour chaque connexion de Fedosov V, I'espace Ay = {s € I'(M, W)|Vs = 0}
est un déformation de la variété symplectique M.

Nous pouvons maintenant résumer les principaux résultats de Fedosov sur la classifica-
tion des déformations des variétés symplectiques :

Théoreme 1.4.

1) Pour toute forme 6 dans —3w + Q2(M)[[R]] vérifiant df = 0, il existe une connezion
de Fedosov V et un relévement V tel que V2 = 6.

2) Deux connezions de Fedosov sont équivalentes si et seulement si leurs courbures de Weyl
donnent la méme classe dans H?(M)([R]].

3) Chaque déformation est isomorphe a une algébre Ay = {s € T'(M,W)|Vs = 0} pour
une certaine connexion de Fedosov V.

4) Deuzx déformations Ay et Ay: sont équivalentes si et seulement si V ~ V',

Nous retrouvons ainsi un cas particulier du résultat de Kontsevich : les classes de
déformations de (M, w) sont en bijection avec —3w + H?(M)[[R]] ou, si 'on préfere, avec
les classes d’équivalence de jauge des connexions.

§ 2. Le cocycle de Connes-Flato-Sternheimer

Dans cette partie nous reprenons les définitions de [CFS| que nous modifierons parfois
légerement pour la cohérence de notre travail. Pour plus de clarté, nous notons A I’espace
C*®(M)[[h]]. Quand A est muni de sa structure d’algébre commutative usuelle nous la
notons A. et nous notons A, l'algebre (A, x). Commencons par définir un star-produit
fermé.

Définition 2.1. Soit f dans A ; notons [f]; le coefficient devant A dans le développement
h-adique de f. Soit T : A — R ["application définie par

= [ (5

Nous dirons qu’un star-produit x est fermé si [’application T : A, — R est une trace.
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Remarquons que l'identité A. — A, n’est pas un morphisme d’algebre. Nous appelons
o : A x A — A l'application qui rend compte de ce phénomene : pour f,g dans A

o(f,9)=frg—fg=> Rh'Pifg).
i>0
Nous pouvons maintenant définir 'invariant de [CFS] :

Définition 2.2. Si x est un star-produit fermé, on définit, pour tout entier k, une appli-
cation @y, : A®?ETL S R par

ok (fo, f1,- - for) = T(foxo(fi, f2) x - - * o (far—1, far))-

Nous noterons ¢ la somme ¢ 1=, <, %gozk .

Une simple analyse de la valuation en % de expression fo*o(f1, f2) x---*0(for—1, for)
nous montre que @z = 0 pour k£ > n. Pour la suite de ce travail, nous allons définir un

intermédiaire de calcul § analogue de la différentielle de Hochschild qui fait le lien entre
les deux structures d’algebre sur A. Nous noterons C*(E, F) 'espace des applications
k-linéaires : E®% — F.

Définition 2.3. Soit § : CF(A,A) — CFHL(AA) Dapplication linéaire définie, pour
fis- o fry1 dans A et ¢ dans C*(A,A) par :

56(for - fr) = (=1 {fo x 6(frs for - o 1) — D(fo-f1y For- oo i) + -
o (=D 0(for -+ o Fre1-fe) — (1) S(F1y oy foo1) * fi}-

Nous ne pouvons pas utiliser les résultats de cohomologie de Hochschild car A n’est pas
un A-module du fait méme que o est non nul. Notons une propriété évidente de 9 :

Lemme 2.4. Nous avons 6o = 0.

Démonstration. Soient e, f,g dans N. On a :

do(e, f,9) = exa(f,g)—olef.g)+ole fg)—cle,f)*g
= ex(fxg—fg)—((ef)xg—efyg)
+ (ex(fg)—efg)—(exf—ef)xg
0. 0

L’application bilinéaire et symétrique To(. x.), A ® A — R permet de définir une
application ¢ : A — A*. Par analogie avec la définition de la différentielle de Hochschild,
nous définissons une application § : C*(A,R) — C*¥+1(A,R), telle que 10§ = 6 o ¢, par

g¢(f07 .- 7fk:) = ¢(f0*f17f27 - 7fk) - ¢(f07f1'f27 .- 7sz)

o (D B(for o Frmrofe) = (—1)*0(for - s fo1 * fr)-



6 GILLES HALBOUT

Proposition 2.5. Nous avons ¢ = 0.

Démonstration. Cette propriété est une conséquence immédiate de ce que do =0 :

5ok (fo, f1s- -, fors1) = T(fox frxo(fo, f3) x-+-) = T(foxo(fi-fo, f3) *++) + -

En utilisant le fait que S0 = 0, nous pouvons remplacer la somme des 3 premiers termes
par T(fo* o(f1, f2) x f3*---) et donc dpax(fo, - - -, fort1) =

T(fo*o(f1, f2) x faxo(fa, f5) x-+-) = T(foxo(f1, f2) xo(fa-fa, f5) x--+) + -+~

et par une récurrence immédiate (et en utilisant le fait que le produit x est fermé), nous
voyons que dp = 0. O

Ce travail préliminaire nous permet de démontrer que :

Théoréme 2.6. La cochaine ¢ est un élément de ker(0 + B) ou 0 est le cobord de
Hochschild et B est la différentielle Bo(fo, - .-, fn—1) = Yoocicn_1 (—1) &1, fi, fit1,--.)-

Démonstration. Pour prouver cette proposition, nous allons comparer les deux définitions
0 et . Une simple analyse nous montre que dans I’expression dp nous n’avons fait que
remplacer (dans le premier et le dernier terme de Pexpression de dpar) fo.f1 par fox f1 et
fort1-fo par fopr1 * fo. Comme ¢ est nul, nous pouvons alors écrire (en utilisant o qui
mesure justement la différence entre f x g et f.g) :

Spak(fo, f1,- -+ fort1) = — T(o(fo, f1) x o (f2, f3), % - =) + T (o (fars1, fo) x o (f1, f2) * - -+).

Dans cette derniére expression, on reconnait le terme —k—}rlBgozkH. Ceci nous permet de
conclure que (6 + B)yp = 0. O

Grace a des résultats classiques sur la cohomologie cyclique ([Co], [Lo]), nous savons
que cet invariant peut s’exprimer dans le complexe de de Rham. Dans le cas ou la variété
M est le fibré cotangent d’une variété W, Connes, Flato et Sternheimer ont montré que
¢ correspond a la classe de Todd de la variété W. Nous voulons généraliser ce résultat au
cas d’une variété symplectique quelconque. Pour cela, nous allons utiliser un théoreme de
I'indice sur les variétés symplectiques.

§ 3. Le théoreme de Riemann-Roch pour les chaines cycliques périodiques

Dans cette partie, (M, w) est toujours une variété symplectique compacte et Ay désigne
Vespace C°°(M)[[h]] déformé au moyen de la connexion V (le produit x correspond au
produit sur Ay ). Dans toute la suite de notre travail la notation (---)cps-1 5 désign-
era 'extension des scalaires au corps des séries de Laurent C[A~!, h]]. Commengons par
rappeler un résultat de Gutt (cf. [Gut]) et généralisé dans [Fe2] :
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Théoréme 3.1. L’espace des applications C[h~1, h]]-linéaires T : A — C[h™1, h]] telles
que T(f xg— g* f) =0 est de dimension 1 sur C[hi~t, h]].

On peut ainsi définir une trace canonique Trcan : Ay — C[h™L, A]],

1

Trean(f) = h—n[/wn—Tf+hT1(f)+h2"']

avec Tx(f) = [ Di(f )“’n—? ou les Dy sont des opérateurs différentiels sur M.

Nest et Tsygan définissent un quasi-isomorphisme de complexes Zo-gradués (cf. [NT1]),

T (é'(M,CC?S’"(AV)C[R_l,h]]),5+b+B)“—h>(é'(M,Q2”—'(M)[h—1,h]]),5+d)

((CCP°" b+ B) désigne le complexe cyclique périodique et (C",9) le complexe de Cech).
Cette application est appelée densité de trace. Elle est obtenue par perturbation du
rétract par déformations (c¢f. [Ka]) défini & partir du quasi-isomorphisme local suivant :

dans le cas o1 M = R?™, il existe un quasi-isomorphisme de complexes 7 :
(C.(AV)cga-1 ag)> b) == (K.(Av ) cia-1 13, b)

avec Ki(Av) = Ay @ AF(R?") C Cr(Ay) = Ay ® AZF. En effet, dans le cas ou la
variété est R?", on peut munir 1'algébre de Weyl Ay d’une filtration qui nous permet de
nous ramener au cas commutatif (comme pour la démonstration du théoreme P.-B.-W.)

et dans ce cas, le complexe K.(Ay) (qui est le complexe de Koszul) et le complexe C.(Ay)

. . . Ay QAY
donnent tous deux une résolution projective de Tor.~ = v (Ay, Ay ). Nous avons un autre

quasi-isomorphisme de complexes :
(K.(Av)cp-1 g, b) — (" (R*™) [, A]], d)

défini ainsi : on peut identifier K.(Ay) avec Q (R?"), espace des formes sur R?" (au moyen
de I'application f®y;, A---Ay;, = fdy;, A---Ady;,). Par analogie avec le travail qui suit
la définition 1.2, on définit un isomorphisme s« : T*M — T'M. Cette application s’étend
en un isomorphisme s« : Q'(R*") — T'(R**, AR*"). Notons Gon ['(R*™, AR*™) —

Q2" (R?") la contraction sur la forme -2°. On définit alors 'application :

1
w : K.(Ay) — Q*"(R*"), par w = Fzﬁ—'n 0Se.

Par exemple, dans l'espace R? = Vect(z,£) muni de la forme w = dox A d¢, on a @

f— %fw, fRrw— fdz, fRE— fAE, fRTANE— —%hf. En étudiant cette application
sur des coordonnées de Darboux, on vérifie que w est un morphisme de complexes. La
composée des deux applications 7 et @ nous donne alors un quasi-isomorphisme entre les

complexes (C.(Ay )cpp-1 5, b) et (2" (R*”) [, h]], d).

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréeme de Riemann-Roch pour les chaines pério-

diques (¢f. [NT1], [NT2] et [BNT]) :
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Théoreme 3.2. le diagramme suivant est commutatif a homotopie pres :

C'(M,CCP*"(Ay)c) ————— C'(M,CCP*"(A)c)

on] |»

C (M, @ (M)[R~", 1) m C (M, @ (M)[1~*, 1)

Ici, s est la spécialisation en 2 = 0, p est le morphisme de Hochschild-Kostant-Rosenberg
(¢f. [HKR]), 6 est la courbure de Weyl de V et p désigne l'extension des scalaires :
C'(M,CCP*" (Ay)c) — C'(M,CCP" (Ay)cpp-1,nyy)-  Nous avons écrit ici le théoréme
pour le complexe cyclique Z/2Z-gradué, c’est-a-dire que 'on identifie a avec S(a) (ou S
est Papplication de Connes usuelle) pour tout a dans CCP" (Ay).

Nous allons maintenant donner une version “intégrée” de ce théoreme. Pour cela, re-
marquons que l'on peut étendre Trean : Av/[Ay,Av] — C[h™!,A]] en une application
CCP"(Ay)c — Clh L,A]]: ad+ a2 ®a?®ai+af®at®---®af + -+ — Trean(ad) (le
produit tensoriel est pris ici sur C). Par ailleurs, il est clair que pour tous f et g dans
C>®(M), [ou"op[f,g] =0 donc [ou”op est une trace. D’apres le théoreme 3.1, [ou”op
est proportionnelle a Trean et ’égalité de ces deux applications en I’élément 1 nous assure
I’égalité. Donc :

Proposition 3.3. On a :

/O,Uhop:Trcan-

Pour tout P dans M, (Av) tel que P? = P, on peut définir ch(P) dans CCP*" (Ay )¢ tel
que Trcan(P) = Trcan(Ch(P)) .

(22_2;)! P %) ® P®%) ([Lo 8.3.3]).

ch(P) = tr(P + Y (-1)’

i>1

Théoréme 3.4. Avec les notations précédentes, soient P,Q dans M, (A" (M)) tels que
P2=P,Q?>=Q et P—Q est a support compact. Alors :

Trean(P — Q) = / M[ch(PO) — ch(Qo)]A(TM)e~?

ot Py = Pmodh et la classe de Chern de Py est : ch(Py) = S°%°_ L tr Py(d Py)°™.

m=0 m!

Ce théoreme est une conséquence immédiate du théoreme 3.2, de la proposition 3.3 et du
fait que p(s(ch(P))) = ch(FPp) ([Lo 8.3.9]). Nous retrouvons ainsi le théoreme de l'indice.
Nous n’aurons besoin que du théoreme 3.4 pour la suite de notre travail. Ce théoreme, qui
est sous forme “intégrée”, a été démontré par Fedosov (cf. [Fe2|) sans utiliser la version
algébrique du théoreme 3.2.

Nous allons résumer la preuve du théoreme 3.2 faite dans [NT1] et [NT2] et qui donne
une nouvelle démonstration du théoreme 3.4, car les techniques nous seront utiles pour la

suite du travail. Nest et Tsygan exhibent un élément Y dans C'(M,End(CCP*" (Av))c)
qui vérifie (on a méme 1'égalité modulo i) : u" opo YT ~ pos, ol a ~ b signifie
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que a et b sont dans la méme classe dans le complexe Zs-gradué. Puis ils montrent

que T ~ [fl(TM)e_g]_led ou le terme A(TM)e=? peut étre vu comme un élément de
C(M,C[h 1, h]]-1d) — C"(M,End(CC?*"(Av))c) (c’est a ce niveau que l'identification

z = S(z) intervient). Ceci nous permet de conclure que :
phopo(ATM)e ®UT)op~ptop~ ATM)e Upos.

La preuve du théoréme 3.2 nécessite ainsi I'étude de End(CC?*"(A)) quand (A4, |.|) est
une algebre graduée. Cette étude est faite dans [NT1]. Nous en donnons ici les grandes
lignes qui nous serons utiles dans la partie suivante. Pour cela, nous allons définir des
applications o1 : C.(4,A)RC.(E4,E4) — C.(A, A) et o3 : CP"(A) @ CP"(Ey) — CP"(A)
en corrigeant les erreurs de signes qui s’étaient glissées dans [NT3]. Pour ay,...,a, dans
A nous notons 7 la somme : Z?:_Ol lak| + k, et si a désigne (ayg, ..., a,), nous notons |a| =
Nn+1 — 1. Notons encore &£ 1'algebre graduée (C"(A, A), deg, §, U). Toutes les définitions,
dans le cas gradué, figurent dans I’appendice.

Proposition 3.5. L’application e; : C.(A,A)®@ C.(£4,E,) — C.(4, A),

(a0®...®ak).1(D0®...®Dp):
{i}
Z (—l)ga’DaoDo(al, ag, - - ) XX aiq ®D1(a¢1+1, .. ) X ®Dp(a¢p+1, .. ) X -
11 <...<tp
@ljy{i}
+ Z (—1) a,D Dp(aj,...,ak,ao,...,aiO)Do(aiO+1,...)®---®Dp_1(aip_1+1,...)®
0<5<k+1
7;0<_~J~~_<7;p—1

: P
avec @2}7 = (|Do| = 1)(Mk41 — M) + 21 [ Dy (mk+1 — 77¢q+1);
q:

s P
et @Ifx’,{D} = |Dp|( Y- Dg) + nj(mk+1 —nj) + (Dol — 1)(n; — Mig+1)

est un morphisme de complexes, c’est-a-dire : b(aeix) = (ba)ex + (—1)|a|a01(b +0)x.
Proposition 3.6. (pour simplifier les notations, nous posons, dans C7' (A), a; = ;1
sik <1< 2k+2) L'application o5 : CP"(A) @ C**"(&€,) — CP"(4),

(a0®---®ay)es(Do®---®Dp) = (ao®- - -®ak)e1(Do®---®@Dp)+ > (-1)

0<q<p, 0<5<k
§<i0 <. <ip<j+k

x1®a; - ®@Dg(as,,...)® - @Dp(ai,_,,...)® - ®@Do(ai,_, 5. )@ @Dg_1(a;,,...)®@: -
(en se limitant aux p—q+1 > k+1, c’est-a-dire : Dy est situé aprés ag),

avee O35 = (X ID)(X IDrl) + s + 1+ (s = m)y
r<q r2q

p qg—1
+ 22 D (ke — mip_y) + ZO 1Dr | (M = My ginin)s
r=q r=

|al

(_DQ7jy{i}
a,D X

est un morphisme de complexes : (b+ B) (ae2x) = ((b+ B) a)eszr+(—1)""aes(b+ B+0)x.

Dans ces deux propositions nous avons considéré le complexe de Hochschild gradué !
Nous pouvons étendre les produits e; en des lois internes sur C*" (£, £). Traitons, par
exemple, le cas de e, le cas de e; s’étudiant de la méme manieére.
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Définition 3.7. Soit ~ l'application £, — Eé.A définie par : D — D= Zp>0 D®) | guec

(p) L E Nip* | D |
DP/(Dy,...,D,)(as,. => (- D(ai,...,Dy(as,41,...)...).

r=1
Cette application est un morphisme d’algébres différentielles graduées £y — 5"5;‘.

En définissant maintenant le produit ey sur £, et non plus sur A, nous obtenons une
application que nous noterons toujours ez, C*"(£,) ® C*"(&;,) — crer (€4). Enfin, en

composant cette application avec Id ®Id , CP*"(£,) ® CP*"(Ey) — CP" () ® CP" (€z,),
nous obtenons la loi interne désirée (associative & homotopie pres) :

CPer(E4) ® CPET(E4) =2 CPeT(Ey).

Si I'on regarde CC?*"(A) comme CCP"(€9) (c’est-a-dire que I'on considere les éléments
de A comme des cochaines de degré 0) alors, puisque le produit e; étendu que nous venons
de définir se restreint & CCP"(£9), nous obtenons une autre loi interne (que nous noterons
encore 83) : CCP*"(A) @ CCP*"(A) — CCP"(A). Ce produit est appelé produit de Hood-
Jones sur CCP*"(A). Nous allons utiliser ce produit non pas sur l'algébre A, mais sur
lalgebre £, (nous voyons les cochaines sur A comme des cochaines de degré 0 sur £).
Pour éviter toute confusion nous noterons ¢ ce produit :

CCPeT(£,) ® CCPT (£,) =25 CCPT (E)).

Définition 3.8. Pour o dans CC**"(A) et Dy,...,D,,D dans C"(A, A), posons :

o 35 (ID+ -1
J(DyA---ADy@D)a = (—1) &V ozp'ZeLD o(Dyy o (0D, ).

ou p décrit les permutations de [1,p] et €, est le produit des €(i,i+1) selon une décomposition

de o en produit de transposition, en notant € ;1) = (—1)(|Di|_1)(|D"+1|_1). Enfin, on a
7/ D

posé Lp(a) = (=1)*P(ae,(1, D)).

Nous avons alors le résultat suivant ([NT3]) :

Théoréme 3.9. Soit a l'algébre de Lie différentielle graduée (C"(A,A),|.|,[., ]a,0) ot
[.,.]s est le crochet de Gerstenhaber ([Ge]). Soit (R.(a),0%%) le complexe de Lie associé
da: R(a) =ANa®U(a) et 0% est la dérivée de Lie graduée. Alors l'application J :
R.(a) — End(CCP*"(A)) est un homomorphisme de a-modules & droite et :

[B +10b,J(7)] = J((8% + 6)7), ¥y € R.(a).
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Remarque 3.10 (c¢f. [NT3]). A partir de l'action définie dans le théoréme précédent,
on peut construire un morphisme de complexes naturel :

T [(A) x CCPer(A) — CCPe(A)

—A . , . \ - ’ .
ot C._{(A) est le complexe cyclique réduit. On se reportera a ’appendice pour des défini-
tions précises.

Concluons cette partie en terminant le schéma de la démonstration du théoreme 3.2
(c¢f. [NT1]). Silon restreint la variété M & un ouvert U contractile et de Darboux, le

groupe d’homologie HC,,_1(Avy )[R~ !] est isomorphe & C[A~, A]]. Si &1, 21, ..,&En, Tp st
un systeme de coordonnées vérifiant [§;, z,,,] = hd™, pour tous 1 < l,m < n, le cycle
Ty = W Ab(E, Q21 ® - ® &, ® ) est un générateur du groupe HC'o, 1 (Av)[R71].
En utilisant la suite spectrale EE] = H Y(M,HCj(Ay)), on peut construire un cycle

T dans le complexe C" (M, 6,)\_1(Av))[h_1] ~ C"(M,End(CCP" (A" (M)))c) dont la classe
d’homologie donne le générateur de HC(C'y,_; sur chaque ouvert contractile de Darboux U,,.
En calculant Y dans C" (M, 6}_1(Av (] cp—1 k1), on trouve : T~ 37, o (A-e_e);ri-n("+k),
ol n est un parametre formel qui donnera l'identité dans End(CC?*"(Ay)). Ceci acheve
la preuve du théoreme.

§ 4. Calculs intermédiaires

Nous voulons maintenant donner 'image de 7 (cocycle dans le bicomplexe cyclique
périodique) dans le complexe de de Rham (¢f. [Co]). Pour cela, nous allons écrire 7 grace
aux applications définies dans les parties précédentes. Nous gardons toujours les notations
des parties 1 et 2 : (Ay, ) est une déformation de A = C'°(M)[[A]].

Proposition 4.1. Considérons 'application o définie dans la deuxriéme partie : o =

my —m ou my est la multiplication x et m est la multiplication commutative de A.. Soient
b, et b les bords de Hochschild dans les algebres Ay et A. Alors :

LO' - b - b*-
Démonstration. 1l suffit de prouver que pour une algébre (A, m), 'application —L,, est le

bord de Hochschild correspondant. Vérifions cette propriété dans le cas non gradué (le cas
gradué se traitant de méme) :

Lin(ag® -+ ®ag) = (=1)* (a0 @ -+ - ® ay,)e2(1 @ m)
frd (—1)k Z (—]_)k_iao ® e ® a; ® ai+1ai+2 ® ...

7
+ (—1)k+k+k+1anao ®a Q@ ag—1
+ ()"0 ®ay @ @ ag.

C’est bien la définition de 'opposée de la différentielle de Hochschild. O
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Définition 4.2. Nous posons, formellement :
e’ = E l/\ia €ENa
- Lyl '
(3
Nous avons alors le résultat suivant :

Proposition 4.3. Dans (Avy,*), avec les notations de la partie précédente :

[B + by, J(e?)] = J(e?)-L,-. (1)

Démonstration. Remarquons d’abord que do — % [0, 0] = 0. Ceci est immédiat compte-tenu
de I'associativité de m et m,. Dans A'a ® U(a) nous avons ensuite :

. 1
(6 + 0F¢) (e” @ 1) = €7 (b0 — 5[0, o)) ®1+e’° @ L,.
Nous pouvons appliquer le théoreme 3.9, et notre résultat suit. 0
L’égalité (1) s'écrit : (B + by)J(e?) — J(e?)(B 4 by) = J(e?)-b — J(e?)-b, ou encore :

(B +b,)J(e) = J(e°)(B + b).

Nous venons de démontrer :

Théoréme 4.4. L’application J(e’) définit un morphisme de compleres CCY"(A.) —
CCP"(Ay). De plus
soJ(e?)=1d.

Cette derniere formule découle directement de la définition de J(e?).

Etudions maintenant le cocycle ¢ défini dans [CFS]. Celui-ci est construit au moyen de
Papplication T : A — R qui est une trace (cf. définition 2.1). Cette trace n’est pas C[[A]]-
linéaire mais elle peut s’écrire comme la composée d’une application C[[A]]-linéaire (qui est
encore une trace) et de la projection s définie dans la troisieme partie. Le théoréme 3.1 nous
assure alors que Papplication T est proportionnelle a s o Trcan (on prolonge l'application

s en une projection s : C[A~!, h]] — C). En comparant ces deux fonctions en I’élément 1,
on voit que :

T:SOA—_TI‘(;an. (2)

Proposition 4.5. Pour fo,..., for dans C*°(M), on a :

o W Tecan(p(7(€) (o fo1)) = @(for- . fox).

Démonstration. Soient fy, ..., for dans C° (M) ; calculons soTrcan (p(J(€7)(fo, .- - f2x)))-
D’apres la définition de ¢, la cochaine o ¢ (0 ¢ (--- ¢ 0)---) (ou o apparait [ fois) est dans
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> s CCET (). Soient @ = ag ® -+ ® aj dans CCj(A) et S =Sy ® 51 ® -+ ® Sy, dans
CC3,"(E4), p > 0. Le produit «ve,S fait apparaitre des termes de trois types :

GO*SO('")®"'®Sl("')®"', Szp("')*SO('")®"'®Sl("')®"', et 1®"'®Sl("')®"'

Dans tous les cas, I'élément S;(---) intervient dans le i*™€ facteur (i > 0) du produit
tensoriel, et donc Trcan(ce2S) = 0 (d’apres la définition de Trean sur CCP" (Ay)c).
p(ce2S) = 0. Nous venons de démontrer que seule la projection dans CCH*"(£) de
ogo(oo(---00)---) contribue au calcul de soTrcan(p(J(e?)(fo,- - -, f2x))). Cette projection
se calcule par une récurrence immédiate : elle est égale au produit des [ termes o : o U
(cU(---Uo)---). Il est alors clair que :

soTrean (p(J(€7)(fo,-- - for))) = ZZ,—l!soTrcan(fO*(JU(UU(---UU)"'))(f1®---®f2k).

i

Ceci démontre la proposition compte-tenu de 1’égalité (2) et de la définition de ¢. O

§ 5. Le résultat principal

Pour exprimer l'invariant ¢ en homologie de de Rham, nous voulons en fait écrire
©(fo, f1,- - for) sous la forme [ fodfi A+ - Adfor, C(M) ot C(M) est une classe carac-
téristique associée a . C’est cette classe caractéristique que nous cherchons a construire.

Soient fo ® -+ ® for dans CCH"(C°°(M)). Nous allons appliquer la version “intégrée”
du théoreme 3.2 & J(e7)(fo ® --- ® far) o J(e?) est lapplication définie dans la partie
précédente (0 = m, —m). Nous obtenons alors :

/,uh op(J(€7)(fo,--- for)) = /A(TM)e_gp o s(J(e7)(fo,-- - f2r))-

Mais nous avons vu que s o J(e?) = Id (théoréme 4.4) et que [ou” = Trcan (proposi-
tion 3.3). De plus le morphisme de Hochschild-Kostant-Rosenberg s’écrit u(fo, - . ., for) =
fod fi A---Adfar. On obtient alors : pour tous fy,..., for :

Trean(p(J () (fo, - - o for))) = / ATM)e ™ fod fin--- A d fo.

Pour conclure nous pouvons appliquer la proposition 4.5 qui relie le cocycle ¢ et la trace

canonique. Posons c¢(h) = %. On a:

s o c(h) Trcan(p(J(e”)(fo, -+ for))) = ©(fo, - - - for).

Nous avons ainsi démontré :
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Théoreme 5.1. Le cocycle de Connes-Flato-Sternheimer donne la classe caractéristique :

C(M) = so %A(TM):?‘G en homologie de de Rham, c’est-a-dire, pour tous

fos -+ for dans C° (M),

@(anfla"'af2k) :/defIAAdfsz(M)

Ceci démontre que l'invariant ¢ défini par Connes Flato et Sternheimer classifie bien
les star-produits fermés : quand on regarde cet invariant dans le groupe d’homologie de
de Rham, on vérifie qu’il ne tient compte que des caractéristiques de la variété M (terme
A(TM)) et de la courbure de Weyl de la connexion V a partir de laquelle on a construit

le star-produit (terme e~%). On retrouve ainsi un résultat compatible avec la classification
de Fedosov et Kontsevich donnée dans le théoreme 1.4.

§ 6. Appendice

Dans cette partie, nous allons définir précisément les différentes applications linéaires
utilisées dans les parties précédentes et notamment les différentielles de Hochschild pour
les complexes gradués. Soit (A4, |.|,m) une algeébre graduée. Sia = a9 ® --- ® ag4 est une
chaine dans A nous notons 7 la somme : Zf:_ol lak| + k, et |a| = npa1 — 1. Notons
&, Dlalgebre graduée (C"(A, A),deg,6,U) : ol si D est dans C%(A, A), deg(D) = d + le
degré de D comme application linéaire. Nous disposons aussi de I'algebre de Lie graduée

= (C(4,A),].|,[,-]e) ou |D| = deg(D) — 1. Voici les définitions :

m(ay,as) = (—1)|a1|a1-a2

DoE(al,.. y Ad+e— 1 Z |E| m al,...,ai,E(aHl,...,ai+e),...)

D, Elg E—(-1)FIPIgs p

i>0
Do

an |Ek|

D{E\,...,Ey}(a1,... aq Z P

(al,.. ail,El(aihLl,...),...,Ep(a¢p+1,...),...)
(DU E)(ay,...aqse) = (—)VEYMD(0, L ag)Elagst, - . . Gare)
(6D)(ao, - aq) = (~1 )<'“°'“"D'+'“°' oD(ay, . ., aq)
d—1
+ (— )|D|+m+1D(a0,...,aiai+1,...,ad)
1=0
+ (—1)|D|+nd+1D(a0, <y ad_l)ad

Décrivons maintenant les différents complexes. Commencons par le bicomplexe cyclique :
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(CC(A),b+ B)ouCCr(A)=A® A% ot les différentielle sont donnée par :

k—1
b(a0®"'®ak):Z(—l)"ia()@)"'®aiaz’+1®"'®ak
i:

+ (_1)(|ak|+1)("7k+1)+1

o

AR @+ ag—1

k
B(ao R ® ak) — Z (_1)(77k:+1_77i)~77i1 RaA; P Ra R+ R a;_1
=0

(3

Si (A, 04) est en plus différentielle graduée on étend 94 & CC.(A) par :

k
da(ao®-®ap) =Y (~1)"ag® -+ ® 040; ® - - @ ay.
=0

(3
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