
CALCUL D'UN INVARIANT DE STAR-PRODUITFERM�E SUR UNE VARI�ET�E SYMPLECTIQUEGilles HalboutInstitut de Re
her
he Math�ematique Avan
�ee, Universit�e Louis Pasteur { C.N.R.S.7, rue Ren�e Des
artes, 67084 Strasbourg Cedex, Fran
eAbstra
t. Let M be a symple
ti
 manifold over R . In [CFS℄ the authors 
onstru
t aninvariant ' in the 
y
li
 
ohomology of M for any 
losed star-produ
t. They 
ompute thisinvariant in the de Rham 
omplexe of M when M = T �V . We generalize this result by
omputing the image of ' in the de Rham 
omplex for any symple
ti
 manifold and any star-produ
t and we show how this invariant is related to the general 
lassi�
ation of Kontsevi
h.The proof uses the Riemann-Ro
h theorem for periodi
 
y
li
 
hains of Nest-Tsygan.
x 0. Introdu
tionSoit (M;!) une vari�et�e symple
tique de dimension 2n ; la vari�et�e M est 
anoniquementmunie d'une stru
ture de Poisson f:; :g!. De Wilde et Le
omte, puis Fedosov ont 
onstruitdes star-produits sur M . Fedosov a en outre donn�e une mani�ere de 
lassi�er tous lesstar-produits sur M . De leur 
ôt�e, Connes, Flato et Sternheimer ont propos�e une autremani�ere de 
lassi�er 
es star-produits. Dans 
e travail, nous 
omparons les deux m�ethodeset montrons 
omment elles s'ins
rivent dans la th�eorie g�en�erale de Kontsevi
h : 
e dernierd�emontre l'existen
e de star-produits sur n'importe quelle vari�et�e de Poisson et donne unem�ethode g�en�erale de 
lassi�
ation.Dans [CFS℄, Connes, Flato et Sternheimer 
onstruisent un invariant pour les star-produits ferm�es sur une vari�et�e symple
tique. Soit ? un star-produit ferm�e et � l'appli
ationC1(M)�C1(M)! C1(M)[[~℄℄; �(f; g) = f?g�fg ; on d�e�nit alors des appli
ations '2k,k � 0, par '2k(f0; f1; : : : ; f2k) = RM [f0 ? �(f1; f2) ? � � � ? �(f2k�1; f2k)℄n !nn! o�u [f ℄n d�esignele 
oeÆ
ient de ~n dans le d�eveloppement ~-adique de f . La 
o
hâ�ne ' =Pk�0 1k!'2k esten fait un 
o
y
le dans le 
omplexe 
y
lique qui ne d�epend que de la 
lasse du star-produit
onsid�er�e. Nous rappellerons les propri�et�es de 
es appli
ations dans la deuxi�eme partie.Notre but est d'�etudier 
omment 
et invariant est reli�e �a la 
lassi�
ation des star-produits donn�ee dans [Fe℄, qui apparâ�t 
omme un 
as parti
ulier de 
elle donn�ee parKontsevi
h.1991 Mathemati
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t Classi�
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2 GILLES HALBOUTDans un premier temps nous montrerons que nous pouvons toujours nous ramener �aun star produit \�a la Fedosov" : Fedosov d�emontre que, sur une vari�et�e symple
tique,les star-produits sont tous 
onstruits �a partir de 
ertaines 
onnexions r sur un �br�e enalg�ebres de Weyl. De plus, deux d�eformations 
orrespondant �a des 
onnexions r et r0sont �equivalentes si et seulement si r � r0 (�equivalen
e de jauge que nous d�e�nirons dansla partie suivante) ou en
ore si les 
ourbures de Weyl de 
es 
onnexions sont �egales dansH2(M)[[~℄℄. Nous �enon
erons pr�e
is�ement 
es r�esultats dans la premi�ere partie.Ensuite, pour 
al
uler ', nous verrons dans la quatri�eme partie qu'il est plus simplede passer par le 
omplexe 
y
lique p�eriodique de l'alg�ebre d�eform�ee : CCper� (Ar). Nousutilisons pour 
ela une appli
ation J(e�) : CCper� (A)! CCper� (Ar).Nous pourrons alors utiliser un th�eor�eme de l'indi
e sur une vari�et�e symple
tique (
f.[Fe2℄, [NT1℄ et [NT2℄) : Soit A r une d�eformation de C1(M) 
orrespondant �a une 
onnex-ion r. Nous savons ([Fe2,NT2℄) qu'il existe une tra
e 
anonique Tr
an : A r ! C [~�1 ; ~℄℄,unique �a multipli
ation par un �el�ement de C [~�1 ; ~℄℄ pr�es. Soient P et Q deux idempotentsde l'alg�ebre de matri
es MN (A r) tels que P �Q est �a support 
ompa
t. On a alorsTr
an(P �Q) = Z M (
h(P0)� 
h(Q0))Â(TM)e��;o�u P0 = P mod ~, 
hP0 est le 
ara
t�ere de Chern de la 
onnexion dP0 d dans le �br�eve
toriel P0C N et � est la 
ourbure de Weyl de r. Nous donnerons le s
h�ema de la preuvede 
e r�esultat dans la troisi�eme partie.Par analogie ave
 le travail fait dans [CFS℄, nous montrerons en�n que l'image de ' dansle 
omplexe de de Rham est R e!~R Â(TM)e�� Â(TM)e�� (on retrouve bien le 
as parti
ulierM = T �V o�u ' donnait Todd(M)). Le terme e�� nous 
on�rme que ' est un \bon"invariant (qui ne tient 
ompte que de la 
ourbure de Weyl de la 
onnexion �a partir delaquelle est 
onstruite la d�eformation) qui 
lassi�e les star-produits (ferm�es) sur une vari�et�esymple
tique. REMERCIEMENTSJe tiens tout d'abord �a remer
ier P. Cartier qui m'a soumis 
e probl�eme. J'ai b�en�e�
i�e,pour le r�esoudre de l'aide de B. Tsygan : �a la suite du 
ours qu'il a donn�e �a Strasbourg,il n'a pas m�enag�e son temps pour r�epondre �a toutes mes questions. J'ai eu �egalement desdis
ussions tr�es utiles ave
 E. Lei
htnam. Je voudrais en�n remer
ier M. Rosso pour sespr�e
ieux 
onseils et ses remarques judi
ieuses.
x 1. Rappels et notationsDans toute la suite de 
e travail M d�esigne une vari�et�e lisse sur R de dimension 2n.D�e�nition 1.1. Un star-produit (aussi appel�ee d�eformation de C1(M)) est une appli
a-tion ? : C1(M)[[~℄℄�C1(M)[[~℄℄! C1(M)[[~℄℄, R[[~℄℄-bilin�eaire, asso
iative et v�eri�ant,pour f et g dans C1(M)[[~℄℄ :f ? g = fg + ~P1(f; g) + ~2P2(f; g) + � � �



INVARIANT DE STAR-PRODUIT FERM�E 3o�u les Pi : C1(M)�C1(M)! C1(M) sont des appli
ations bilin�eaires, bidi��erentielleset nulles sur les appli
ations 
onstantes.Deux d�eformations ? et ?0 sont isomorphes s'il existe un isomorphisme T = 1 + ~T1 +~2T2 + � � � (les Ti �etant des op�erateurs di��erentiels) tel que :T (f ? g) = T (f)?0T (g):Nous pouvons ensuite d�e�nir l'appli
ation f:; :g? : C1(M) � C1(M) ! C1(M) parff; gg? = 12(P1(f; g)� P1(g; f)). Cette appli
ation v�eri�e les propri�et�es suivantes :- 1 - ff; gg? = �fg; fg?;- 2 - ff1; ff2; f3gg? + ff2; ff3; f1gg? + ff3; ff1; f2gg? = 0;- 3 - ff1; f2f3g? = ff1; f2g?f3 + f2ff1; f3g?:Ce
i nous montre que l'appli
ation f:; :g? est un 
ro
het de Poisson, ou en
ore qu'il existeune se
tion � dans �(M;^2TM), ave
 [�; �℄S = 0 telle que ff; gg? =< �; d f ^ d g >, o�u[:; :℄S est le 
ro
het de S
houten.D�e�nition 1.2. Si (M; f:; :g) est une vari�et�e de Poisson on dit que ? est une quanti�
ationde la stru
ture de Poisson si ? est une d�eformation de C1(M) v�eri�ant f:; :g? = f:; :g.Dor�enavant, M sera une vari�et�e 
ompa
te symple
tique, 
'est-�a-dire munie d'une 2-forme ! dans 
2(M), non d�eg�en�er�ee et ferm�ee (d! = 0). Puisque la 2-forme est nond�eg�en�er�ee, elle d�e�nit un isomorphisme s! : T �M ! TM . Soit �! dans ^2TM l'imagede ! par 
et isomorphisme. La propri�et�e d! = 0 entrâ�ne [�!; �!℄S = 0, don
 M estune vari�et�e de Poisson : ff; gg! :=< �!; d f ^ d g > pour f; g dans C1(M). Nous allonsmaintenant rappeler les prin
ipaux r�esultats de Fedosov (
f. [Fe1℄) que nous r�esumeronsdans un formalisme adapt�e �a notre travail. Soit r0 une 
onnexion symple
tique (
'est-�a-dire v�eri�ant r0! = 0) et sans torsion.Soit m dans M ; d�e�nissons l'alg�ebre de Weyl Wm 
omme �etant l'alg�ebre sym�etriqueengendr�ee par ~ et les �el�ements de T �mM , et munie du produit de Moyal-Weyl ? : soity1; : : : ; y2n une base de T �mM et �ij!;m l'�e
riture de �!;m dans 
ette base ; pour tous a et bdans Wm, on pose a ? b = Pk;i1;:::;ik;j1;:::;jk 1k!�~2 �k�i1j1!;m� � � �ikjk!;m�yi1 � � � �yik a�yj1 � � � �yjk b.Sur tout ouvert de Darboux U� o�u la forme ! est 
onstante, W est de mani�ere �evidente un�br�e au dessus de U�. On d�e�nit alors le �br�e de Weyl W sur M : une se
tion (globale)S est donn�ee par la famille (S�) de se
tions lo
alesfS� 2 C1(U�;W ) telles que S� = gT��S�go�u les gT�� : U�\U� ! Sp(2n) sont les fon
tions de transition de TM . On peut d�e�nir demême 
k(M;W ), le �br�e des k-formes �a valeurs dans W . On munit W d'une graduationen posant deg ~ = 2 et deg v� = 1 pour v� dans T �M ; nous �e
rivons alors W = Qi�0 W i .L'espa
e des d�erivations de W est isomorphe �a 1~W = 1~C [[h℄℄. Nous noterons g = DerW 
etespa
e gradu�e (ave
 la graduation induite, gi d�esignant les �el�ements de g de degr�e i) etaussi ~g = 1~W . Nous disposons alors d'une extension 
entrale :0! 1~C [[h℄℄ ! ~g! g! 0:



4 GILLES HALBOUTD�e�nition 1.3.Une 
onnexion de Fedosov est un op�erateur r : 
0(M;W ) r�!
1(M;W ) tel que :1) r(s ? t) = r(s) ? t+ s ?r(t).2) r = r0 +N�1 +N0 +N1 + � � � o�u r0 est �etendu par fon
torialit�e �a W et Ni est dans
1(M; gi). On impose de plus que N�1 (2 
1(M; 1~T �M) ' 
1(M; 1~TM) ' 1~T �M
TM)soit la forme 
anonique 
orrespondant �a � 1~ Id dans T �M 
 TM .3) r2 = 0.Nous pouvons d�e�nir l'�equivalen
e de jauge entre deux 
onnexions r et r0 : r � r0s'il existe X dans �(M; g�1) tel que r0 = ead(X)r. Soit ~r un rel�evement d'une 
onnexionde Fedosov r pour l'extension 
entrale pr�e
�edente. La 
lasse de 
ohomologie de ~r2 dansH2(M)[[~℄℄ ne d�epend pas du 
hoix de ~r. Cette 
lasse s'appelle la 
ourbure de Weyl der. En�n, que pour 
haque 
onnexion de Fedosov r, l'espa
e A r = fs 2 �(M;W )jrs = 0gest un d�eformation de la vari�et�e symple
tique M .Nous pouvons maintenant r�esumer les prin
ipaux r�esultats de Fedosov sur la 
lassi�
a-tion des d�eformations des vari�et�es symple
tiques :Th�eor�eme 1.4.1) Pour toute forme � dans � 1~! + 
2(M)[[~℄℄ v�eri�ant d � = 0, il existe une 
onnexionde Fedosov r et un rel�evement ~r tel que ~r2 = �.2) Deux 
onnexions de Fedosov sont �equivalentes si et seulement si leurs 
ourbures de Weyldonnent la même 
lasse dans H2(M)[[~℄℄.3) Chaque d�eformation est isomorphe �a une alg�ebre A r = fs 2 �(M;W )jrs = 0g pourune 
ertaine 
onnexion de Fedosov r.4) Deux d�eformations A r et A r0 sont �equivalentes si et seulement si r � r0.Nous retrouvons ainsi un 
as parti
ulier du r�esultat de Kontsevi
h : les 
lasses ded�eformations de (M;!) sont en bije
tion ave
 � 1~! +H2(M)[[~℄℄ ou, si l'on pr�ef�ere, ave
les 
lasses d'�equivalen
e de jauge des 
onnexions.
x 2. Le 
o
y
le de Connes-Flato-SternheimerDans 
ette partie nous reprenons les d�e�nitions de [CFS℄ que nous modi�erons parfoisl�eg�erement pour la 
oh�eren
e de notre travail. Pour plus de 
lart�e, nous notons A l'espa
eC1(M)[[~℄℄. Quand A est muni de sa stru
ture d'alg�ebre 
ommutative usuelle nous lanotons A � et nous notons A ? l'alg�ebre (A ; ?). Commen�
ons par d�e�nir un star-produitferm�e.D�e�nition 2.1. Soit f dans A ; notons [f ℄l le 
oeÆ
ient devant ~l dans le d�eveloppement~-adique de f . Soit T : A ! R l'appli
ation d�e�nie parT(f) = Z M [f ℄n!nn! :Nous dirons qu'un star-produit ? est ferm�e si l'appli
ation T : A ? ! R est une tra
e.



INVARIANT DE STAR-PRODUIT FERM�E 5Remarquons que l'identit�e A � ! A ? n'est pas un morphisme d'alg�ebre. Nous appelons� : A � A ! A l'appli
ation qui rend 
ompte de 
e ph�enom�ene : pour f; g dans A�(f; g) = f ? g � fg =Xi>0 hiPi(f; g):Nous pouvons maintenant d�e�nir l'invariant de [CFS℄ :D�e�nition 2.2. Si ? est un star-produit ferm�e, on d�e�nit, pour tout entier k, une appli-
ation '2k : A 
2k+1 ! R par'2k(f0; f1; : : :; f2k) = T(f0 ? �(f1; f2) ? � � � ? �(f2k�1; f2k)):Nous noterons ' la somme ' :=Pk�0 1k!'2k .Une simple analyse de la valuation en ~ de l'expression f0 ?�(f1; f2) ? � � �?�(f2k�1; f2k)nous montre que '2k = 0 pour k > n. Pour la suite de 
e travail, nous allons d�e�nir uninterm�ediaire de 
al
ul ~Æ analogue de la di��erentielle de Ho
hs
hild qui fait le lien entreles deux stru
tures d'alg�ebre sur A . Nous noterons Ck(E;F ) l'espa
e des appli
ationsk-lin�eaires : E
k ! F .D�e�nition 2.3. Soit ~Æ : Ck(A ; A ) ! Ck+1(A ; A ) l'appli
ation lin�eaire d�e�nie, pourf1; : : :; fk+1 dans A et � dans Ck(A ; A ) par :~Æ�(f0; : : :; fk) = (�1)k�1ff0 ? �(f1; f2; : : :; fk)� �(f0�f1; f2; : : :; fk) + � � �� � �+ (�1)k�(f0; : : :; fk�1�fk)� (�1)k�(f1; : : :; fk�1) ? fkg:Nous ne pouvons pas utiliser les r�esultats de 
ohomologie de Ho
hs
hild 
ar A n'est pasun A -module du fait même que � est non nul. Notons une propri�et�e �evidente de ~Æ :Lemme 2.4. Nous avons ~Æ� = 0.D�emonstration. Soient e; f; g dans N . On a :~Æ�(e; f; g) = e ? �(f; g)� �(e�f; g) + �(e; f �g)� �(e; f) ? g= e ? (f ? g � f �g)� ((e�f) ? g � e�f �g)+ (e ? (f �g)� e�f �g)� (e ? f � e�f) ? g= 0: �L'appli
ation bilin�eaire et sym�etrique T Æ(: ? :), A 
 A ! R permet de d�e�nir uneappli
ation � : A ! A � . Par analogie ave
 la d�e�nition de la di��erentielle de Ho
hs
hild,nous d�e�nissons une appli
ation �Æ : Ck(A ;R) ! Ck+1(A ;R), telle que � Æ ~Æ = �Æ Æ �, par�Æ�(f0; : : : ; fk) = �(f0 ? f1; f2; : : :; fk)� �(f0; f1�f2; : : :; fk)+ � � �+ (�1)k�(f0; : : :; fk�1�fk)� (�1)k�(f0; : : :; fk�1 ? fk):



6 GILLES HALBOUTProposition 2.5. Nous avons �Æ' = 0.D�emonstration. Cette propri�et�e est une 
ons�equen
e imm�ediate de 
e que ~Æ� = 0 :�Æ'2k(f0; f1; : : : ; f2k+1) = T(f0 ? f1 ? �(f2; f3) ? � � �)� T(f0 ? �(f1�f2; f3) ? � � �) + � � �En utilisant le fait que ~Æ� = 0, nous pouvons rempla
er la somme des 3 premiers termespar T(f0 ? �(f1; f2) ? f3 ? � � �) et don
 �Æ'2k(f0; : : : ; f2k+1) =T(f0 ? �(f1; f2) ? f3 ? �(f4; f5) ? � � �)� T(f0 ? �(f1; f2) ? �(f3�f4; f5) ? � � �) + � � �et par une r�e
urren
e imm�ediate (et en utilisant le fait que le produit ? est ferm�e), nousvoyons que �Æ' = 0. �Ce travail pr�eliminaire nous permet de d�emontrer que :Th�eor�eme 2.6. La 
o
hâ�ne ' est un �el�ement de ker(Æ + B) o�u Æ est le 
obord deHo
hs
hild et B est la di��erentielle B�(f0; : : :; fn�1) =P0�i�n�1 (�1)i�(1; fi; fi+1; : : :).D�emonstration. Pour prouver 
ette proposition, nous allons 
omparer les deux d�e�nitionsÆ et �Æ. Une simple analyse nous montre que dans l'expression �Æ' nous n'avons fait querempla
er (dans le premier et le dernier terme de l'expression de Æ'2k) f0:f1 par f0 ? f1 etf2k+1:f0 par f2k+1 ? f0. Comme �Æ' est nul, nous pouvons alors �e
rire (en utilisant � quimesure justement la di��eren
e entre f ? g et f:g) :Æ'2k(f0; f1; : : :; f2k+1) = �T(�(f0; f1) ? �(f2; f3); ?� � �) + T(�(f2k+1; f0) ? �(f1; f2) ? � � �):Dans 
ette derni�ere expression, on re
onnâ�t le terme � 1k+1B'2k+2. Ce
i nous permet de
on
lure que (Æ +B)' = 0. �Grâ
e �a des r�esultats 
lassiques sur la 
ohomologie 
y
lique ([Co℄, [Lo℄), nous savonsque 
et invariant peut s'exprimer dans le 
omplexe de de Rham. Dans le 
as o�u la vari�et�eM est le �br�e 
otangent d'une vari�et�e W , Connes, Flato et Sternheimer ont montr�e que' 
orrespond �a la 
lasse de Todd de la vari�et�e W . Nous voulons g�en�eraliser 
e r�esultat au
as d'une vari�et�e symple
tique quel
onque. Pour 
ela, nous allons utiliser un th�eor�eme del'indi
e sur les vari�et�es symple
tiques.
x 3. Le th�eor�eme de Riemann-Ro
h pour les 
hâ�nes 
y
liques p�eriodiquesDans 
ette partie, (M;!) est toujours une vari�et�e symple
tique 
ompa
te et A r d�esignel'espa
e C1(M)[[~℄℄ d�eform�e au moyen de la 
onnexion r (le produit ? 
orrespond auproduit sur A r). Dans toute la suite de notre travail la notation (� � �)C[~�1 ;~℄℄ d�esign-era l'extension des s
alaires au 
orps des s�eries de Laurent C [~�1 ; ~℄℄. Commen�
ons parrappeler un r�esultat de Gutt (
f. [Gut℄) et g�en�eralis�e dans [Fe2℄ :



INVARIANT DE STAR-PRODUIT FERM�E 7Th�eor�eme 3.1. L'espa
e des appli
ations C [~�1 ; ~℄℄-lin�eaires T : A ! C [~�1 ; ~℄℄ tellesque T (f ? g � g ? f) = 0 est de dimension 1 sur C [~�1 ; ~℄℄.On peut ainsi d�e�nir une tra
e 
anonique Tr
an : A r ! C [~�1 ; ~℄℄,Tr
an(f) = 1~n [Z !nn! f + ~T1(f) + ~2� � �℄ave
 Tk(f) = R Dk(f)!nn! o�u les Dk sont des op�erateurs di��erentiels sur M .Nest et Tsygan d�e�nissent un quasi-isomorphisme de 
omplexes Z2-gradu�es (
f. [NT1℄),�~ : ( �C�(M;CCper� (A r)C[~�1 ;~℄℄); �� + b+B) �~�!( �C�(M;
2n��(M)[~�1; ~℄℄); �� + d)((CCper� ; b+ B) d�esigne le 
omplexe 
y
lique p�eriodique et ( �C�; ��) le 
omplexe de �Ce
h).Cette appli
ation est appel�ee densit�e de tra
e. Elle est obtenue par perturbation dur�etra
t par d�eformations (
f. [Ka℄) d�e�ni �a partir du quasi-isomorphisme lo
al suivant :dans le 
as o�u M = R2n , il existe un quasi-isomorphisme de 
omplexes � :(C�(A r)C [~�1 ;~℄℄; b) ��!(K�(A r)C[~�1 ;~℄℄; b)ave
 Kk(A r) = A r 
 ^k(R2n) � Ck(A r) = A r 
 �A 
kr . En e�et, dans le 
as o�u lavari�et�e est R2n , on peut munir l'alg�ebre de Weyl A r d'une �ltration qui nous permet denous ramener au 
as 
ommutatif (
omme pour la d�emonstration du th�eor�eme P.-B.-W.)et dans 
e 
as, le 
omplexe K�(A r) (qui est le 
omplexe de Koszul) et le 
omplexe C�(A r)donnent tous deux une r�esolution proje
tive de TorAr
Aopr� (A r ; A r). Nous avons un autrequasi-isomorphisme de 
omplexes :(K�(A r)C[~�1 ;~℄℄; b) $�!(
2n��(R2n)[~�1; ~℄℄; d)d�e�ni ainsi : on peut identi�er K�(A r) ave
 
�(R2n), espa
e des formes sur R2n (au moyende l'appli
ation f
yi1 ^� � �^yij 7! f d yi1 ^� � �^d yij ). Par analogie ave
 le travail qui suitla d�e�nition 1.2, on d�e�nit un isomorphisme s!~ : T �M ! TM: Cette appli
ation s'�etenden un isomorphisme s!~ : 
�(R2n) ! �(R2n ;^�R2n). Notons i !nn! : �(R2n ;^�R2n) !
2n��(R2n) la 
ontra
tion sur la forme !nn! . On d�e�nit alors l'appli
ation :$ : K�(A r)! 
2n��(R2n); par $ = 1~n i !nn! Æ s!~ :Par exemple, dans l'espa
e R2 = Ve
t(x; �) muni de la forme ! = dx ^ d �, on a $ :f 7! 1~f!, f 
 x 7! f dx, f 
 � 7! f d �, f 
 x ^ � 7! �12~f . En �etudiant 
ette appli
ationsur des 
oordonn�ees de Darboux, on v�eri�e que $ est un morphisme de 
omplexes. La
ompos�ee des deux appli
ations � et $ nous donne alors un quasi-isomorphisme entre les
omplexes (C�(A r)C[~�1 ;~℄℄; b) et (
2n��(R2n)[~�1; ~℄℄; d).Nous pouvons maintenant �enon
er le th�eor�eme de Riemann-Ro
h pour les 
hâ�nes p�erio-diques (
f. [NT1℄, [NT2℄ et [BNT℄) :



8 GILLES HALBOUTTh�eor�eme 3.2. le diagramme suivant est 
ommutatif �a homotopie pr�es :�C�(M;CCper� (A r)C ) s���������! �C�(M;CCper� (A �)C )�~Æp??y ??y��C�(M;
�(M)[~�1; ~℄℄)  ���������[Â(TM)[e�� �C�(M;
�(M)[~�1; ~℄℄)I
i, s est la sp�e
ialisation en ~ = 0, � est le morphisme de Ho
hs
hild-Kostant-Rosenberg(
f. [HKR℄), � est la 
ourbure de Weyl de r et p d�esigne l'extension des s
alaires :�C�(M;CCper� (A r)C ) ! �C�(M;CCper� (A r)C[~�1 ;~℄℄). Nous avons �e
rit i
i le th�eor�emepour le 
omplexe 
y
lique Z=2Z-gradu�e, 
'est-�a-dire que l'on identi�e a ave
 S(a) (o�u Sest l'appli
ation de Connes usuelle) pour tout a dans CCper� (A r).Nous allons maintenant donner une version \int�egr�ee" de 
e th�eor�eme. Pour 
ela, re-marquons que l'on peut �etendre Tr
an : A r=[A r ; A r ℄ ! C [~�1 ; ~℄℄ en une appli
ationCCper� (A r)C ! C [~�1 ; ~℄℄ : a00 + a20 
 a21 
 a22 + a40 
 a41 
 � � � 
 a44 + � � � 7! Tr
an(a00) (leproduit tensoriel est pris i
i sur C ). Par ailleurs, il est 
lair que pour tous f et g dansC1(M), R Æ�~ Æp[f; g℄ = 0 don
 R Æ�~ Æp est une tra
e. D'apr�es le th�eor�eme 3.1, R Æ�~ Æpest proportionnelle �a Tr
an et l'�egalit�e de 
es deux appli
ations en l'�el�ement 1 nous assurel'�egalit�e. Don
 :Proposition 3.3. On a : Z Æ �~ Æ p = Tr
an :Pour tout P dans Mn(A r) tel que P 2 = P , on peut d�e�nir 
h(P ) dans CCper� (A r)C telque Tr
an(P ) = Tr
an(
h(P )) :
h(P ) = tr(P +Xi�1 (�1)i (2i)!i! (P � 12)
 P
2i) ([Lo 8.3.3℄):Th�eor�eme 3.4. Ave
 les notations pr�e
�edentes, soient P;Q dans Mn(A ~(M)) tels queP 2 = P , Q2 = Q et P �Q est �a support 
ompa
t. Alors :Tr
an(P �Q) = Z M [
h(P0)� 
h(Q0)℄Â(TM)e��o�u P0 = P mod~ et la 
lasse de Chern de P0 est : 
h(P0) =P1m=0 1m! trP0(dP0)2m.Ce th�eor�eme est une 
ons�equen
e imm�ediate du th�eor�eme 3.2, de la proposition 3.3 et dufait que �(s(
h(P ))) = 
h(P0) ([Lo 8.3.9℄). Nous retrouvons ainsi le th�eor�eme de l'indi
e.Nous n'aurons besoin que du th�eor�eme 3.4 pour la suite de notre travail. Ce th�eor�eme, quiest sous forme \int�egr�ee", a �et�e d�emontr�e par Fedosov (
f. [Fe2℄) sans utiliser la versionalg�ebrique du th�eor�eme 3.2.Nous allons r�esumer la preuve du th�eor�eme 3.2 faite dans [NT1℄ et [NT2℄ et qui donneune nouvelle d�emonstration du th�eor�eme 3.4, 
ar les te
hniques nous seront utiles pour lasuite du travail. Nest et Tsygan exhibent un �el�ement � dans �C�(M;End(CCper� (A r))C )qui v�eri�e (on a même l'�egalit�e modulo ~) : �~ Æ p Æ � � � Æ s, o�u a � b signi�e



INVARIANT DE STAR-PRODUIT FERM�E 9que a et b sont dans la même 
lasse dans le 
omplexe Z2-gradu�e. Puis ils montrentque � � [Â(TM)e��℄�1 Id o�u le terme Â(TM)e�� peut être vu 
omme un �el�ement de�C�(M; C [~�1 ; ~℄℄� Id) ,! �C�(M;End(CCper� (A r))C ) (
'est �a 
e niveau que l'identi�
ationx = S(x) intervient). Ce
i nous permet de 
on
lure que :�~ Æ p Æ (Â(TM)e�� [�) Æ p � �~ Æ p � Â(TM)e�� [ � Æ s:La preuve du th�eor�eme 3.2 n�e
essite ainsi l'�etude de End(CCper� (A)) quand (A; j:j) estune alg�ebre gradu�ee. Cette �etude est faite dans [NT1℄. Nous en donnons i
i les grandeslignes qui nous serons utiles dans la partie suivante. Pour 
ela, nous allons d�e�nir desappli
ations �1 : C�(A;A)
C�(E �A; E �A)! C�(A;A) et �2 : Cper� (A)
Cper� (E �A)! Cper� (A)en 
orrigeant les erreurs de signes qui s'�etaient gliss�ees dans [NT3℄. Pour a0; : : :; an dansA nous notons �k la somme : Pk�1i=0 jakj+ k, et si a d�esigne (a0; : : :; an), nous notons jaj =�n+1 � 1. Notons en
ore E �A l'alg�ebre gradu�ee (C�(A;A); deg; Æ;[). Toutes les d�e�nitions,dans le 
as gradu�e, �gurent dans l'appendi
e.Proposition 3.5. L'appli
ation �1 : C�(A;A)
 C�(E �A; E �A)! C�(A;A),(a0 
 � � � 
 ak)�1(D0 
 � � � 
Dp) =Pi1<:::<ip (�1)�figa;Da0D0(a1; a2; � � �)
 � � �
 ai1 
D1(ai1+1; : : :)
 � � � 
Dp(aip+1; : : :)
 � � �+ P0�j�k+1i0<:::<ip�1 (�1)�0j;figa;D Dp(aj; : : :; ak; a0; : : :; ai0)D0(ai0+1; : : :)
 � � � 
Dp�1(aip�1+1; : : :)
� � � ave
 �figa;D = (jD0j � 1)(�k+1 � �1) + pPq=1 jDqj(�k+1 � �iq+1),et �0j;figa;D = jDpj( pPq=0Dq) + �j(�k+1 � �j) + (jD0j � 1)(�j � �i0+1)+ p�1Pq=1 jDqj(�j � �iq+1) + jDpj�k+1,est un morphisme de 
omplexes, 
'est-�a-dire : b(a�1x) = (ba)�1x+ (�1)jaja�1(b+ Æ)x:Proposition 3.6. (pour simpli�er les notations, nous posons, dans Cperk+1(A), ai = ai�k�1si k < i < 2k + 2) L'appli
ation �2 : Cper� (A)
 Cper� (E �A)! Cper� (A),(a0
� � �
ak)�2(D0
� � �
Dp) = (a0
� � �
ak)�1(D0
� � �
Dp)+ P0�q�p; 0�j�kj�i0<:::<ip�j+k(�1)�q;j;figa;D ��1
aj � � �
Dq(ai0 ; : : :)
� � �
Dp(aip�q ; : : :)
� � �
D0(aip�q+1 ; : : :)
� � �
Dq�1(aip ; : : :)
� � �(en se limitant aux p� q+1 > k+1, 
'est-�a-dire : D0 est situ�e apr�es a0),ave
 �q;j;figa;D = (Pr<q jDrj)(Pr�q jDrj) + �k+1 + 1 + (�k+1 � �j)�j+ pPr=q jDrj(�j+k � �ir�q ) + q�1Pr=0 jDrj(�j+k � �ip�q+1+r ),est un morphisme de 
omplexes : (b+B) (a�2x) = ((b+B) a)�2x+(�1)jaja�2(b+B+Æ)x:Dans 
es deux propositions nous avons 
onsid�er�e le 
omplexe de Ho
hs
hild gradu�e !Nous pouvons �etendre les produits �i en des lois internes sur Cper� (E �A; E �A). Traitons, parexemple, le 
as de �2, le 
as de �1 s'�etudiant de la même mani�ere.



10 GILLES HALBOUTD�e�nition 3.7. Soit ^ l'appli
ation E �A ! E �E�A d�e�nie par : D 7! D̂ =Pp�0D(p); ave
D(p)(D1; : : :; Dp)(a1; : : :; ak) = pXr=1 (�1) pPr=1 �ir �jDrjD(a1; : : :; Dr(air+1; : : :): : :):Cette appli
ation est un morphisme d'alg�ebres di��erentielles gradu�ees E �A ! E �E�A.En d�e�nissant maintenant le produit �2 sur E �A et non plus sur A, nous obtenons uneappli
ation que nous noterons toujours �2, Cper� (E �A) 
 Cper� (E �E�A) ! Cper� (E �A). En�n, en
omposant 
ette appli
ation ave
 Id
Îd , Cper� (E �A)
 Cper� (E �A)! Cper� (E �A)
 Cper� (E �E�A),nous obtenons la loi interne d�esir�ee (asso
iative �a homotopie pr�es) :Cper� (E �A)
 Cper� (E �A) �2�!Cper� (E �A):Si l'on regarde CCper� (A) 
omme CCper� (E0A) (
'est-�a-dire que l'on 
onsid�ere les �el�ementsde A 
omme des 
o
hâ�nes de degr�e 0) alors, puisque le produit �2 �etendu que nous venonsde d�e�nir se restreint �a CCper� (E0A), nous obtenons une autre loi interne (que nous noteronsen
ore �2) : CCper� (A)
CCper� (A)! CCper� (A). Ce produit est appel�e produit de Hood-Jones sur CCper� (A). Nous allons utiliser 
e produit non pas sur l'alg�ebre A, mais surl'alg�ebre E �A (nous voyons les 
o
hâ�nes sur A 
omme des 
o
hâ�nes de degr�e 0 sur E �A).Pour �eviter toute 
onfusion nous noterons � 
e produit :CCper� (E �A)
 CCper� (E �A) ��!CCper� (E �A):D�e�nition 3.8. Pour � dans CCper� (A) et D1; : : :; Dp; D dans C�(A;A), posons :J(D1^� � �^Dp
D)� = (�1)j�j pPr=1(jDrj�1)LD(�)�2 1p!X% �%L(D%1 � (D%2 � (� � ��D%m))� � �):o�u � d�e
rit les permutations de [1; p℄ et �% est le produit des �(i;i+1) selon une d�e
ompositionde % en produit de transposition, en notant �(i;i+1) = (�1)(jDij�1)(jDi+1j�1). En�n, on apos�e LD(�) = (�1)j�jjDj(��2(1; D)).Nous avons alors le r�esultat suivant ([NT3℄) :Th�eor�eme 3.9. Soit a l'alg�ebre de Lie di��erentielle gradu�ee (C�(A;A); j:j; [:; :℄G; Æ) o�u[:; :℄S est le 
ro
het de Gerstenhaber ([Ge℄). Soit (R�(a); �Lie) le 
omplexe de Lie asso
i�e�a a : R�(a) = ^�a 
 U(a) et �Lie est la d�eriv�ee de Lie gradu�ee. Alors l'appli
ation J :R�(a)! End(CCper� (A)) est un homomorphisme de a-modules �a droite et :[B + b; J(
)℄ = J((�Lie + Æ)
); 8
 2 R�(a):
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f. [NT3℄). A partir de l'a
tion d�e�nie dans le th�eor�eme pr�e
�edent,on peut 
onstruire un morphisme de 
omplexes naturel :C���1(A)� CCper� (A)! CCper� (A)o�u C���1(A) est le 
omplexe 
y
lique r�eduit. On se reportera �a l'appendi
e pour des d�e�ni-tions pr�e
ises.Con
luons 
ette partie en terminant le s
h�ema de la d�emonstration du th�eor�eme 3.2(
f. [NT1℄). Si l'on restreint la vari�et�e M �a un ouvert U 
ontra
tile et de Darboux, legroupe d'homologie �HC2n�1(A r)[~�1℄ est isomorphe �a C [~�1 ; ~℄℄. Si �1; x1; : : :; �n; xn estun syst�eme de 
oordonn�ees v�eri�ant [�l; xm℄ = ~Æml , pour tous 1 � l;m � n, le 
y
le�0 = 12n(~)n Alt(�1 
 x1 
 � � � 
 �n 
 xn) est un g�en�erateur du groupe �HC2n�1(A r)[~�1℄.En utilisant la suite spe
trale E2ij = H�i(M; �HCj(A r)), on peut 
onstruire un 
y
le� dans le 
omplexe �C�(M;C���1(A r))[~�1℄ ' �C�(M;End(CCper� (A ~(M)))C ) dont la 
lassed'homologie donne le g�en�erateur de �HC2n�1 sur 
haque ouvert 
ontra
tile de Darboux U�.En 
al
ulant � dans �C�(M;C���1(A r [�℄)C[~�1 ;~℄℄), on trouve : � �Pk�0 (Â�e��)�12m��(n+k);o�u � est un param�etre formel qui donnera l'identit�e dans End(CCper� (A r)). Ce
i a
h�evela preuve du th�eor�eme.
x 4. Cal
uls interm�ediairesNous voulons maintenant donner l'image de � (
o
y
le dans le bi
omplexe 
y
liquep�eriodique) dans le 
omplexe de de Rham (
f. [Co℄). Pour 
ela, nous allons �e
rire � grâ
eaux appli
ations d�e�nies dans les parties pr�e
�edentes. Nous gardons toujours les notationsdes parties 1 et 2 : (A r ; ?) est une d�eformation de A = C1(M)[[~℄℄.Proposition 4.1. Consid�erons l'appli
ation � d�e�nie dans la deuxi�eme partie : � =m?�m o�u m? est la multipli
ation ? et m est la multipli
ation 
ommutative de A � . Soientb? et b les bords de Ho
hs
hild dans les alg�ebres A r et A � Alors :L� = b� b?:D�emonstration. Il suÆt de prouver que pour une alg�ebre (A;m), l'appli
ation �Lm est lebord de Ho
hs
hild 
orrespondant. V�eri�ons 
ette propri�et�e dans le 
as non gradu�e (le 
asgradu�e se traitant de même) :Lm(a0 
 � � � 
 ak) = (�1)k(a0 
 � � � 
 ak)�2(1
m)= (�1)kXi (�1)k�ia0 
 � � � 
 ai 
 ai+1ai+2 
 � � �+ (�1)k+k+k+1anao 
 a1 
 � � � 
 ak�1+ (�1)k+k+1aoa1 
 a2 
 � � � 
 ak:C'est bien la d�e�nition de l'oppos�ee de la di��erentielle de Ho
hs
hild. �



12 GILLES HALBOUTD�e�nition 4.2. Nous posons, formellement :e� =Xi 1i!^i� 2 ^�a:Nous avons alors le r�esultat suivant :Proposition 4.3. Dans (A r ; ?), ave
 les notations de la partie pr�e
�edente :[B + b?; J(e�)℄ = J(e�)�L�: (1)D�emonstration. Remarquons d'abord que Æ�� 12 [�; �℄ = 0. Ce
i est imm�ediat 
ompte-tenude l'asso
iativit�e de m et m?. Dans ^�a
 U(a) nous avons ensuite :(Æ + �Lie)(e� 
 1) = e�(Æ� � 12 [�; �℄)
 1 + e� 
 L�:Nous pouvons appliquer le th�eor�eme 3.9, et notre r�esultat suit. �L'�egalit�e (1) s'�e
rit : (B + b?)J(e�)� J(e�)(B + b?) = J(e�)�b� J(e�)�b? ou en
ore :(B + b?)J(e�) = J(e�)(B + b):Nous venons de d�emontrer :Th�eor�eme 4.4. L'appli
ation J(e�) d�e�nit un morphisme de 
omplexes CCper� (A �) !CCper� (A r). De plus s Æ J(e�) = Id :Cette derni�ere formule d�e
oule dire
tement de la d�e�nition de J(e�).Etudions maintenant le 
o
y
le ' d�e�ni dans [CFS℄. Celui-
i est 
onstruit au moyen del'appli
ation T : A ! R qui est une tra
e (
f. d�e�nition 2.1). Cette tra
e n'est pas C [[~℄℄-lin�eaire mais elle peut s'�e
rire 
omme la 
ompos�ee d'une appli
ation C [[~℄℄-lin�eaire (qui esten
ore une tra
e) et de la proje
tion s d�e�nie dans la troisi�eme partie. Le th�eor�eme 3.1 nousassure alors que l'appli
ation T est proportionnelle �a s Æ Tr
an (on prolonge l'appli
ations en une proje
tion s : C [~�1 ; ~℄℄! C ). En 
omparant 
es deux fon
tions en l'�el�ement 1,on voit que : T = s Æ R e!~R Â(TM)e�� Tr
an : (2)Proposition 4.5. Pour f0; : : :; f2k dans C1(M), on a :s Æ R e!~R Â(TM)e�� Tr
an(p(J(e�)(f0; : : :; f2k))) = '(f0; : : :; f2k):D�emonstration. Soient f0; : : :; f2k dans C1(M) ; 
al
ulons sÆTr
an(p(J(e�)(f0; : : :; f2k))).D'apr�es la d�e�nition de �, la 
o
hâ�ne � � (� � (� � � � �)� � �) (o�u � apparâ�t l fois) est dans



INVARIANT DE STAR-PRODUIT FERM�E 13Pi�0 CCper2i (E �A). Soient � = a0 
 � � � 
 aj dans CCj(A) et S = S0 
 S1 
 � � � 
 S2p dansCCper2p (E �A); p > 0. Le produit ��2S fait apparâ�tre des termes de trois types :a0?S0(� � �)
� � �
S1(� � �)
� � �; S2p(� � �)?S0(� � �)
� � �
S1(� � �)
� � �; et 1
� � �
S1(� � �)
� � �Dans tous les 
as, l'�el�ement S1(� � �) intervient dans le i�eme fa
teur (i > 0) du produittensoriel, et don
 Tr
an(��2S) = 0 (d'apr�es la d�e�nition de Tr
an sur CCper� (A r)C ).p(��2S) = 0. Nous venons de d�emontrer que seule la proje
tion dans CCper0 (E �A) de��(��(� � ���)� � �) 
ontribue au 
al
ul de sÆTr
an(p(J(e�)(f0; : : :; f2k))). Cette proje
tionse 
al
ule par une r�e
urren
e imm�ediate : elle est �egale au produit des l termes � : � [(� [ (� � � [ �)� � �). Il est alors 
lair que :sÆTr
an(p(J(e�)(f0; : : :; f2k))) =Xi 1i!sÆTr
an(f0 ? (�[ (�[ (� � �[�)� � �))(f1
� � �
f2k):Ce
i d�emontre la proposition 
ompte-tenu de l'�egalit�e (2) et de la d�e�nition de '. �
x 5. Le r�esultat prin
ipalPour exprimer l'invariant ' en homologie de de Rham, nous voulons en fait �e
rire'(f0; f1; : : :; f2k) sous la forme R f0 d f1 ^ � � � ^ d f2kC(M) o�u C(M) est une 
lasse 
ara
-t�eristique asso
i�ee �a '. C'est 
ette 
lasse 
ara
t�eristique que nous 
her
hons �a 
onstruire.Soient f0 
 � � � 
 f2k dans CCper2k (C1(M)). Nous allons appliquer la version \int�egr�ee"du th�eor�eme 3.2 �a J(e�)(f0 
 � � � 
 f2k) o�u J(e�) est l'appli
ation d�e�nie dans la partiepr�e
�edente (� = m? �m). Nous obtenons alors :Z �~ Æ p(J(e�)(f0; : : :; f2k)) = Z Â(TM)e��� Æ s(J(e�)(f0; : : :; f2k)):Mais nous avons vu que s Æ J(e�) = Id (th�eor�eme 4.4) et que R Æ�~ = Tr
an (proposi-tion 3.3). De plus le morphisme de Ho
hs
hild-Kostant-Rosenberg s'�e
rit �(f0; : : :; f2k) =f0 d f1 ^ � � � ^ d f2k. On obtient alors : pour tous f0; : : :; f2k :Tr
an(p(J(e�)(f0; : : :; f2k))) = Z Â(TM)e��f0 d f1 ^ � � � ^ d f2k:Pour 
on
lure nous pouvons appliquer la proposition 4.5 qui relie le 
o
y
le ' et la tra
e
anonique. Posons 
(~) = R e!~R Â(TM)e�� . On a :s Æ 
(~) Tr
an(p(J(e�)(f0; : : :; f2k))) = '(f0; : : :; f2k):Nous avons ainsi d�emontr�e :



14 GILLES HALBOUTTh�eor�eme 5.1. Le 
o
y
le de Connes-Flato-Sternheimer donne la 
lasse 
ara
t�eristique :C(M) = s Æ R e!~R Â(TM)e�� Â(TM)e�� en homologie de de Rham, 
'est-�a-dire, pour tousf0; : : :; f2k dans C1(M),'(f0; f1; : : :; f2k) = Z f0 d f1 ^ � � � ^ d f2kC(M):Ce
i d�emontre que l'invariant ' d�e�ni par Connes Flato et Sternheimer 
lassi�e bienles star-produits ferm�es : quand on regarde 
et invariant dans le groupe d'homologie dede Rham, on v�eri�e qu'il ne tient 
ompte que des 
ara
t�eristiques de la vari�et�e M (termeÂ(TM)) et de la 
ourbure de Weyl de la 
onnexion r �a partir de laquelle on a 
onstruitle star-produit (terme e��). On retrouve ainsi un r�esultat 
ompatible ave
 la 
lassi�
ationde Fedosov et Kontsevi
h donn�ee dans le th�eor�eme 1.4.
x 6. Appendi
eDans 
ette partie, nous allons d�e�nir pr�e
is�ement les di��erentes appli
ations lin�eairesutilis�ees dans les parties pr�e
�edentes et notamment les di��erentielles de Ho
hs
hild pourles 
omplexes gradu�es. Soit (A; j:j;m) une alg�ebre gradu�ee. Si a = a0 
 � � � 
 ad est une
hâ�ne dans A nous notons �k la somme : Pk�1i=0 jakj + k, et jaj = �n+1 � 1. NotonsE �A l'alg�ebre gradu�ee (C�(A;A); deg; Æ;[) : o�u si D est dans Cd(A;A), deg(D) = d + ledegr�e de D 
omme appli
ation lin�eaire. Nous disposons aussi de l'alg�ebre de Lie gradu�eea = (C�(A;A); j:j; [:; :℄G) o�u jDj = deg(D)� 1. Voi
i les d�e�nitions :m(a1; a2) = (�1)ja1ja1�a2D ÆE(a1; : : :; ad+e�1) =Xi�0 (�1)jEj��iD(a1; : : :; ai; E(ai+1; : : :; ai+e); : : :)[D;E℄G = D ÆE � (�1)jEjjDjE ÆDDfE1; : : :; Epg(a1; : : :; ad) =X (�1) pPk=1 �ik �jEkj��D(a1; : : :; ai1 ; E1(ai1+1; : : :); : : :; Ep(aip+1; : : :); : : :)(D [ E)(a1; : : :; ad+e) = (�1)(jEj�1)��dD(a1; : : :; ad)E(ad+1; : : :; ad+e)(ÆD)(a0; : : :; ad) = (�1)(ja0j+1)jDj+ja0ja0D(a1; : : :; ad)+ d�1Xi=0 (�1)jDj+�i+1D(a0; : : :; aiai+1; : : :; ad)+ (�1)jDj+�d+1D(a0; : : :; ad�1)adD�e
rivons maintenant les di��erents 
omplexes. Commen�
ons par le bi
omplexe 
y
lique :



INVARIANT DE STAR-PRODUIT FERM�E 15(CC:(A); b+ B) o�u CCk(A) = A
 A
k et les di��erentielle sont donn�ee par :b(a0 
 � � � 
 ak) = k�1Xi=0 (�1)�ia0 
 � � � 
 aiai+1 
 � � � 
 ak+ (�1)(jakj+1)(�k+1)+1aka0 
 � � � 
 ak�1B(a0 
 � � � 
 ak) = kXi=0 (�1)(�k+1��i)��i1
 ai 
 � � � 
 ak 
 � � � 
 ai�1Si (A; �A) est en plus di��erentielle gradu�ee on �etend �A �a CC�(A) par :�A(a0 
 � � � 
 ak) = kXi=0 (�1)�ia0 
 � � � 
 �Aaj 
 � � � 
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