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Chapitre 1

Interpolation.

1.1 Interpolation polynomiale

1.1.1 Existence et unicité du polynéme d’interpolation.

Le probléme de l'interpolation est le suivant : Etant donné n + 1 points distincts
(4,9:), ¢ = 0...n, construire une courbe passant par ces points. On désire de
plus que la courbe soit lisse et donnée par une formule simple, du type y = f(z).
Ce probléme intervient dans de nombreuses situations industrielles.

Exemple. génie mécanique : construction de carrosserie par machines & com-
mande numérique. On rentre un certains nombres de points de controle (z;,y;)
et la machine calcule et usine la forme passant par ces points.

Exercice. Montrer que s'il existe une fonction f dont le graphe contient les
points (z;,y;), ¢ = 0...n alors les abscisses x; sout toutes distinctes.

Une facon simple de résoudre le probléme est de chercher la fonction f sous forme
d’un polynéme (qui est toujours C*). L’algébre linéaire donne immédiatement
le résultat d’existence et d’unicité du polynéme d’interpolation.

Théoréme 1 Etant donnés n + 1 abscisses distinctes xg,x1,...x, €t n+ 1
valeurs quelconques Yo, y1, . .- Yn, il existe un unique polynéme P de degré au
plus n tel que P(z;) =y;, j=0...n.

Preuve. Notons R, [X] = {ZZ:O apX¥ ar € R} I’espace vectoriel des poly-
noémes de degré inférieur ou égal & n. Soit 'application linéaire :

F:R,[X] — R"!
P (P(xg), P(x1),...,P(xy,))

Le noyau de F' se réduit au polynéme nul P = 0. En effet un polyndéme de
degré inférieur ou égal & n a au plus n racines, sauf s’il s’agit du polynéme nul.
L’application F' est donc injective. D’autre part la dimension de R, [X] est n+1,
donc F' est un isomorphisme. [ ]

On pourrait penser que ce théoréme résout complétement la question de l’in-
terpolation. En fait, le résultat précédent est théorique, il reste & construire
le polynome P, de facon simple, précise et flexible : c’est I'objet du reste du
chapitre.
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1.1.2 Interpolation et approximation

On peut aussi se poser la question de la précision de I'interpolation polynémiale
pour approcher une fonction donnée f sur un segment [a,b]. Etant donnée une
fonction f, quel erreur commet-on si on la remplace par un polynéme prenant
les mémes valeurs en des points fixés 7

Soit f une fonction définie sur le segment [a,b]. Soit n + 1 points distincts
Xo, L1, ... Ty de [a,b]. D’apreés le théoréme 1, il existe un unique polynéme P,
de degré < n tel que

P,(z;) = f(z;), 7=0...n.

On Pappelle polynéme d’interpolation de f aux points x;, i =0,...n.

Théoréme 2 (des accroissements finis généralisés) Soit f une fonction de
classe C" 1 sur le segment [a, b]. Soit n+1 points distincts xg,x1, ... 2, de |a,b].
Soit P, le polynome de degré < n qui interpole f auz x;. Il vérifie pour tout x
de [a,b] :

_ [V

fl@) = P,(x) = CE] (x—z0)(x—21)... (T — )

ot &, est un point de [a,b]!.

Preuve. La preuve repose sur le théoréme de Rolle appliqué « en rafale ». Consi-
dérons la fonction

p(t) = f(t) = Pa(t) = A~ (t = wo)(t —21) ... (t = 2n)

oll A est un paramétre réel qui sera fixé plus tard. Soit maintenant z € R
différent des x;, j = 0...n. La fonction ¢ s’annule en xg, z1, . . . 2,,. Choisissons
maintenant A de sorte que ¢ s’annule également en ¢ = z. C’est possible car
(x —zo)(z —x1) ... (x —x,) # 0. Ainsi la fonction ¢ s’annule en g, x1,...2,
et z donc au moins n + 2 fois sur intervalle [a, b]. Par application du théoréme
de Rolle sur chaque intervalle séparant deux zéros consécutifs de ¢, on obtient
que la fonction dérivée ¢’ s’annule donc au moins n + 1 fois sur [a, b]. De méme
la dérivée seconde ¢ s’annule donc au moins n fois sur [a, b]. En réitérant, on
obtient que ("1 s’annule au moins une fois sur [a, b]. Notons &, ce point tel
que "+t (£,) = 0. Mais la dérivée (n + 1)-éme de ¢(t) se calcule aisément (P,
étant de degré n disparait!) :

P HD(t) = fUED () = A+ 1)!

D’oit ’'on tire que
Fr &)
(n+1)! -

Ecrivons alors le fait que ¢ s’annule en ¢t = x.

A:

0= f(z) = Po(z) = A (x —x0)(x —x1)...(z — p).

En remplacant A\ par sa valeur on obtient le résultat.

ldépendant évidemment de
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Remarque. Lorsque n = 0, on retrouve le théoréme des accroissements finis
f(@) = fzo) = [ (€)(z — x0). m

Ce théoréme précise U'erreur d’approzimation entre f et P,.

(@) = Pa@)] £ 225 (0 — )@ — 1) .. (2 — 22)

(n+1)!
olt M1 = maxie(q) | f™ ) ()] qui est bien défini puisque par hypothése f("+1)
est continue sur [a, b].

Supposons que les x; soit réguliérement espacés, i.e.

x;=a+i-h, h=(b—-a)/n, i=0,...n

on peut alors calculer aisément le maximum de o<;j<p(z — ;).
Exercice. Montrer que

|ﬂ@—a@»g§mﬁ

V3

(@) = Po(@)] < o Ml

En conclusion, nous voyons que la qualité de 'interpolation dépend de ¢(x) =
(x —x0)(® —x1) ... (x — x,). Cette fonction s’annulle aux z; et vu les résultats
particulier des exercices ci-dessus, on pourrait croire que

|f(x) = Pu(@)| = O™

donc que la qualité de ’approximation augmente avec le nombre de points. Or il
n’en est rien, comme le montre la figure 1.1 qui trace la fonction ¢ pour 9 points
x; équidistants sur [—1, 1] (le pas h = 0.25). Le maximum de ¢ est environ 0.02 et
non pas h? ~ 4.1075. Ce phénoméne est général avec des points x; équidistants :
lorsqu’on augmente le nombre de points, ’approximation est trés mauvaise aux
extremités. Le polyndome d’interpolation oscille avec un grande amplitude vers
les extrémités.

1.1.3 Phénoméne de Runge

Soit la fonction t — 1/(1 + t?). Considérons son polynéme d’interpolation aux
points —5,—4,...,4,5. 1l se calcule aisément, par exemple avec MAPLE.

1 7 83 2181 149
1 0 s 6 iy |
a0’ T2 T 3400 1050’ a2t t

Si on trace les graphes des fonctions, on voit le probléme des oscillations aux
extrémités?, voir fig. 1.2

20n peut résoudre ce probléme en prenant des z; non équidistants , en raffinant la subdi-
vision i.e. en prenant plus de points vers les extrémités, voir 2]
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1.2 Polynémes de Lagrange.

Soient n+1 points distincts zg, 1, . . . 2,,. Nous allons donner une base de R, [X]
particuliérement adaptée & linterpolation aux points x;. Pour j = 0,... n,
notons

Li(X) = i (X — i)

! iz (x; — 1)

Remarque. Attention, c’est bien un polyndme, et non une fraction rationnelle :
I'inconnue X ne figure qu’au numérateur. Le dénominateur est une constante
de normalisation prévue pour que L;(x;) = 1. O

Exemple. Fixons n = 2 et explicitons les polynémes de Lagrange.

(X — ﬁl)(X — 1'2)

LO(X) - (930 - 331)(96‘0 - 562)
- (X — Io)(X — Iz)
LX) = (x1 — z0)(21 — 72)
- (X—.Z‘Q)(X—.Tl)
La(X) (z2 — z0)(T2 — 71)

Exercice. Visualisez quelques polynomes de Lagrange avec un logiciel gra-
phique. (voir fig 1.3).

1.2 T

-(1ooooo./384')*x*(x-o.2)*(x-o.e)*(x'-o.s)*(x-lg
1 -

08 -
06 -
04
02

0

-0.2

04 -

-0.6

-0.8

F1G. 1.3 — Un Polynéme de Lagrange de degré 5.
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Propriétés 1 L; est le polynome de degré n tel que L;(z;) = 0 pour i # j et
Lj(z;)=1:
Lj(xi) = bi4

Preuve. 11 suffit de faire X < z; dans la définition de L;. [

Proposition 1 La famille (L;)o<;<n est une base de R, [X].

Preuve. Comme la famille contient exactement n+1 éléments, il suffit de prouver
qu’elle est libre. Soit une combinaison linéaire

> NLi(X)=0

Faisant X « z; dans cette égalité, on obtient un seul terme non nul :
A =0.
En faisant cela pour chaque ¢, on obtient que la combinaison linéaire est triviale.

Propriétés 2 (formule de Lagrange) Etant donnésn+1 abscisses distinctes
To,T1,... Ty et n+ 1 valeurs quelconques yo, Y1, - . . Yn, le polyndme d’interpola-
tion est donné par l’expression :

P(X)= Y yLi(X)

0<j<n

Preuve. 11 suffit de remarquer que Zj y;jL;(x;) = y;Li(z;) = y; Un seul terme

de la somme est non nul ! [ |
Exercice. Formule barycentrique. Soit w; = m et pi(t) = 744 Mon-
trer que

s (t
Pty — Sebinlt)
Zi pi(t)
Cette formule est utile pour le calcul pratique (Cf TP). On remarquera que les
coefficients u;(t) ne sont pas positifs en général et sont a recalculer pour chaque
point .

Exercice. Montrer que ), w; = 0 (Indication : interpoler la fonction constante
1 et considérer le coefficient dominant).

Les polynomes de Lagrange conduisent & des formules élégantes. On verra en TP
I’algorithme de Neville qui permet un calcul rapide du polynéme d’interpolation.
Cependant la formule de Lagrange souffre d’'un handicap : ’ajout d’un point
nécessite de recalculer tous les polynémes.
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1.3 Polynémes de Newton.

Un base de l'espace R,,[X] des polyndmes de degré inférieur ou égal & n parti-
culiérement adaptée a l'interpolation est formée des polynome de Newton :

1,(X —.ro),(X —1‘0)(X —1‘1),. ,(X —xo)(X —J)l)(X —.232) (X —an_l)

Les polynomes Ny (X) = IIj<k—1(X — z;) sont appelés polynémes de Newton.
C’est une famille étagée, i.e. deg Ny, = k, donc c’est une base de R,,[X]. De plus
les racines de Nj sont exactement xg,x1,...2;r_1. Le polyndme d’interpolation
s’exprime suivant cette base par une formule élégante, qui se démontre par
récurrence (exercice).

Po(z) = flrol+flwo, z1](z—20)+. .. flro, 21, .., 20](2—20) (2—21) . . . (T—2p1).
(1.1)
ou les flxo,x1,...,xx| appelées différences divisées sont définies par récurrence :

flr] = flzo]

Tr1 — X0

flzo] := f(wo),  flwo, 1] :=

f[x07x17 e 7xk72axk] - f[x07x17 cee 71.1671]

Tk — Tk—1

f[$0,$1,~-,$k] =

Exercice. si f est de classe C¥ montrer qu'il existe ¢ tel que flxg, x1,..., 2] =
f<12)'(€).

Remarque. Dans la formule de Newton 1.1, on peut faire coincider des points :
Si par exemple xg = 1, x¢ est un point “double” la différence divisée devient

. fle] = flzo
flzo,x0] = lim M = f'(xo)

T1—To 1 — Xo
Le polynome d’interpolation vérifie donc en zg P(x9) = f(xg) ET P'(z9) =
f/(x0). On peut faire évidemment coincider plusieurs points (points triples, pour

faire coincider les dérivées secondes,etc. ... Lorsqu’on veut interpoler une fonc-
tion par un polyndme en faisant coincider les derivées premiéres et seconde, on
parle d’interpolation de Hermite. O

Remarque. La formule reste vraie si les z; ne sont pas rangés par ordre croissant.
O

Remarque. On peut voir la formule de Newton comme une généralisation de la
formule de Taylor. En effet, si les x; sont tous égaux & zg, et si on généralise la
notion d’interpolation de la fagon suivante : on cherche un polynéme de degré
n tel que

O

L’intérét des polynémes de Newton est que la formule de Newton se comporte
bien lorsqu’on ajoute un point supplémentaire x, 1, il suffit de corriger la for-
mule 1.1 en ajoutant le terme f[zg, x1,...,Tnt1](x —x0)(x — 1) ... (T — 2p).
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1.4 Splines cubiques naturelles.

1.4.1 Spline= tige souple

Pour des raisons pratiques, on aimerait interpoler une fonction avec une méthode
— qui soit flexible, en ce sens qu’elle gére facilement 1’ajout d’un point supplé-

mentaire,

qui ne génére pas d’oscillations du type phénoméne de Runge aux extrémités.
Un méthode, relativement récente (les années 1970) et maintenant universelle-
ment adoptée, est celle des splines cubiques, que nous présenterons succincte-
ment. La figure 1.4 illustre lefficacité de la méthode. On a interpolé la fonction
t — 1/(1 + t?) aux points —5, —3,—1,0,1,3,5 avec le polynéme d’interpolation
de degré 6 et aussi avec une fonction spline cubique (calculée avec MAPLE).

31 621 33 42 143
t— t 5, t< -3
758910 715300 | 5,380, 115200 ’
52001‘{'7 200 0 T %200’5 + 508 1 -3<t< -1,
1 - —-1<t<0,
s = %?9% ]5323 0<t<l
7567 OO7101 %409 3 - ’
e e, 1<t<s
~To10 T 5200 ~ Towo ! T E00l > 123
2]
1,5
1.
0, 5
N —
-4 -2 R 2 4

Fia. 1.4 Spline cubique vs interpolation de Lagrange

Les fonctions spline ne sont plus des polynomes, elles sont seulement polynomiale
par morceauz. Elles sont caractérisées par les trois propriétés

1. polynomiales par morceaux, de degré trois (d’ou le terme cubique) sur
chaque (i, zi41)
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2. elles sont de classe C2. En chaque z;, les dérivées premiéres et secondes &
gauche et & droite coincident.

3. la dérivée seconde s’annule aux deux extrémités xq et x,,.

Les fonctions spline sont en fait, solution d’un probléme mécanique simple : on
imagine une tige élastique ou tringle souple ® passant par les points (x;, f(z;).
La forme = — s(z) adoptée par la tringle doit minimiser I’énergie potentielle
(énergie élastique de déformation) qui s’exprime (voir cours d’élasticité) :

On démontre (et cela déborde du cadre de ce cours) que la fonction spline cu-
bique s est 'unique solution du probléme wvariationnel :
s minimise J(s) = %f;" s"(z)? dz parmi toutes les fonctions vérifiant les pro-
priétés

(i) s(x;) =wi;, 1=0,...,n

(ii) s est de classe C! sur [z, 2,]

iii) s est de classe C* sur chaque [z;, z;41
+

1.4.2 Calcul des splines cubiques

A partir des propriétés 1, 2, 3 il est facile de calculer la fonction s. Soit [z;, 2;41]
un sous-intervalle. Posons h; = x;,41 — x; et cherchons la restriction de s & cet
intervalle sous la forme :

Sz(.T) = ai(x — 1’1)3 + bl(l' — J’JZ‘)Q + Ci(l‘ — lL'Z) + dz

On obtient :
si(zi) = d; = Y
si(ziv1) = ah?+bih+chi+di = yiq
si(z)) = C;
Sg (xiJrl) = Saihf + 2b;h; + ¢;
si(zi) = 20; = vy
5;’(171'4-1) = 6azhz + 21), = y;/

d’ott l'on tire (exercice élémentaire) :

a; = i Wi — )

bi = 39!

¢ = AW —vi) - Bl +20))
d; = Yi

On voit donc que les valeurs des dérivées secondes y;, (en plus des valeurs yy de la
fonction & interpoler) déterminent complétement la spline. Pour les déterminer,
nous allons utiliser la continuité de la dérivée premiére. On obtient

1 hi

Sy (Tig1) = K(yi-i-l —yi) + 3(2%@1 + ;)

3c’est la traduction de P’anglais “spline”
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En faisant ¢ < ¢ — 1, On obtient la condition de continuité s;_,(x;) = s}(z;)

1 hi_1 1 h;
(Wi = yim1) + —— 2y +yi"1) = 7 Wir1 — vi) — = (Y1 +297)
hi—l 6 hz 6
En exprimant cette condition en x1,xs,...x,_1 on obtient un systéme linéaire
en les inconnues y{,y4, ...y _, dont la i¢ ligne est
1 12 " 6 6
hi—1yiq 4 2(hi—1 + hi)yi + hayi = ﬁ(yi—i-l — i) — ho s (Yi — Yi—1)
1 11—

Exercice. Assembler la matrice A du systéme obtenu et montrer qu’elle est
symétrique, tridiagonale, et & diagonale dominante. En déduire l'existence et
I'unicité de la spline cubique.

On peut enfin prouver que A est bien conditionnée :

Exercice. Montrer que la plus grande (resp. petite) valeurs propre de A vérifie

Amaz < max{2ho + 3h1,3(h; + hit1),3hn—2 + 2hn_1}

Amin = min{2ho + hy, hi + hiy1, hp—o + 2hp—1}

On peut donc calculer le conditionnement de A :

KZ(A) _ )\mam S Cte me'mx h’L

Amin min h;

Le calcul numérique de la spline cubique est donc rapide, fiable et précis.

Mentionnons pour conclure que d’autres types de splines existent, :

— on peut relaxer la condition de nullité des dérivées secondes aux extrémités,
cela est intéressant si la fonction & interpoler présente une grande courbure
aux extrémités.

— on peut monter en degré, mais on constate que les splines de degré supérier
oscillent davantage. On préfére utiliser les splines cubiques pour l'interpola-
tion.



Chapitre 2

Quadrature.

2.1 Méthodes élémentaires

2.1.1 Principe d’intégration numérique : poids et noeuds.

Soit f une fonction continue sur un intevalle [a,b]. Le but de ce chapitre est de
donner des méthodes de calcul approché de

b
[ f@ydo=1(s)
Bien sir, lorsqu’on connait une primitive F' de f, la valeur exacte est
I(f) = F(b) — F(a).

Cependant, ce cas est trés rare ...

Remarque. le nombre I(f) s’interpréte comme aire sous la courbe représenta-
tive de f, d’ou le nom quadrature, de quarrer, en ancien francais, calculer une
aire. O

Commencons par rappeler les méthodes élémentaires.

2.1.2 Rectangle, Trapéze, Simpson

Si on interpole y = f(x) par la fonction constante y = f((a + b)/2) i.e. si on
calcule I’aire du rectangle de hauteur f((a + b)/2), on obtient ’approximation

a+b
2 ):

I(f)=(b—-a)-f(

C’est la méthode du point milieu.

Si on interpole y = f(z) par la fonction affine y = f(a)+(xfa)w prenant
les mémes valeurs aux deux extrémités a et b, i.e. si on calcule I'aire du trapéze,
on obtient 'approximation

1) - o). LI

C’est la méthode du trapéze.

15
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Si on interpole y = f(x) par le polynoéme du second degré passant par (a, f(a)),
(aFb, f(2£2)), (b, f(b)) i.e. si on calcule I'aire sous la parabole, on obtient 1’ap-
proximation

a + b 1

)5

1
I(f) = (b—a) {Gfla) + ¢ f( f(®)}
C’est la méthode de Simpson.
Si on interpole y = f(x) par le polynome du troisiéme degré passant par
(j, f(zj))otx;=a+j- b_T“, j =0...3 on obtient 'approximation

2a+b a+2b 1

)+ SR+ Lo,

1) ~ (b~ a) - {3 f(a) + S ¢

C’est la Reégle des 3/8 de Newton.

Donnons pour terminer ce premier panorama une formule plus sophistiquée.
Si on interpole y = f(x) par le polynéme du quatriéme degré passant par
(xj, f(zj))oa;=a+j- bfT“, j =0...4 on obtient 'approximation

b b b
3a+ )+ 12f(a+ )+ f(a+3

1) = (b= a) { = f(@) + 52 f )+ g T

C’est 1la méthode de Villarceau.

En conclusion, pour donner une valeur approchée de I(f), on utilise donc un
tableau de valeurs de f, i.e. la donnée de f(z;) en certains points z; appelés
noeuds et on calcule ensuite une moyenne pondérée de ces valeurs, le coefficient
affecté & chaque valeur étant évidemment appelé poids.

Q) = (b—a)- 3 wif(w;)

Faisons maintenant quelques remarques importantes.

Remarque. La quantité

f; f(z)dx _ fab f(z)dx
b—a f: dx

correspond & la moyenne' de f sur (a,b). Or toutes les formules précédentes
sont, du type

ff NZ]fo

avec les poids w; positifs et tels que Z w; = 1. Ainsi on a remplacé la moyenne

f; a:) dx

continue par une moyenne discréte -, w; f(x;). O

Remargue. L'expression f — Q(f) = (b—a)->_; w;f(z;) est une forme linéaire,
comme 'était f — I(f) = f; f(x)dx. |

Remarque. L'expression f — I(f) = f: f(z) dx étant positive il est capital que
f= Q) = (b—a) > wif(z;) le soit également. 2 Cela impose que les

1
2

ou aussi & ’espérance de f(X) lorsque X suit la loi uniforme sur (a,b)
sans quoi on pourrait obtenir une intégrale approchée négative pour certaines fonctions
positives !
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w; soient positifs. Nous verrons que l'interpolation par des polynomes de degré
supérieur ou égal a huit conduit & certains poids négatifs, ce qui fait que les
formules de quadrature correspondantes sont dangereuses et inutilisées. O

Remarque. Les formules précédentes possédent une symétrie intéressante : elles
sont invariantes par le changement <« a 4+ b — x, i.e. la symétrie par rapport
au point milien du segment, qui échange a en b. les poids w; respectent cette
symétrie. Ainsi f : = f(a+b—x)et f:z— f(r) donnent la méme intégrale

approchée Q(f) = Q(f). Evidemment on a également I(f) = I(f)( calcul par
changement de variable.) O

On voit ainsi que Q(f) conserve les principales propriétés de I(f). C’est une
qualité extrémement agréable de la quadrature numérique.

Remarque. Une propriété de l'intégrale sera cependant perdue irrémeédiable-
ment : la stricte positivité. Prenons par exemple la fonction f : z — Hj(:r—xj)Q.
On a évidemment I(f) > 0 alors que Q(f) =0 O

2.1.3 Ordre et Formules d’erreur

Proposition 2 La méthode du point milieu est exacte pour f polynéome de degré
inférieur ou égal & un. La méthode du trapéze est exacte pour f polyndme de
degré inférieur ou égal & un. La méthode de Simpson est exacte pour f polyndome
de degré inférieur ou égal a trois. La méthode de Newton est exacte pour f
polyndme de degré inférieur ou égal a trois. La méthode de Villarceau est exacte
pour [ polynéme de degré inférieur ou égal G cing.

Preuve. la preuve repose sur la linéarité. Pour alléger les calculs on se raméne

aussi a 'intervalle [—1, 1] par changement de variable t — z = ‘%‘b + t@ qui

applique [—1, 1] sur [a, b]. Iintégrale se transforme par changement de variable :

/abf(a:) do = (b;;) /11 o(t) dt

a+b (b—a)
5 Tt )

ou
p(t) == f(z) = f(
1l suffit alors de prouver que

[ ettt =2 wela)

J

pour ¢(t) = 1,t,t2,.... Pour la constante ¢(t) = 1, I'égalité est équivalente a la
somme des poids valant 1.
ij) =1.
J

Les autres calculs sont facilités par I’(im)parité. Pour la méthode du point mi-
lieu, par imparité I(f) = Q(f) = 0 pour (t) = t. Pour Simpson, par imparité
I(f) = Q(f) = 0 pour ¢(t) = t3. Pour Villarceau, lorsque ¢(t) = > on trouve
I(f) = Q(f) = 0, ainsi il suffit de vérifier lexactitude pour t2,t*. On voit aussi
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que l'imparité permet de gagner un degré, on a intérét a utiliser des formules
avec un nombre impair de noeuds. [ ]

Remarque. On voit aussi que I'imparité permet de gagner un degré, on a intérét
a utiliser des formules avec un nombre impair de noeuds. O

Cela motive la définition suivante.

Définition 1 On dit que le degré de précision d’une quadrature est m si elle
est exacte pour tous les polyndmes de degré inférieur ou égal & m, mais pas pour
tous les polynomes de degré m + 1

Exercice. Formule de Newton-Cotes. Soit ¢ < zg < ... < &, < b. Soit (L;);
les polynomes de Lagrange (voir chapitre précédent) correspondant & cette sub-
division. Montrer que Q,(f) = (b —a)>_ w;f(x;) ou les poids sont donnés par

b,
w; = W est I'unique régle de quadrature exacte pour les polynémes de

degrés inférieur ou égal a n.

Propriétés 3 On a les formules d’erreur suivantes :

b _ a+b (b_a)3 "

@ = -0 s+ B e

b _ @)+ 10 _(b-a

e = o) LOTTE - C e,

b B 1 4, a+b 1 (b—a)® .,

Hayde = -0 (5r@) + 515D + 51O} - S 1)

b a a

f@yde = b-a)- (5@ + o7 e 2Ry L
(b—a)® .4

b a a a

fydr = (b-a)- (g fla)+ o fFCUER) ¢ 2RO E 0y 4 Rty
(b—a) .6
10353607 V),

pour f de classe C* (resp. C*,C%) sur [a,b] et & € [a,b] (évidemment dépendant
de la formule utilisée).

Preuve. Les preuves s’appuient par exemple sur la formule de Taylor avec reste
intégral (qui n’est rien d’autre que la formule d’intégration par partie appliquée
en rafale) et le lemme de la moyenne que nous rappelons.

Lemma 1 Soit g(z) une fonction mesurable positive sur [a,b]. Soit f continue
sur [a,b]. Alors il existe & € [a, b] tel que

/a ' Fla) - gla)dz = £ / " (@)

7
+ o)}

(2.5)
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Démontrons par exemple la formule des trapézes 2.2. Par une intégration par
parties,

/ f(@) da = / (= O f () de + [( — ) f(@)]’.

Pour raison de symétrie, il est judicieux de choisir ¢ := ‘ITH’
b b
b b

En intégrant a nouveau par parties :

’ P (x—a)(z— a
/f(w)dwz/ Wf“(x)dwrw_

L’erreur I(f) — Q(f) est donc exactement

b —a)lxr — b r—a — X
[ g gy [

2 2
Le lemme de la moyenne s’applique car g(z) := W > 0. On obtient alors

b
()~ Q) = —1"() / o(x)da

Or g(x) est un polynéme de degré 2, on peut utiliser Simpson qui est exacte
3
pour calculer [* g(z)dz = (b—a){1/6 x 0+4/6 x (b—a)2/8+1/6 x 0} = L7290

12
Les autres formules oeuvent se démontrer de maniére analogue.

Remarque. On peut aussi utiliser le théoréme des accroissements finis géné-
ralisés 2 qui donne la différence entre le polynéme d’interpolation et la fonc-
tion. Cependant, il faut prendre garde aux changements de signe de la fonction
(x —zo)(x — 1) ... (x — z,,) aux points z;. O

On voit dans ce résultat que la précision des formules de quadrature croit avec les

nombre de noeuds, et qu’on a intérét a prendre des nombres de noeuds impairs.

Cependant, les termes d’erreurs font intervenir les dérivées d’ordre élevé de la

fonction f a intégrer.

Si la fonction est peu réguliére, on ne doit utiliser que les formules les plus
simples.

— Si la fonction oscille beaucoup, il y a un risque que les dérivées d’ordre élevé
soient trés grandes, penser par exemple & sin(nz). La aussi il faut éviter
d’utiliser les formules d’ordre élevé.

Les formules d’ordre élevé ne présentent un intérét que si 'intégrand f est trés

régulier. De plus, les problémes liés a l'interpolation d’ordre élevé en des points

équidistants constatés au chapitre précédent (oscillation de grande amplitude
aux extrémités) se traduisent ici par 'apparition de poids négatifs, & partir de

n = 8. On n’utilise donc ces méthodes que jusqu’au degré 7.

Dans tous les cas, il faut faire attention a la largeur de lintervalle (b — a)

qui doit étre toujours inférieure a 1, & cause du terme (b — a)", c’est pour cette

raison qu’on préfére utiliser les méthodes composées qui font I’objet de la section
suivante.
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2.2 Meéthodes & pas multiples

2.2.1 Principe des méthodes composées.

On subdivise l'intervalle [a,b] en n morceaux : a = 29 < 1 < ... < Ty = b.
Lorsque le pas de la subdivision est constant® : x; = a+j-(b—a)/n j=0,...,n.
La relation de Chasles donne :

/abf(m)dx = Z/m“ f(z)dz.

Puis on applique une quadrature sur chaque intervalle de la subdivision. Pour
la méthode des trapézes, on obtient ainsi :

R S (EE R RS Om .y

n 2 12n3

En remarquant que, hormis les extrémités a et b, chaque point x; apparait dans
deux termes

” b—a) | f(a D\ - (3,0
R D S (IR R { }

- 12n2 n
a<zj<b

Le terme w peut s’exprimer comme une moyenne de valeurs de f”. Si

f est supposée de classe C2, on peut utiliser une forme discréte du lemme de
la moyenne, trés facile & prouver W = f"(&) avec £ € (a,b). On obtient
ainsi :

b —a a a 3
[ 1w =D LD 5 gy LD - B2 ),

- 12n2
a<zj<b

Notons

r,(5) = LoD Sy T

n - 2
a<zj<b

1,0 = - L, 3 1) SO

- n 2n
a<zj<b

On remarque que T, (f) est (encore) une moyenne des valeurs de f aux points
xj, ot les extrémités a et b sont affectées d’'un poids deux fois moindre que les
points intérieurs. Finalement

b _ )’
[ stz =10 - e,

30n peut aussi prendre un pas adapté a la fonction, plus fin 1 ou elle oscille beaucoup et
plus grossier 14 ou elle varie peu. Ce sont les méthodes adaptatives dont I’étude dépasse la
portée de ce modeste fascicule.
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Plus simplement on retiendra

n2

b
1
[ e =100+ 005)
Le méme principe, appliqué a la méthode des rectangles donne :

Ralf) = 43 fagi)

Les points ;12 = % correspondent aux milieux des segments (z;,z;+1).
Remarquer que R,(f) est la moyenne arithmétique des f(z;41/2). On a égale-
ment 'approximation du méme ordre :

b 1
[ o = Bu()+0()

Pour la méthode de Simpson :

(b—a)

Sn(f) =

Z éf(a:j) + %f(xj+1/2) + %f(xj+1)
J

En regroupant les poids par noeud de chaque type :

Sulf) = (b=a) - f@+ 3 o)+ 3 o gy + 0

6n ,
0<j<n

Il s’agit évidemment toujours d’une formule de moyenne car la somme des co-
efficients est : 1/6n + 2(n — 1)/6n + 4n/6n + 1/6n = 1. En utilisant & nouveau
le lemme de la moyenne, on prouve la formule d’erreur :

/a " fa)de = Su(f)

Plus simplement on retiendra

b
1
[ s = 5.0+ 005
2.2.2 Accélération de la convergence. Extrapolation de Romberg-
Richardson.

Le principe de 'accéleration de la convergence est simple et peut s’appliquer
atoute suite dont la vitesse de convergence est controlée explicitement. Voyons
cela sur un exemple, celui du calcul approché d’intégrales par la méthodes des
trapézes. Notons

b
I= / f(x)dx
On peut démontrer (formule d’Euler-Maclaurin voir TP 4) que

« 1
7%/::I‘+ %§'+’O(EZ)
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Si on double le nombre de noeuds la précision est alors

a 1
T, =1+ — +0(—
2 +4n2+ (n4)

En combinant judicieusement ces deux approximations, on peut en construire
une beaucoup plus précise :

ATy, — T, 1
T3, = — 3 =1+0(3)

Supposons (c’est encore une conséquence d’Euler-Maclaurin) que

6] 1
T [
2 =4 nt + O(E)

On réitére alors le procédé :

3 1
!/
16T, — T4 1
"o 4n 2n __
Tj, = === = 14 0(—)

etc...En pratique on dispose les calculs ainsi

T,
T2n T2In
précision | 0(3z) 0(:r) 0(%)

nt nb

Evidemment on peut continuer, mais au deld d’un certain nombre d’accélération,
les erreurs d’arrondis gatent ’amélioration escomptée.

Remarque. Le procédé de base consiste & extrapoler a la limite. En effet T4, est
un barycentre de T, et Ty, avec des coefficients 4 et —1. Cela revient a placer
sur une droite Ty, a Pextérieur du segment (7,,7T%,) dans une proportion bien
choisie. Faire un dessin.

O

Remarque. on voit aisément que

T, R
TM:%

ainsi on fait la moyenne arithmétique des trapézes et des rectangles. De plus

b—a 1 4 1
Ty, = (ni) zj: gf(%‘) + 6f($j+1/2) + 6f($j+1) = Sn

qui redonne Simpson.* |

4comparer T} et Villarceau.
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2.2.3 Methode de Montecarlo

Une méthode particuliérement simple est la méthode de Montecarlo. On tire au
hasard les noeuds suivant une loi uniforme sur [a,b], en utilisant par exemple
un générateur de suite aléatoire (rand en scilab). On approche I'intégrale par la
moyenne arithmétique des valeurs au noeuds

Z1§jgn f(é-])

1) ~ (b - a) - { SIS0

Evidemment le résultat est un variable aléatoire qui dépend de ’échantillon des
noeuds tirés. On montre en cours de probabilités que

(b— a){w}

n
est un estimateur sans biais de I(f) et on peut donner un intervalle de confiance
de largeur O(1/4/n), grace au théoréme central limite. Certes la convergence est
bien plus lente que les méthodes déterministes, mais on ne fait aucune hypothése
de régularité sur f. D’autre part la vitesse en O(1/4/n) est conservée lorsque on
calcule des intégrales multiples par cette méthode, alors que la convergence des
méthodes déterministes se dégrade lorsque la dimension dépasse 4.

2.3 Meéthode de Gauss et polynémes orthogonaux.

2.3.1 Introduction.

Nous avons construit des formules du type de sorte qu’elles soient exactes pour
des polynomes de degré le plus élevé possible. Jusqu’a présent, on a placé les
noeuds de fagon équidistante. On choisissait ensuite les poids de fagon a avoir la
précision maximale. Pour une formule & n points, on avait un degré de précision
n (cas n impair) ou n — 1 (cas n pair).

Remarque. La précision maximum théorique est 2n—1. En effet, soit le polyndéme
P(z) :=1Lj(z—x;)? o les noeuds sont les z;. Le degré de P est 2n. Le polynome

P est positif non identiquement nul donc on a évidemment f; f(x)dx > 0 alors
que Q(f) = 0. O

La précision maximale théorique est donc (2n—1). Les méthodes que nous avons
construites jusqu’a présent sont de précision maximum n. Nous allons mainte-
nant construire effectivement une méthode de précision 2n — 1 en optimisant le
placement des noeuds.

2.3.2 Meéthode de Gauss.

Théoréme 3 ] existe une et une seule formule de quadrature

Q(f):==(0b—a) <Z wkf(:vk)>
k

exacte pour les polynomes de degré < 2n — 1. Sur Uintervalle [—1,1] elle s’ex-
prime ainsi :

/f@wzzwﬂm
-1 &
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ot les xyp sont les racines du n® polynéme de Legendre

1 d"
2nn! dz™

1 2
r—X;
wk:2wk:/ Hk< J)d(E
—1 i xk—a:j

Remarque. La formule sur [a,b] se déduit de celle sur [—1, 1] par changement
de variable affine. Voir proposition 2. En particulier, comme la longueur de
lintervalle [—1,1] est 2, on a ), wy = >, 2w, = 2. O

Po(x) = (@ = 1)"}

et

Avant de démontrer le théoréme, donnons quelques cas particuliers.

Py=1P(x)=x,Px)= %(3x2—1),P3(x) = %(5x3—3x),P4(x) = 8(

Cela donne pour n = 2, =1+, wp=1

1 1 1
/Qﬂwm~fky§+f%§)

[ e Si B+ S0+ 2D

Testons la précision de ces méthodes sur une exemple simple. Prenons

Pour n =3

Simpson donne

1
11 4
/ fa)de = 2{ 7+61+77}—§—1.66
-1

Gauss ( 2 points) donne

1
1 13
dr =~ + =-=15
/,1f(x)m 1+1 1417 2

Gauss (3 points) donne

8 5 1 19
S = =156
/ I 91+—+9+91+§ 12

Sur cet exemple, avec un nombre de point réduit la méthode de Gauss & 3 points
est précise & 1072 prés alors que Simpson est précise & 107! prés. Pour n > 5 les

1
—(352*—3022+3)
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noeuds xj ne s’expriment pas a ’aide de radicaux, ils sont cependant tabulés et
disponibles dans les logiciels évolués.
Preuve. Existence.

Soit 1 &
2
= e @
P, est un polynome de degré n exactement. En effet, il est obtenu en dérivant n
fois le polynoéme (2% —1)" qui est de degré 2n. Montrons maintenant que P, (z)
a exactement n racines simples sur | — 1, 1[. Nous allons appliquer le théoréme
de Rolle en rafale. Le polynéme P(z) = (22 — 1)" prend la méme valeur en
z=—1et x=+1, donc il existe c €] — 1,1[ tel que P’ = <L (22 — 1)" s’annule
en c¢. Comme —1 et 1 sont racines de multiplicité n de P, —1 et 1 sont encore
racine de P’ mais de multiplicité n — 1. Le polynéme P’ prend donc la méme
valeur en —1, ¢, 1. Par le théoréme de Rolle, P” s’annule donc entre —1 et ¢ et
entre c et 1, cela fait donc deux racines en dehors des extrémités. Comme —1 et
1 sont encore racine de P” de multiplicité n — 2, on peut réitérer : a I’étape n

P, (z) :

ar .,

L -y
s’annule donc n fois sur | — 1,1[. Comme P, (z) est de degré n cela fait donc
exactement n racines simples ( de multiplicité un) sur | — 1, 1][.

Montrons maintenant que la famille P, est une famille orthogonale de L?(]—1, 1)
muni du produit scalaire

(fig) = /_1 f(z)g(x)dx.

1l s’agit de prouver que (P,, P,,) = 0 si n # m. Cela se montre trés simplement
par récurrence sur m — n en intégrant par parties (exercice).

Soit maintenant un polynéome P(x) quelconque de degré < 2n — 1. Effectuons
la division euclidienne de P par le n polynéme de Legendre P,.

P=P,-Q+R. (2.6)
Comme degR < degP,, = n, le degré de @ est < n—1. La famille Py, Py, ... P,_1
est étagée, donc elle est libre et c’est une base de l’espace des polynémes de

degré < n — 1. Or P, est orthogonal & Py, P, ... P,_1, donc par linéarité P, |
vect(Py, Py1,... Ph—1) =R, [X] et P, L Q :

1
/ Po(2)Q(x) dz = 0.
—1
Avec Eq. (2.6) il vient

/_ 11 Plz)dz — /_ 11 R(z) da.

D’autre part la formule de quadrature donne :

> wiP(wy) =Y wi(Palzn)Q(zx) + Rlzy)) = > wiR(wy)
k k k
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car les xj sont justement les racines de P,.
Il reste & montrer que

-1

/1 R(z)dx = Zka(zk)
k

pour tout polyndéme R de degré < n — 1. Ceci ne pose aucune difficulté, il suffit
de bien choisir les poids wy.

Lemma 2 Soita <z < x9 < ...z, < a. Il existe un unique wi,ws,...w, tel

que
/ fl@)de =" wyf(wr)

pour tout polynéme R de degré < n — 1.

Preuve. 11 suffit de prendre w;, = fab Li(z)dx ot Ly est le k° polynome de
Lagrange. ]

Avec ce choix de wyg, la formule de quadrature est exacte jusqu’au degré 2n — 1
puisque

/ P(z)dx = / R(z)dx = Zka(xk) = Zka(xk)
-1 -1 k k

Le probléme dans le lemme c’est que rien ne garantit la positivité des poids :
wy, > 0. ® Mais ici, un miracle se produit. Comme la formule de quadrature est
exacte pour P de degré < 2n—1, elle 'est pour P := L? qui est de degré 2n — 2.
Rappelons que
L,(x) = A=),

i (T — ;)

Calculons )
/ Ly(x)* dx = E w; L3 () = wy,
-1 X
J

car dans la somme un seul terme est non nul. On obtient finalement

1
wk:/ Li(x)*dz >0

-1

Unicité.
Soit une autre formule de quadrature & n noeuds définie par les noeuds zj, et
les poids wy,, k =1,...,n. Les poids sont évidemment supposés non nuls, sinon

le noeud x’'k ne compte pas dans la quadrature
Q'(f) =D wif(xh).
k
Soit L'k le polynome de Lagrange construit sur les noeuds x; Il est de degré
n—1donc P, L L'k :
1
/ P, (z)Li(z)dx =0

-1

5Fn fait, pour n > 8 avec des noeuds zj, équidistants, certains poids peuvent étre négatifs.
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Or en utilisant la formule de quadrature qui est exacte car deg P, - L) < 2n—1,
on obtient

/ Pu)La(e) d = S Pl L () = e Pala'h),

-1

D’ou ’on tire que
P,(z'k) =0

donc que les noeuds z’k sont les racines de P, donc, a permutation éventuelle
prés, ils sont égaux aux xj. Les deux quadratures ont donc les mémes noeuds,
elles ont donc aussi les mémes poids correspondants (intégrer par exemple les
polynomes de Lagrange avec les deux formules).

|
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Chapitre 3

Méthode des moindres carrés.

3.1 Présentation du probléme. Régression linéaire.

3.1.1 Droite des moindres carrés.

Soient n observations t;,y;. On cherche une droite y = at 4+ b passant « au
mieux » par ces points au sens suivant :

yi =at; +b+e

avec > €2 minimum.

Exemple. On mesure la position d’une fusée en route pour Mars. y; position
a 'instant t;. a représente la vitesse de ’engin, b sa position initiale, ¢; l'erreur
de mesure.

Exemple. On mesure le poids d’un échantillon de personnes en fonction de leur
taille.Dans ce cas 'expérience montre que la courbe ressemble & une parabole
y = at®. En passant au logarithme, on se rameéne au cas précédent :

Iny, =Ilna+2Int; +¢;

L’indice de masse corporelle est le rapport poids/taille?. Pour plus d’exmples

et des simulations interactives voir le site de demo de Mathematica.

http ://demonstrations.wolfram.com/LinearAndQuadraticCurveFittingPractice/
Plus généralement, on veut approcher /approximer/ ajuster/fitter n observations

t;,y; par un polyndéme de degré fixé m <n — 1

p(t) =ap+art+ ...+ apt™

de sorte que lerreur quadratique
> (o(t:) = vi)?
i
soit minimum.

Remarque. Lorsque m > n — 1 et que les points ¢; sont distincts, il suffit de
prendre m = n — 1 et on se raméne au probléme de I'interpolation qui peut étre
exactement résolu. Le polynéme passe exactement par tous les points ¢;, y; Voir
chapitre interpolation et I'erreur quadratique est nulle donc minimum. O

29
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Degree ,T

60
551 + +

50 +
T Walues

43,1263
40

35r

251

201

Export... 5.5

Fi1Gg. 3.1 un exemple de régression linéaire avec Matlab

Degree

55

50
45

T alues

44,5925 40

35

30

25

20

15

Expaort... 5.5
Close X Walues

FiGg. 3.2 un exemple de régression quadratique avec Matlab
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Lorsque m < n — 1, on ne peut pas en général trouver de polynéme p de degré
m tel quep(t;) = y;. Cela se traduit par le systéme

a0—|—a1t1+...+amt’1" = N
ao+a1t2+...+amt§” = Y2
ao+ aity +...Fant) = Yn
dont les inconnues sont les coefficients du polynome, i.e. le vecteur a = (ag, a1, ..., am)"

de dimension m+ 1. Ce systéme est surdéterminé : il y a n équations mais seule-
ment m + 1 inconnues. En général, il n’a pas de solutions, sauf si le second
membre vérifie des conditions de compatibilité particuliéres.

3.2 Interprétation géométrique et écriture matri-

cielle.
Notons maintenant
1t & m
e 1 ty t3 m
1ot, t2 ... tm

la matrice de taille n x (m + 1), appelée matrice de Vandermonde. On constate
aisément que pour a = (ag, a, ..., amy)" € R™*! le produit

Aa=(P(t1),P(ts),...,P(tn))" € R"

Munissons alors R™ de la norme euclidienne usuelle : pour z = (z1,...,2,)7 €
R™, ||z]|* =Y, 27 = 2" =.

Le probléme des moindres carrés se traduit alors :

Etant donné y = (y1,...,%,)" € R® On cherche a = (ag, a1, ...,a,)" € Rm+!

tel que [[Aa —yl[* = 37, (y; — P(t;)? soit minimum.
On est ainsi conduit & minimiser la distance

_ 2 _ : _ 2
ly — Aafl” = min |ly —Ac]

Or lorsque le vecteur ¢ décrit R™+1, le vecteur A c décrit le sous espace vectoriel
Im A, image de 'application linéaire de matrice A :

A: R Rn
c — Ac

1l s’agit donc simplement de calculer la distance du vecteur y au sous espace vec-
toriel Im A. Or on sait que la distance est réalisée pour la projection orthogonale
du vecteur y = (y1,...,yn)? sur le sous-espace vectoriel Im A.

Cette interpétation géométrique rend le probléme trés simple & résoudre, car
on sait que le sous espace Im A est l’espace engendré par les vecteurs colonnes
de A. Nous allons donner la méthode dans le théoréme suivant.



32 CHAPITRE 3. METHODE DES MOINDRES CARRES.

Théoréme 4 Soit b € RP et soit un systéme surdéterminé Ax = b avec A
matrice n X p, n > p. La quantité ||Ax — b||? est minimum si et seulement si
Ax est la projection orthogonale de b sur l’espace engendré par les colonnes de
A, ce qui équivaut encore a

AT Ag = ATb (3.1)
Ce systéme linéaire s’appelle la forme normale du systéme Ax = b.

Preuve. La norme ||[Ax —b||? =< Az —b, Az —b >. Soit b* = Az* la projection
orthogonale de b sur ’espace vectoriel Im A.

|[Az —b||> =< Az —b* +b* — b, Az —b* +b* —b >
développons le carré scalaire :
|[Az —b||> = [|Az —b*||> +2 < Az — b*,b* —b > +||b* — b||?

Comme b* est la projection orthogonale de b sur Im A, on a (b* —b) L Im A
donc

<Az —b 0" —b>=<Az—Az" 0" —b>=< Az —2"),b" —b>=0
1l reste donc
|Az —b]|* = [[Az = 0"]|* + []b* — b]|?
(On reconnait ici le théoréme de Pythagore, faire un dessin.) On en conclut que
|Az —b|* > [|b* = b|]* = ||Az* — b]|?

Donc
[|Ax* — b||2 = min ||b — Ax||2
x€ERP

Il reste & caractériser la projection orthogonale b* de b sur Im A. Elle est
définie par les deux conditions :

(i) b*€eImA

(ii) (b*—=b) LImA
La premiére condition se traduit par b* = Ax* pour un vecteur z*. Comme
Im A est engendrée par les vecteur colonnes de A, la seconde condition signifie

que
(b*—b) L Aey, k=1...p

<(b—Azx"),Ae,>=0 k=1...p
En utilisant la transposée de A

<AT(b—Azx*),e,>=0 k=1...p
Donc le vecteur

AT (b—Az*)=0
Ce qui donne
AT Ag* = AT
|

Il reste a voir si le systéme sous forme normale (3.1) admet bien une solution
unique. C’est I'objet de la proposition suivante.
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Proposition 3 Soit A matrice n xp avec p < n. La matrice AT A est inversible
si et seulement A est de plein rang, i.e. rang(A) = p. De plus dans ce cas AT A
est symétrique définie positive.

Preuve. Tl est immeédiat que AT A est symétrique :
(AT AT = AT (ATYT = AT A
La positivité signifie que
< AT Az, z > >0.

Or < AT Az,x >=< Az, Az >= ||Az||? > 0. La stricte positivité signifie que
Ve #0, <ATAz,x2>>0

Ou encore
<ATAz,z>=0=2=0

Or
<ATAz,z>=||Az|P=0= Az =0

Or Az =),z Ae, =), 2, Cp otl & = (21,292,...,2,) et C, = e, désigne
la k-éme colonne de A. Donc Az = 0 pour un x # 0 si et seulement si les
colonnes de A ne sont pas indépendantes. On obtient donc que la matrice AT A
est définie positive ssi les colonnes de A sont indépendantes i.e. rang(A) = p.
Enfin la matrice AT A est carrée. Donc elle est inversible ssi son noyau est
réduit au vecteur nul.

AT Az =0=< AT Az,z >=||Az|  =0= Az =0

et nous venons de voir que A x = 0 pour un x # 0 si et seulement si les colonnes
de A ne sont pas indépendantes. [ |

Remarque. la condition rang(A) = p n’est possible que si p < n, car le rang
d’une matrice est a la fois le rang des lignes et le rang des colonnes. O

Nous pouvons maintenant appliquer la théorie au probléme de ’approximation
polynémiale au sens des moindres carrés. La matrice

1t 8 .t
1ty t3 ... to

A= . . (3.2)
Lot, 2 ...t

la matrice de taille n x (m + 1). Le vecteur b = (y1,¥2,...¥yn). On cherche
a = (ag,ay,...,am) € R™! tel que [ly — Aal[* soit minimum. D’aprés le
théoréme précédent, a est solution du systéme

AT Aa = ATy
Vérifions que le systéme a une solution unique

Proposition 4 Soit A la matrice de Vandermonde (3.2). La matrice AT A est
inversible ssi les abscisses t1,to,...t, sont distincts.
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Preuve. Tout d’abord, la condition est nécessaire : il est évident que si les abs-
cisses t1,ts,...t, ne sont pas distinctes, par exemple si t; = t5 la matrice A
posséde au moins deux lignes égales, les lignes 1 et 2.

Réciproquement, montrons que la condition est suffisante. D’aprés la propo-
sition précédente, il suffit de tester si les colonnes de A sont indépendantes.
Soit une relation de dépendance linéaire entre les colonnes : Zk apCr = 0 ou
Cj = (th=1 =1 =T Cette relation s’écrit encore :

Z Ozktf_l =0
k

Soit Q(t) = a1 + ast + ... p41t™. Ce polynome de degré au plus m s’annule
en t1,ty,...,t,. Ces points étant distincts, le polyndme admet donc au moins
n racines, or par hypothése n > m + 1 donc @ est le polyndme nul et tou ses
coefficients sont nuls : ay = 0,Vk. Les colonnes de A sont bien indépendantes
donc AT A est inversible. ]

La méthode des moindres carrés est donc bien posée en théorie.Nous allons voir
a la section suivante comment résoudre le systéme (3.1) en pratique. Donnons
auparavant un exemple fondamental, 1a droite de regression.

Exemple. Droite de régression. Soit des mesures y1,ys, ...y, correspondant &
des points distincts t1, ts, ..., t,. Montrer que la droite y = at+ b qui minimise
lécart quadratique Y, (y; — (at; + b))? est donnée par le systéme linéaire :

no Xt (b _ ([ v
(e s )-(0)-(55)
En déduire que la droite des moindres carrés passe par l’isobarycentre du nuage
de points :
J=at+b
2 zi

n

ol Z désigne et que

yt—gt

12 — (1)

Indication. Soit,

1 4
1ty
A= _
1 t,

T4 _ no >t
alors A A_<Zti Zt?)

3.2.1 Moindres carrés pondérés.

Supposons que l’on veuille pondérer 'influence des points de mesure ¢;,y;), c’est
a dire que l'on se donne une suite de poids strictement positifs w; et que I'on
cherche & minimiser I'erreur quadratique pondérée :

Z w; (p(t:) — yi)?

1<i<n
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par un polynéme de degré fixt m <n — 1
p(t) =ap+art + ...+ apnt™.

Tout ce qui précéde peut se généraliser aisément en munissant R"™ du produit
scalaire pondéré :

<Y Zuw= Zwil'iyi
i

associé a la norme
|2]lw = szzzZ
i

La forme normale du systéme des moindres carrés s’écrit alors

ATWAa=ATWy

avec
w1 0 0
0 wy O 0
W =
. 0
0 0 w,

3.3 Algorithme de résolution numérique.

A priori, la matrice du systéme (3.1) AT A étant symétrique définie positive, on
peut appliquer la méthode de Cholesky pour le résoudre. I se trouve malheureu-
sement que la matrice AT A peut étre trés mal conditionnée. En effet, il est trés
facile de voir que cond(AT A) = cond(A)?. Dans ce cas, les méthodes usuelles de
résolution de systéme sont trés instables numériquement (voir cours d’algébre
linéaire 3, il est préférable de les éviter. Heureusement, il est possible d’appli-
quer une méthode plus géométrique, la méthode QR. Nous ne détaillerons pas
ici cette méthode, vue en algébre linéaire 3, basée sur le procédé d’orthonorma-
lisation de Schmidt. Enongons simplement la propriété

Proposition 5 Toute matrice A de taille n X p se décompose en un produit
A= QR, o Q est une matrice orthogonale n x n QTQ = I,, et R une matrice
triangulaire supérieure de taille n X p.

L A I'aide d’une telle décomposition, la matrice
AT A= (QR)TQR=RTQTQR =R"R
Mais
RTR=RTR,
ou R = (%)7 avec R; matrice triangulaire supérieure p x p a coefficients diago-

naux strictement positifs. On obtient directement la factorisation de Cholesky
AT A = RTR;. Le systéme (3.1) s’écrit simplement

RIRyz=ATb

et se résout par deux systémes triangulaires : RT y = AT b puis Ry z = y.

Ipour des exemples et demo voir [4]
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