
Université de Montpellier IILi
en
e de Mathématiques.Quelques notions d'Analyse Numérique.Pas
al Azerad 
©24 novembre 2009



2



Table des matières
1 Interpolation. 51.1 Interpolation polynomiale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51.1.1 Existen
e et uni
ité du polyn�me d'interpolation. . . . . . 51.1.2 Interpolation et approximation . . . . . . . . . . . . . . . 61.1.3 Phénomène de Runge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71.2 Polyn�mes de Lagrange. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91.3 Polyn�mes de Newton. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111.4 Splines 
ubiques naturelles. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121.4.1 Spline= tige souple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121.4.2 Cal
ul des splines 
ubiques . . . . . . . . . . . . . . . . . 132 Quadrature. 152.1 Méthodes élémentaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152.1.1 Prin
ipe d'intégration numérique : poids et noeuds. . . . . 152.1.2 Re
tangle, Trapèze, Simpson . . . . . . . . . . . . . . . . 152.1.3 Ordre et Formules d'erreur . . . . . . . . . . . . . . . . . 172.2 Méthodes à pas multiples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202.2.1 Prin
ipe des méthodes 
omposées. . . . . . . . . . . . . . 202.2.2 A

élération de la 
onvergen
e. Extrapolation de Romberg-Ri
hardson. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 212.2.3 Methode de Monte
arlo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 232.3 Méthode de Gauss et polyn�mes orthogonaux. . . . . . . . . . . 232.3.1 Introdu
tion. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 232.3.2 Méthode de Gauss. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233 Méthode des moindres 
arrés. 293.1 Présentation du problème. Régression linéaire. . . . . . . . . . . . 293.1.1 Droite des moindres 
arrés. . . . . . . . . . . . . . . . . . 293.2 Interprétation géométrique et é
riture matri
ielle. . . . . . . . . . 313.2.1 Moindres 
arrés pondérés. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 343.3 Algorithme de résolution numérique. . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3



4 TABLE DES MATIÈRESPréambule

Ce fas
i
ule volontairement su

in
t poursuit les buts suivants :� être assimilable par un étudiant de li
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Chapitre 1Interpolation.1.1 Interpolation polynomiale1.1.1 Existen
e et uni
ité du polyn�me d'interpolation.Le problème de l'interpolation est le suivant : Etant donné n+1 points distin
ts
(xi, yi), i = 0 . . . n, 
onstruire une 
ourbe passant par 
es points. On désire deplus que la 
ourbe soit lisse et donnée par une formule simple, du type y = f(x).Ce problème intervient dans de nombreuses situations industrielles.Exemple. génie mé
anique : 
onstru
tion de 
arrosserie par ma
hines à 
om-mande numérique. On rentre un 
ertains nombres de points de 
ontr�le (xi, yi)et la ma
hine 
al
ule et usine la forme passant par 
es points.Exer
i
e. Montrer que s'il existe une fon
tion f dont le graphe 
ontient lespoints (xi, yi), i = 0 . . . n alors les abs
isses xi sont toutes distin
tes.Une façon simple de résoudre le problème est de 
her
her la fon
tion f sous formed'un polyn�me (qui est toujours C∞). L'algèbre linéaire donne immédiatementle résultat d'existen
e et d'uni
ité du polyn�me d'interpolation.Théorème 1 Etant donnés n + 1 abs
isses distin
tes x0, x1, . . . xn et n + 1valeurs quel
onques y0, y1, . . . yn, il existe un unique polyn�me P de degré auplus n tel que P (xj) = yj , j = 0 . . . n.Preuve. Notons Rn[X] =

{
∑n

k=0 akXk, ak ∈ R
} l'espa
e ve
toriel des poly-n�mes de degré inférieur ou égal à n. Soit l'appli
ation linéaire :

F : Rn[X]→ R
n+1

P 7→ (P (x0), P (x1), . . . , P (xn))Le noyau de F se réduit au polyn�me nul P = 0. En e�et un polyn�me dedegré inférieur ou égal à n a au plus n ra
ines, sauf s'il s'agit du polyn�me nul.L'appli
ation F est don
 inje
tive. D'autre part la dimension de Rn[X] est n+1,don
 F est un isomorphisme.On pourrait penser que 
e théorème résout 
omplètement la question de l'in-terpolation. En fait, le résultat pré
édent est théorique, il reste à 
onstruirele polyn�me P , de façon simple, pré
ise et �exible : 
'est l'objet du reste du
hapitre. 5



6 CHAPITRE 1. INTERPOLATION.1.1.2 Interpolation et approximationOn peut aussi se poser la question de la pré
ision de l'interpolation polyn�mialepour appro
her une fon
tion donnée f sur un segment [a, b]. Etant donnée unefon
tion f , quel erreur 
ommet-on si on la rempla
e par un polyn�me prenantles mêmes valeurs en des points �xés ?Soit f une fon
tion dé�nie sur le segment [a, b]. Soit n + 1 points distin
ts
x0, x1, . . . xn de [a, b]. D'après le théorème 1, il existe un unique polyn�me Pnde degré ≤ n tel que

Pn(xj) = f(xj), j = 0 . . . n.On l'appelle polyn�me d'interpolation de f aux points xi, i = 0, . . . n.Théorème 2 (des a

roissements �nis généralisés) Soit f une fon
tion de
lasse Cn+1 sur le segment [a, b]. Soit n+1 points distin
ts x0, x1, . . . xn de [a, b].Soit Pn le polyn�me de degré ≤ n qui interpole f aux xi. Il véri�e pour tout xde [a, b] :
f(x)− Pn(x) =

f (n+1)(ξx)

(n + 1)!
(x− x0)(x− x1) . . . (x− xn)où ξx est un point de [a, b]1.Preuve. La preuve repose sur le théorème de Rolle appliqué � en rafale �. Consi-dérons la fon
tion

ϕ(t) = f(t)− Pn(t)− λ · (t− x0)(t− x1) . . . (t− xn)où λ est un paramètre réel qui sera �xé plus tard. Soit maintenant x ∈ Rdi�érent des xj , j = 0 . . . n. La fon
tion ϕ s'annule en x0, x1, . . . xn. Choisissonsmaintenant λ de sorte que ϕ s'annule également en t = x. C'est possible 
ar
(x − x0)(x − x1) . . . (x − xn) 6= 0. Ainsi la fon
tion ϕ s'annule en x0, x1, . . . xnet x don
 au moins n + 2 fois sur l'intervalle [a, b]. Par appli
ation du théorèmede Rolle sur 
haque intervalle séparant deux zéros 
onsé
utifs de ϕ, on obtientque la fon
tion dérivée ϕ′ s'annule don
 au moins n + 1 fois sur [a, b]. De mêmela dérivée se
onde ϕ′′ s'annule don
 au moins n fois sur [a, b]. En réitérant, onobtient que ϕ(n+1) s'annule au moins une fois sur [a, b]. Notons ξx 
e point telque ϕ(n+1)(ξx) = 0. Mais la dérivée (n + 1)-ème de ϕ(t) se 
al
ule aisément (Pnétant de degré n disparaît !) :

ϕ(n+1)(t) = f (n+1)(t)− λ(n + 1)!D'où l'on tire que
λ =

f (n+1)(ξx)

(n + 1)!
.E
rivons alors le fait que ϕ s'annule en t = x.

0 = f(x)− Pn(x)− λ · (x− x0)(x− x1) . . . (x− xn).En remplaçant λ par sa valeur on obtient le résultat.1dépendant évidemment de x



1.1. INTERPOLATION POLYNOMIALE 7Remarque. Lorsque n = 0, on retrouve le théorème des a

roissements �nis
f(x)− f(x0) = f ′(ξ)(x− x0). 2Ce théorème pré
ise l'erreur d'approximation entre f et Pn.

|f(x)− Pn(x)| ≤ Mn+1

(n + 1)!
|(x− x0)(x− x1) . . . (x− xn)|où Mn+1 = maxt∈[a,b] |f (n+1)(t)| qui est bien dé�ni puisque par hypothèse f (n+1)est 
ontinue sur [a, b].Supposons que les xi soit régulièrement espa
és, i.e.

xi = a + i · h, h = (b− a)/n, i = 0, . . . non peut alors 
al
uler aisément le maximum de Π0≤i≤n(x− xi).Exer
i
e. Montrer que
|f(x)− P1(x)| ≤ 1

8
M2h

2

|f(x)− P2(x)| ≤
√

3

27
M3h

3

|f(x)− P3(x)| ≤ 3

128
M4h

4En 
on
lusion, nous voyons que la qualité de l'interpolation dépend de ϕ(x) =
(x− x0)(x− x1) . . . (x− xn). Cette fon
tion s'annulle aux xi et vu les résultatsparti
ulier des exer
i
es 
i-dessus, on pourrait 
roire que

|f(x)− Pn(x)| = O(hn+1)don
 que la qualité de l'approximation augmente ave
 le nombre de points. Or iln'en est rien, 
omme le montre la �gure 1.1 qui tra
e la fon
tion ϕ pour 9 points
xi équidistants sur [−1, 1] (le pas h = 0.25). Le maximum de ϕ est environ 0.02 etnon pas h9 ≈ 4.10−6. Ce phénomène est général ave
 des points xi équidistants :lorsqu'on augmente le nombre de points, l'approximation est très mauvaise auxextremités. Le polyn�me d'interpolation os
ille ave
 un grande amplitude versles extrémités.1.1.3 Phénomène de RungeSoit la fon
tion t 7→ 1/(1 + t2). Considérons son polyn�me d'interpolation auxpoints −5,−4, . . . , 4, 5. Il se 
al
ule aisément, par exemple ave
 MAPLE.

t 7→ − 1

44200
t10 +

7

5525
t8 − 83

3400
t6 +

2181

11050
t4 − 149

221
t2 + 1Si on tra
e les graphes des fon
tions, on voit le problème des os
illations auxextrémités2, voir �g. 1.22On peut résoudre 
e problème en prenant des xi non équidistants , en ra�nant la subdi-vision i.e. en prenant plus de points vers les extrémités, voir [2℄



8 CHAPITRE 1. INTERPOLATION.
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1.2. POLYNÔMES DE LAGRANGE. 91.2 Polyn�mes de Lagrange.Soient n+1 points distin
ts x0, x1, . . . xn. Nous allons donner une base de Rn[X]parti
ulièrement adaptée à l'interpolation aux points xi. Pour j = 0, . . . , n,notons
Lj(X) =

Πi6=j(X − xi)

Πi6=j(xj − xi)Remarque. Attention, 
'est bien un polyn�me, et non une fra
tion rationnelle :l'in
onnue X ne �gure qu'au numérateur. Le dénominateur est une 
onstantede normalisation prévue pour que Lj(xj) = 1. 2Exemple. Fixons n = 2 et expli
itons les polyn�mes de Lagrange.
L0(X) =

(X − x1)(X − x2)

(x0 − x1)(x0 − x2)

L1(X) =
(X − x0)(X − x2)

(x1 − x0)(x1 − x2)

L2(X) =
(X − x0)(X − x1)

(x2 − x0)(x2 − x1)Exer
i
e. Visualisez quelques polyn�mes de Lagrange ave
 un logi
iel gra-phique. (voir �g 1.3).
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Fig. 1.3 � Un Polyn�me de Lagrange de degré 5.



10 CHAPITRE 1. INTERPOLATION.Propriétés 1 Lj est le polyn�me de degré n tel que Lj(xi) = 0 pour i 6= j et
Lj(xj) = 1 :

Lj(xi) = δi,jPreuve. Il su�t de faire X ← xi dans la dé�nition de Lj .Proposition 1 La famille (Lj)0≤j≤n est une base de Rn[X].Preuve. Comme la famille 
ontient exa
tement n+1 éléments, il su�t de prouverqu'elle est libre. Soit une 
ombinaison linéaire
∑

j

λjLj(X) = 0Faisant X ← xi dans 
ette égalité, on obtient un seul terme non nul :
λi = 0.En faisant 
ela pour 
haque i, on obtient que la 
ombinaison linéaire est triviale.Propriétés 2 (formule de Lagrange) Etant donnés n+1 abs
isses distin
tes

x0, x1, . . . xn et n + 1 valeurs quel
onques y0, y1, . . . yn, le polyn�me d'interpola-tion est donné par l'expression :
P (X) =

∑

0≤j≤n

yjLj(X)Preuve. Il su�t de remarquer que ∑j yjLj(xi) = yiLi(xi) = yi Un seul termede la somme est non nul !Exer
i
e. Formule bary
entrique. Soit wi = 1
Πj 6=i(xi−xj)

et µi(t) = wi

t−xi
Mon-trer que

Pn(t) =

∑

i yiµi(t)
∑

i µi(t)
.Cette formule est utile pour le 
al
ul pratique (Cf TP). On remarquera que les
oe�
ients µi(t) ne sont pas positifs en général et sont à re
al
uler pour 
haquepoint t.Exer
i
e. Montrer que∑i wi = 0 (Indi
ation : interpoler la fon
tion 
onstante

1 et 
onsidérer le 
oe�
ient dominant).Les polyn�mes de Lagrange 
onduisent à des formules élégantes. On verra en TPl'algorithme de Neville qui permet un 
al
ul rapide du polyn�me d'interpolation.Cependant la formule de Lagrange sou�re d'un handi
ap : l'ajout d'un pointné
essite de re
al
uler tous les polyn�mes.



1.3. POLYNÔMES DE NEWTON. 111.3 Polyn�mes de Newton.Un base de l'espa
e Rn[X] des polyn�mes de degré inférieur ou égal à n parti-
ulièrement adaptée à l'interpolation est formée des polyn�me de Newton :
1, (X − x0), (X − x0)(X − x1), . . . , (X − x0)(X − x1)(X − x2) . . . (X − xn−1)Les polyn�mes Nk(X) = Πj≤k−1(X − xj) sont appelés polyn�mes de Newton.C'est une famille étagée, i.e. deg Nk = k, don
 
'est une base de Rn[X]. De plusles ra
ines de Nk sont exa
tement x0, x1, . . . xk−1. Le polyn�me d'interpolations'exprime suivant 
ette base par une formule élégante, qui se démontre parré
urren
e (exer
i
e).

Pn(x) = f [x0]+f [x0, x1](x−x0)+. . . f [x0, x1, . . . , xn](x−x0)(x−x1) . . . (x−xn−1).(1.1)où les f [x0, x1, . . . , xk] appelées di�éren
es divisées sont dé�nies par ré
urren
e :
f [x0] := f(x0), f [x0, x1] :=

f [x1]− f [x0]

x1 − x0

f [x0, x1, . . . , xk] :=
f [x0, x1, . . . , xk−2, xk]− f [x0, x1, . . . , xk−1]

xk − xk−1Exer
i
e. si f est de 
lasse Ck montrer qu'il existe ξ tel que f [x0, x1, . . . , xk] =
f(k)(ξ)

k! .Remarque. Dans la formule de Newton 1.1, on peut faire 
oïn
ider des points :Si par exemple x0 = x1, x0 est un point �double� la di�éren
e divisée devient
f [x0, x0] = lim

x1→x0

f [x1]− f [x0]

x1 − x0
= f ′(x0)Le polyn�me d'interpolation véri�e don
 en x0 P (x0) = f(x0) ET P ′(x0) =

f ′(x0). On peut faire évidemment 
oïn
ider plusieurs points (points triples, pourfaire 
oïn
ider les dérivées se
ondes,et
. . . . Lorsqu'on veut interpoler une fon
-tion par un polyn�me en faisant 
oïn
ider les derivées premières et se
onde, onparle d'interpolation de Hermite. 2Remarque. La formule reste vraie si les xj ne sont pas rangés par ordre 
roissant.
2Remarque. On peut voir la formule de Newton 
omme une généralisation de laformule de Taylor. En e�et, si les xi sont tous égaux à x0, et si on généralise lanotion d'interpolation de la façon suivante : on 
her
he un polyn�me de degré

n tel que
P (j)(x0) = f (j)(x0) j = 0 . . . n.

2L'intérêt des polyn�mes de Newton est que la formule de Newton se 
omportebien lorsqu'on ajoute un point supplémentaire xn+1, il su�t de 
orriger la for-mule 1.1 en ajoutant le terme f [x0, x1, . . . , xn+1](x− x0)(x− x1) . . . (x− xn).



12 CHAPITRE 1. INTERPOLATION.1.4 Splines 
ubiques naturelles.1.4.1 Spline= tige souplePour des raisons pratiques, on aimerait interpoler une fon
tion ave
 une méthode� qui soit �exible, en 
e sens qu'elle gère fa
ilement l'ajout d'un point supplé-mentaire,� qui ne génère pas d'os
illations du type phénomène de Runge aux extrémités.Un méthode, relativement ré
ente (les années 1970) et maintenant universelle-ment adoptée, est 
elle des splines 
ubiques, que nous présenterons su

in
te-ment. La �gure 1.4 illustre l'e�
a
ité de la méthode. On a interpolé la fon
tion
t 7→ 1/(1 + t2) aux points −5,−3,−1, 0, 1, 3, 5 ave
 le polyn�me d'interpolationde degré 6 et aussi ave
 une fon
tion spline 
ubique (
al
ulée ave
 MAPLE).

s :=































− 31
1040 − 621

5200 t− 33
1040 t2 − 11

5200 t3, t < −3,
7567
5200 + 7101

5200 t + 2409
5200 t2 + 11

208 t3, − 3 ≤ t < −1,
1− 1173

1300 t2 − 523
1300 t3, − 1 ≤ t < 0,

1− 1173
1300 t2 + 523

1300 t3, 0 ≤ t < 1,
7567
5200 − 7101

5200 t + 2409
5200 t2 − 11

208 t3, 1 ≤ t < 3,
− 31

1040 + 621
5200 t− 33

1040 t2 + 11
5200 t3, t ≥ 3

2

1

1,5

0,5

0
420-2-4

Fig. 1.4 � Spline 
ubique vs interpolation de LagrangeLes fon
tions spline ne sont plus des polyn�mes, elles sont seulement polynomialepar mor
eaux. Elles sont 
ara
térisées par les trois propriétés1. polynomiales par mor
eaux, de degré trois (d'où le terme 
ubique) sur
haque (xi, xi+1)



1.4. SPLINES CUBIQUES NATURELLES. 132. elles sont de 
lasse C2. En 
haque xi, les dérivées premières et se
ondes àgau
he et à droite 
oïn
ident.3. la dérivée se
onde s'annule aux deux extrémités x0 et xn.Les fon
tions spline sont en fait solution d'un problème mé
anique simple : onimagine une tige élastique ou tringle souple 3 passant par les points (xi, f(xi).La forme x 7→ s(x) adoptée par la tringle doit minimiser l'énergie potentielle(énergie élastique de déformation) qui s'exprime (voir 
ours d'élasti
ité) :
J =

1

2

∫ xn

x0

s′′(x)2 dxOn démontre (et 
ela déborde du 
adre de 
e 
ours) que la fon
tion spline 
u-bique s est l'unique solution du problème variationnel :
s minimise J(s) = 1

2

∫ xn

x0
s′′(x)2 dx parmi toutes les fon
tions véri�ant les pro-priétés(i) s(xi) = yi, i = 0, . . . , n(ii) s est de 
lasse C1 sur [x0, xn](iii) s est de 
lasse C4 sur 
haque [xi, xi+1]1.4.2 Cal
ul des splines 
ubiquesA partir des propriétés 1, 2, 3 il est fa
ile de 
al
uler la fon
tion s. Soit [xi, xi+1]un sous-intervalle. Posons hi = xi+1 − xi et 
her
hons la restri
tion de s à 
etintervalle sous la forme :

si(x) = ai(x− xi)
3 + bi(x− xi)

2 + ci(x− xi) + di.On obtient :
si(xi) = di = yi

si(xi+1) = aih
3
i + bih

2
i + cihi + di = yi+1

s′i(xi) = ci

s′i(xi+1) = 3aih
2
i + 2bihi + ci

s′′i (xi) = 2bi = y′′
i

s′′i (xi+1) = 6aihi + 2bi = y′′
id'où l'on tire (exer
i
e élémentaire) :

ai = 1
6hi

(y′′
i+1 − y′′

i )

bi = 1
2y′′

i

ci = 1
hi

(yi+1 − yi)− hi

6 (y′′
i+1 + 2y′′

i )

di = yiOn voit don
 que les valeurs des dérivées se
ondes y′′
k (en plus des valeurs yk de lafon
tion à interpoler) déterminent 
omplètement la spline. Pour les déterminer,nous allons utiliser la 
ontinuité de la dérivée première. On obtient

s′i(xi+1) =
1

hi
(yi+1 − yi) +

hi

6
(2y′′

i+1 + y′′
i )3
'est la tradu
tion de l'anglais �spline�



14 CHAPITRE 1. INTERPOLATION.En faisant i← i− 1, On obtient la 
ondition de 
ontinuité s′i−1(xi) = s′i(xi)

1

hi−1
(yi − yi−1) +

hi−1

6
(2y′′

i + y′′
i−1) =

1

hi
(yi+1 − yi)−

hi

6
(y′′

i+1 + 2y′′
i )En exprimant 
ette 
ondition en x1, x2, . . . xn−1 on obtient un système linéaireen les in
onnues y′′

1 , y′′
2 , . . . y′′

n−1 dont la ie ligne est
hi−1y

′′
i−1 + 2(hi−1 + hi)y

′′
i + hiy

′′
i+1 =

6

hi
(yi+1 − yi)−

6

hi−1
(yi − yi−1)Exer
i
e. Assembler la matri
e A du système obtenu et montrer qu'elle estsymétrique, tridiagonale, et à diagonale dominante. En déduire l'existen
e etl'uni
ité de la spline 
ubique.On peut en�n prouver que A est bien 
onditionnée :Exer
i
e. Montrer que la plus grande (resp. petite) valeurs propre de A véri�e

λmax ≤ max
i
{2h0 + 3h1, 3(hi + hi+1), 3hn−2 + 2hn−1}

λmin ≥ min
i
{2h0 + h1, hi + hi+1, hn−2 + 2hn−1}On peut don
 
al
uler le 
onditionnement de A :

κ(A) =
λmax

λmin
≤ Cte max hi

min hiLe 
al
ul numérique de la spline 
ubique est don
 rapide, �able et pré
is.Mentionnons pour 
on
lure que d'autres types de splines existent :� on peut relaxer la 
ondition de nullité des dérivées se
ondes aux extrémités,
ela est intéressant si la fon
tion à interpoler présente une grande 
ourbureaux extrémités.� on peut monter en degré, mais on 
onstate que les splines de degré supérieros
illent davantage. On préfère utiliser les splines 
ubiques pour l'interpola-tion.



Chapitre 2Quadrature.2.1 Méthodes élémentaires2.1.1 Prin
ipe d'intégration numérique : poids et noeuds.Soit f une fon
tion 
ontinue sur un intevalle [a, b]. Le but de 
e 
hapitre est dedonner des méthodes de 
al
ul appro
hé de
∫ b

a

f(x) dx = I(f).Bien sûr, lorsqu'on 
onnaît une primitive F de f , la valeur exa
te est
I(f) = F (b)− F (a).Cependant, 
e 
as est très rare . . .Remarque. le nombre I(f) s'interprète 
omme l'aire sous la 
ourbe représenta-tive de f , d'où le nom quadrature, de quarrer, en an
ien français, 
al
uler uneaire. 2Commençons par rappeler les méthodes élémentaires.2.1.2 Re
tangle, Trapèze, SimpsonSi on interpole y = f(x) par la fon
tion 
onstante y = f((a + b)/2) i.e. si on
al
ule l'aire du re
tangle de hauteur f((a + b)/2), on obtient l'approximation

I(f) ≈ (b− a) · f(
a + b

2
).C'est la méthode du point milieu.Si on interpole y = f(x) par la fon
tion a�ne y = f(a)+(x−a) f(b)−f(a)

b−a prenantles mêmes valeurs aux deux extrémités a et b, i.e. si on 
al
ule l'aire du trapèze,on obtient l'approximation
I(f) ≈ (b− a) · f(a) + f(b)

2
.C'est la méthode du trapèze. 15



16 CHAPITRE 2. QUADRATURE.Si on interpole y = f(x) par le polyn�me du se
ond degré passant par (a, f(a)),
(a+b

2 , f(a+b
2 )), (b, f(b)) i.e. si on 
al
ule l'aire sous la parabole, on obtient l'ap-proximation

I(f) ≈ (b− a) · {1
6
f(a) +

4

6
f(

a + b

2
) +

1

6
f(b)}.C'est la méthode de Simpson.Si on interpole y = f(x) par le polyn�me du troisième degré passant par

(xj , f(xj)) où xj = a + j · b−a
3 , j = 0 . . . 3 on obtient l'approximation

I(f) ≈ (b− a) · {1
8
f(a) +

3

8
f(

2a + b

3
) +

3

8
f(

a + 2b

3
) +

1

8
f(b)}.C'est la Règle des 3/8 de Newton.Donnons pour terminer 
e premier panorama une formule plus sophistiquée.Si on interpole y = f(x) par le polyn�me du quatrième degré passant par

(xj , f(xj)) où xj = a + j · b−a
4 , j = 0 . . . 4 on obtient l'approximation

I(f) ≈ (b−a) · { 7

90
f(a)+

32

90
f(

3a + b

4
)+

12

90
f(

a + b

2
)+

32

90
f(

a + 3b

4
)+

7

90
f(b)}.C'est la méthode de Villar
eau.En 
on
lusion, pour donner une valeur appro
hée de I(f), on utilise don
 untableau de valeurs de f , i.e. la donnée de f(xj) en 
ertains points xj appelésnoeuds et on 
al
ule ensuite une moyenne pondérée de 
es valeurs, le 
oe�
ienta�e
té à 
haque valeur étant évidemment appelé poids.

Q(f) = (b− a) ·
∑

j

ωjf(xj)Faisons maintenant quelques remarques importantes.Remarque. La quantité
∫ b

a
f(x) dx

b− a
=

∫ b

a
f(x) dx
∫ b

a
dx
orrespond à la moyenne1 de f sur (a, b). Or toutes les formules pré
édentessont du type

∫ b

a
f(x) dx

b− a
≈
∑

j

ωjf(xj)ave
 les poids ωj positifs et tels que∑j ωj = 1. Ainsi on a rempla
é la moyenne
ontinue R

b

a
f(x) dx

b−a par une moyenne dis
rète ∑j ωjf(xj). 2Remarque. L'expression f 7→ Q(f) = (b−a) ·
∑

j ωjf(xj) est une forme linéaire,
omme l'était f 7→ I(f) =
∫ b

a
f(x) dx. 2Remarque. L'expression f 7→ I(f) =

∫ b

a
f(x) dx étant positive il est 
apital que

f 7→ Q(f) = (b − a) ·∑j ωjf(xj) le soit également. 2 Cela impose que les1ou aussi à l'espéran
e de f(X) lorsque X suit la loi uniforme sur (a, b)2sans quoi on pourrait obtenir une intégrale appro
hée négative pour 
ertaines fon
tionspositives !



2.1. MÉTHODES ÉLÉMENTAIRES 17
ωj soient positifs. Nous verrons que l'interpolation par des polyn�mes de degrésupérieur ou égal à huit 
onduit à 
ertains poids négatifs, 
e qui fait que lesformules de quadrature 
orrespondantes sont dangereuses et inutilisées. 2Remarque. Les formules pré
édentes possèdent une symétrie intéressante : ellessont invariantes par le 
hangement x ← a + b − x, i.e. la symétrie par rapportau point milieu du segment, qui é
hange a en b. les poids ωj respe
tent 
ettesymétrie. Ainsi f̌ : x 7→ f(a + b− x) et f : x 7→ f(x) donnent la même intégraleappro
hée Q(f) = Q(f̌). Evidemment on a également I(f) = I(f̌)( 
al
ul par
hangement de variable.) 2On voit ainsi que Q(f) 
onserve les prin
ipales propriétés de I(f). C'est unequalité extrêmement agréable de la quadrature numérique.Remarque. Une propriété de l'intégrale sera 
ependant perdue irrémédiable-ment : la stri
te positivité. Prenons par exemple la fon
tion f : x 7→ Πj(x−xj)

2.On a évidemment I(f) > 0 alors que Q(f) = 0 22.1.3 Ordre et Formules d'erreurProposition 2 La méthode du point milieu est exa
te pour f polyn�me de degréinférieur ou égal à un. La méthode du trapèze est exa
te pour f polyn�me dedegré inférieur ou égal à un. La méthode de Simpson est exa
te pour f polyn�mede degré inférieur ou égal à trois. La méthode de Newton est exa
te pour fpolyn�me de degré inférieur ou égal à trois. La méthode de Villar
eau est exa
tepour f polyn�me de degré inférieur ou égal à 
inq.Preuve. la preuve repose sur la linéarité. Pour alléger les 
al
uls on se ramèneaussi à l'intervalle [−1, 1] par 
hangement de variable t 7→ x = a+b
2 + t (b−a)

2 quiapplique [−1, 1] sur [a, b]. L'intégrale se transforme par 
hangement de variable :
∫ b

a

f(x) dx =
(b− a)

2

∫ 1

−1

ϕ(t) dtoù
ϕ(t) := f(x) = f(

a + b

2
+ t

(b− a)

2
)Il su�t alors de prouver que

∫ 1

−1

ϕ(t) dt = 2 ·
∑

j

ωjϕ(xj)pour ϕ(t) = 1, t, t2, . . .. Pour la 
onstante ϕ(t) = 1, l'égalité est équivalente à lasomme des poids valant 1.
∑

j

ωj) = 1.Les autres 
al
uls sont fa
ilités par l'(im)parité. Pour la méthode du point mi-lieu, par imparité I(f) = Q(f) = 0 pour ϕ(t) = t. Pour Simpson, par imparité
I(f) = Q(f) = 0 pour ϕ(t) = t3. Pour Villar
eau, lorsque ϕ(t) = t5 on trouve
I(f) = Q(f) = 0, ainsi il su�t de véri�er l'exa
titude pour t2, t4. On voit aussi



18 CHAPITRE 2. QUADRATURE.que l'imparité permet de gagner un degré, on a intérêt à utiliser des formulesave
 un nombre impair de noeuds.Remarque. On voit aussi que l'imparité permet de gagner un degré, on a intérêtà utiliser des formules ave
 un nombre impair de noeuds. 2Cela motive la dé�nition suivante.Dé�nition 1 On dit que le degré de pré
ision d'une quadrature est m si elleest exa
te pour tous les polyn�mes de degré inférieur ou égal à m, mais pas pourtous les polyn�mes de degré m + 1Exer
i
e. Formule de Newton-Cotes. Soit a ≤ x0 < . . . < xn ≤ b. Soit (Lj)jles polynomes de Lagrange (voir 
hapitre pré
édent) 
orrespondant à 
ette sub-division. Montrer que Qn(f) = (b − a)
∑

ωjf(xj) où les poids sont donnés par
ωj =

R

b

a
Lj(x) dx

b−a est l'unique règle de quadrature exa
te pour les polyn�mes dedegrés inférieur ou égal à n.Propriétés 3 On a les formules d'erreur suivantes :
∫ b

a

f(x) dx = (b− a) · f(
a + b

2
) +

(b− a)3

24
f ′′(ξ), (2.1)

∫ b

a

f(x) dx = (b− a) · f(a) + f(b)

2
− (b− a)3

12
f ′′(ξ), (2.2)

∫ b

a

f(x) dx = (b− a) · {1
6
f(a) +

4

6
f(

a + b

2
) +

1

6
f(b)} − (b− a)5

2880
f (4)(ξ), (2.3)

∫ b

a

f(x) dx = (b− a) · {1
8
f(a) +

3

8
f(

2a + b

3
) +

3

8
f(

a + 2b

3
) +

1

8
f(b)}

− (b− a)5

6480
f (4)(ξ), (2.4)

∫ b

a

f(x) dx = (b− a) · { 7

90
f(a) +

32

90
f(

3a + b

4
) +

12

90
f(

a + b

2
) +

32

90
f(

a + 3b

4
) +

7

90
f(b)}

− (b− a)7

1935360
f (6)(ξ), (2.5)pour f de 
lasse C2 (resp. C4, C6) sur [a, b] et ξ ∈ [a, b] (évidemment dépendantde la formule utilisée).Preuve. Les preuves s'appuient par exemple sur la formule de Taylor ave
 resteintégral (qui n'est rien d'autre que la formule d'intégration par partie appliquéeen rafale) et le lemme de la moyenne que nous rappelons.Lemma 1 Soit g(x) une fon
tion mesurable positive sur [a, b]. Soit f 
ontinuesur [a, b]. Alors il existe ξ ∈ [a, b] tel que

∫ b

a

f(x) · g(x)dx = f(ξ)

∫ b

a

g(x)dx



2.1. MÉTHODES ÉLÉMENTAIRES 19Démontrons par exemple la formule des trapèzes 2.2. Par une intégration parparties,
∫ b

a

f(x) dx = −
∫ b

a

(x− c)f ′(x) dx + [(x− c)f(x)]ba.Pour raison de symétrie, il est judi
ieux de 
hoisir c := a+b
2

∫ b

a

f(x) dx = −
∫ b

a

(x− a + b

2
)f ′(x) dx +

f(a) + f(b)

2
.En intégrant à nouveau par parties :

∫ b

a

f(x) dx =

∫ b

a

(x− a)(x− b)

2
f ′′(x) dx +

f(a) + f(b)

2
.L'erreur I(f)−Q(f) est don
 exa
tement

∫ b

a

(x− a)(x− b)

2
f ′′(x) dx = −

∫ b

a

(x− a)(b− x)

2
f ′′(x) dxLe lemme de la moyenne s'applique 
ar g(x) := (x−a)(b−x)

2 ≥ 0. On obtient alors
I(f)−Q(f) = −f ′′(ξ)

∫ b

a

g(x)dxOr g(x) est un polyn�me de degré 2, on peut utiliser Simpson qui est exa
tepour 
al
uler ∫ b

a
g(x)dx = (b−a){1/6×0+4/6× (b−a)2/8+1/6×0} = (b−a)3

12 .Les autres formules oeuvent se démontrer de manière analogue.Remarque. On peut aussi utiliser le théorème des a

roissements �nis géné-ralisés 2 qui donne la di�éren
e entre le polyn�me d'interpolation et la fon
-tion. Cependant, il faut prendre garde aux 
hangements de signe de la fon
tion
(x− x0)(x− x1) . . . (x− xn) aux points xj . 2On voit dans 
e résultat que la pré
ision des formules de quadrature 
roît ave
 lesnombre de noeuds, et qu'on a intérêt à prendre des nombres de noeuds impairs.Cependant, les termes d'erreurs font intervenir les dérivées d'ordre élevé de lafon
tion f à intégrer.� Si la fon
tion est peu régulière, on ne doit utiliser que les formules les plussimples.� Si la fon
tion os
ille beau
oup, il y a un risque que les dérivées d'ordre élevésoient très grandes, penser par exemple à sin(nx). Là aussi il faut éviterd'utiliser les formules d'ordre élevé.Les formules d'ordre élevé ne présentent un intérêt que si l'intégrand f est trèsrégulier. De plus, les problèmes liés à l'interpolation d'ordre élevé en des pointséquidistants 
onstatés au 
hapitre pré
édent (os
illation de grande amplitudeaux extrémités) se traduisent i
i par l'apparition de poids négatifs, à partir de
n = 8. On n'utilise don
 
es méthodes que jusqu'au degré 7.Dans tous les 
as, il faut faire attention à la largeur de l'intervalle (b − a)qui doit être toujours inférieure à 1, à 
ause du terme (b− a)n, 
'est pour 
etteraison qu'on préfère utiliser les méthodes 
omposées qui font l'objet de la se
tionsuivante.



20 CHAPITRE 2. QUADRATURE.2.2 Méthodes à pas multiples2.2.1 Prin
ipe des méthodes 
omposées.On subdivise l'intervalle [a, b] en n mor
eaux : a = x0 < x1 < . . . < xn = b.Lorsque le pas de la subdivision est 
onstant3 : xj = a+j·(b−a)/n j = 0, . . . , n.La relation de Chasles donne :
∫ b

a

f(x)dx =
∑

j

∫ xj+1

xj

f(x)dx.Puis on applique une quadrature sur 
haque intervalle de la subdivision. Pourla méthode des trapèzes, on obtient ainsi :
∫ b

a

f(x)dx =
∑

j

{

(b− a)

n
· f(xj) + f(xj+1)

2
− (b− a)3

12n3
f ′′(ξj)

}En remarquant que, hormis les extrémités a et b, 
haque point xj apparaît dansdeux termes
∫ b

a

f(x)dx =
(b− a)

n







f(a)

2
+

∑

a<xj<b

f(xj) +
f(b)

2







− (b− a)3

12n2

{

∑

j f ′′(ξj)

n

}Le terme P

j
f ′′(ξj)

n peut s'exprimer 
omme une moyenne de valeurs de f ′′. Si
f est supposée de 
lasse C2, on peut utiliser une forme dis
rète du lemme dela moyenne, très fa
ile à prouver P

j
f ′′(ξj)

n = f ′′(ξ) ave
 ξ ∈ (a, b). On obtientainsi :
∫ b

a

f(x)dx =
(b− a)

n







f(a)

2
+

∑

a<xj<b

f(xj) +
f(b)

2







− (b− a)3

12n2
f ′′(ξ).Notons

Tn(f) =
(b− a)

n







f(a)

2
+

∑

a<xj<b

f(xj) +
f(b)

2







Tn(f) = (b− a)







f(a)

2n
+

∑

a<xj<b

f(xj)

n
+

f(b)

2n





On remarque que Tn(f) est (en
ore) une moyenne des valeurs de f aux points
xj , où les extrémités a et b sont a�e
tées d'un poids deux fois moindre que lespoints intérieurs. Finalement

∫ b

a

f(x)dx = Tn(f)− (b− a)3

12n2
f ′′(ξ).3On peut aussi prendre un pas adapté à la fon
tion, plus �n là où elle os
ille beau
oup etplus grossier là où elle varie peu. Ce sont les méthodes adaptatives dont l'étude dépasse laportée de 
e modeste fas
i
ule.



2.2. MÉTHODES À PAS MULTIPLES 21Plus simplement on retiendra
∫ b

a

f(x)dx = Tn(f) + 0(
1

n2
)Le même prin
ipe, appliqué à la méthode des re
tangles donne :

Rn(f) =
b− a

n







∑

j

f(xj+1/2)





Les points xj+1/2 =
xj+xj+1

2 
orrespondent aux milieux des segments (xj , xj+1).Remarquer que Rn(f) est la moyenne arithmétique des f(xj+1/2). On a égale-ment l'approximation du même ordre :
∫ b

a

f(x)dx = Rn(f) + 0(
1

n2
)Pour la méthode de Simpson :

Sn(f) =
(b− a)

n







∑

j

1

6
f(xj) +

4

6
f(xj+1/2) +

1

6
f(xj+1)





En regroupant les poids par noeud de 
haque type :
Sn(f) = (b− a)







1

6n
f(a) +

∑

0<j<n

2

6n
f(xj) +

∑

j

4

6n
f(xj+1/2) +

1

6n
f(b)





Il s'agit évidemment toujours d'une formule de moyenne 
ar la somme des 
o-e�
ients est : 1/6n + 2(n− 1)/6n + 4n/6n + 1/6n = 1. En utilisant à nouveaule lemme de la moyenne, on prouve la formule d'erreur :
∫ b

a

f(x)dx = Sn(f)− (b− a)5

2880n4
f (4)(ξ).Plus simplement on retiendra

∫ b

a

f(x)dx = Sn(f) + 0(
1

n4
).2.2.2 A

élération de la 
onvergen
e. Extrapolation de Romberg-Ri
hardson.Le prin
ipe de l'a

éleration de la 
onvergen
e est simple et peut s'appliqueràtoute suite dont la vitesse de 
onvergen
e est 
ontr�lée expli
itement. Voyons
ela sur un exemple, 
elui du 
al
ul appro
hé d'intégrales par la méthodes destrapèzes. Notons

I =

∫ b

a

f(x) dxOn peut démontrer (formule d'Euler-Ma
laurin voir TP 4) que
Tn = I +

α

n2
+ 0(

1

n4
)



22 CHAPITRE 2. QUADRATURE.Si on double le nombre de noeuds la pré
ision est alors
T2n = I +

α

4n2
+ 0(

1

n4
)En 
ombinant judi
ieusement 
es deux approximations, on peut en 
onstruireune beau
oup plus pré
ise :

T ′
2n :=

4T2n − Tn

3
= I + 0(

1

n4
)Supposons (
'est en
ore une 
onséquen
e d'Euler-Ma
laurin) que

T ′
2n = I +

β

n4
+ 0(

1

n6
)On réitère alors le pro
édé :

T ′
4n = I +

β

16n4
+ 0(

1

n6
)

T ′′
4n :=

16T ′
4n − T ′

2n

15
= I + 0(

1

n6
)et
. . . En pratique on dispose les 
al
uls ainsi

Tn

T2n T ′
2n

T4n T ′
4n T ′′

4npré
ision 0( 1
n2 ) 0( 1

n4 ) 0( 1
n6 )Evidemment on peut 
ontinuer, mais au delà d'un 
ertain nombre d'a

élération,les erreurs d'arrondis gâtent l'amélioration es
omptée.Remarque. Le pro
édé de base 
onsiste à extrapoler à la limite. En e�et T ′

2n estun bary
entre de Tn et T2n ave
 des 
oe�
ients 4 et −1. Cela revient à pla
ersur une droite T ′
2n à l'extérieur du segment (TnT2n) dans une proportion bien
hoisie. Faire un dessin.

2Remarque. on voit aisément que
T2n =

Tn + Rn

2ainsi on fait la moyenne arithmétique des trapèzes et des re
tangles. De plus
T ′

2n =
(b− a)

n







∑

j

1

6
f(xj) +

4

6
f(xj+1/2) +

1

6
f(xj+1)







= Snqui redonne Simpson.4 24
omparer T ′′

4n
et Villar
eau.



2.3. MÉTHODE DE GAUSS ET POLYNÔMES ORTHOGONAUX. 232.2.3 Methode de Monte
arloUne méthode parti
ulièrement simple est la méthode de Monte
arlo. On tire auhasard les noeuds suivant une loi uniforme sur [a, b], en utilisant par exempleun générateur de suite aléatoire (rand en s
ilab). On appro
he l'intégrale par lamoyenne arithmétique des valeurs au noeuds
I(f) ≈ (b− a) · {

∑

1≤j≤n f(ξj)

n
}Evidemment le résultat est un variable aléatoire qui dépend de l'é
hantillon desnoeuds tirés. On montre en 
ours de probabilités que

(b− a){
∑

1≤j≤n f(ξj)

n
}est un estimateur sans biais de I(f) et on peut donner un intervalle de 
on�an
ede largeur O(1/

√
n), gra
e au théorème 
entral limite. Certes la 
onvergen
e estbien plus lente que les méthodes déterministes, mais on ne fait au
une hypothèsede régularité sur f . D'autre part la vitesse en O(1/

√
n) est 
onservée lorsque on
al
ule des intégrales multiples par 
ette méthode, alors que la 
onvergen
e desméthodes déterministes se dégrade lorsque la dimension dépasse 4.2.3 Méthode de Gauss et polyn�mes orthogonaux.2.3.1 Introdu
tion.Nous avons 
onstruit des formules du type de sorte qu'elles soient exa
tes pourdes polyn�mes de degré le plus élevé possible. Jusqu'à présent, on a pla
é lesnoeuds de façon équidistante. On 
hoisissait ensuite les poids de façon à avoir lapré
ision maximale. Pour une formule à n points, on avait un degré de pré
ision

n (
as n impair) ou n− 1 (
as n pair).Remarque. La pré
ision maximum théorique est 2n−1. En e�et, soit le polyn�me
P (x) := Πj(x−xj)

2 où les noeuds sont les xj . Le degré de P est 2n. Le polyn�me
P est positif non identiquement nul don
 on a évidemment ∫ b

a
f(x)dx > 0 alorsque Q(f) = 0. 2La pré
ision maximale théorique est don
 (2n−1). Les méthodes que nous avons
onstruites jusqu'à présent sont de pré
ision maximum n. Nous allons mainte-nant 
onstruire e�e
tivement une méthode de pré
ision 2n− 1 en optimisant lepla
ement des noeuds.2.3.2 Méthode de Gauss.Théorème 3 Il existe une et une seule formule de quadrature

Q(f) := (b− a)

(

∑

k

ωkf(xk)

)exa
te pour les polyn�mes de degré ≤ 2n − 1. Sur l'intervalle [−1, 1] elle s'ex-prime ainsi :
∫ 1

−1

f(x)dx ≈
∑

k

wkf(xk)



24 CHAPITRE 2. QUADRATURE.où les xk sont les ra
ines du ne polyn�me de Legendre
Pn(x) :=

1

2nn!

dn

dxn
{(x2 − 1)n}et

wk = 2ωk =

∫ 1

−1

Πj 6=k

(

x− xj

xk − xj

)2

dx.Remarque. La formule sur [a, b] se déduit de 
elle sur [−1, 1] par 
hangementde variable a�ne. Voir proposition 2. En parti
ulier, 
omme la longueur del'intervalle [−1, 1] est 2, on a ∑k wk =
∑

k 2ωk = 2. 2Avant de démontrer le théorème, donnons quelques 
as parti
uliers.
P0 = 1, P1(x) = x, P2(x) =

1

2
(3x2−1), P3(x) =

1

2
(5x3−3x), P4(x) =

1

8
(35x4−30x2+3)Cela donne pour n = 2, xk = ± 1√

3
, wk = 1

∫ 1

−1

f(x)dx ≈ f(− 1√
3
) + f(

1√
3
).Pour n = 3

∫ 1

−1

f(x)dx ≈ 5

9
f(−

√

3

5
) +

8

9
f(0) +

5

9
f(

√

3

5
)Testons la pré
ision de 
es méthodes sur une exemple simple. Prenons

f(x) =
1

1 + x2,
∫ 1

−1

f(x)dx =
π

2
≈ 1.57Simpson donne

∫ 1

−1

f(x)dx ≈ 2{1
6
· 1
2

+
4

6
1 +

1

6

1

2
} =

5

3
= 1.66Gauss ( 2 points) donne

∫ 1

−1

f(x)dx ≈ 1

1 + 1
3

+
1

1 + 1
3

=
3

2
= 1.5Gauss (3 points) donne

∫ 1

−1

f(x)dx ≈ 5

9

1

1 + 3
5

+
8

9
+

5

9

1

1 + 3
5

=
19

12
= 1.56Sur 
et exemple, ave
 un nombre de point réduit la méthode de Gauss à 3 pointsest pré
ise à 10−2 près alors que Simpson est pré
ise à 10−1 près. Pour n ≥ 5 les



2.3. MÉTHODE DE GAUSS ET POLYNÔMES ORTHOGONAUX. 25noeuds xk ne s'expriment pas à l'aide de radi
aux, ils sont 
ependant tabulés etdisponibles dans les logi
iels évolués.Preuve. Existen
e.Soit
Pn(x) :=

1

2nn!

dn

dxn
{(x2 − 1)n}.

Pn est un polyn�me de degré n exa
tement. En e�et, il est obtenu en dérivant nfois le polyn�me (x2− 1)n qui est de degré 2n. Montrons maintenant que Pn(x)a exa
tement n ra
ines simples sur ] − 1, 1[. Nous allons appliquer le théorèmede Rolle en rafale. Le polyn�me P (x) = (x2 − 1)n prend la même valeur en
x = −1 et x = +1, don
 il existe c ∈]− 1, 1[ tel que P ′ = d

dx (x2 − 1)n s'annuleen c. Comme −1 et 1 sont ra
ines de multipli
ité n de P , −1 et 1 sont en
orera
ine de P ′ mais de multipli
ité n − 1. Le polyn�me P ′ prend don
 la mêmevaleur en −1, c, 1. Par le théorème de Rolle, P ′′ s'annule don
 entre −1 et c etentre c et 1, 
ela fait don
 deux ra
ines en dehors des extrémités. Comme −1 et
1 sont en
ore ra
ine de P ′′ de multipli
ité n− 2, on peut réitérer : à l'étape n

dn

dxn
{(x2 − 1)ns'annule don
 n fois sur ] − 1, 1[. Comme Pn(x) est de degré n 
ela fait don
exa
tement n ra
ines simples ( de multipli
ité un) sur ]− 1, 1[.Montrons maintenant que la famille Pn est une famille orthogonale de L2(]−1, 1[)muni du produit s
alaire

〈f, g〉 :=

∫ 1

−1

f(x)g(x)dx.Il s'agit de prouver que 〈Pn, Pm〉 = 0 si n 6= m. Cela se montre très simplementpar ré
urren
e sur m− n en intégrant par parties (exer
i
e).Soit maintenant un polyn�me P (x) quel
onque de degré ≤ 2n − 1. E�e
tuonsla division eu
lidienne de P par le n
e polyn�me de Legendre Pn.

P = Pn ·Q + R. (2.6)Comme degR < degPn = n, le degré de Q est ≤ n−1. La famille P0, P1, . . . Pn−1est étagée, don
 elle est libre et 
'est une base de l'espa
e des polyn�mes dedegré ≤ n− 1. Or Pn est orthogonal à P0, P1, . . . Pn−1, don
 par linéarité Pn ⊥
vect〈P0, P1, . . . Pn−1〉 = Rn[X] et Pn ⊥ Q :

∫ 1

−1

Pn(x)Q(x) dx = 0.Ave
 Eq. (2.6) il vient
∫ 1

−1

P (x) dx =

∫ 1

−1

R(x) dx.D'autre part la formule de quadrature donne :
∑

k

wkP (xk) =
∑

k

wk(Pn(xk)Q(xk) + R(xk)) =
∑

k

wkR(xk)
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ar les xk sont justement les ra
ines de Pn.Il reste à montrer que
∫ 1

−1

R(x) dx =
∑

k

wkR(xk)pour tout polyn�me R de degré ≤ n− 1. Ce
i ne pose au
une di�
ulté, il su�tde bien 
hoisir les poids wk.Lemma 2 Soit a ≤ x1 < x2 < . . . xn ≤ a. Il existe un unique w1, w2, . . . wn telque
∫ 1

−1

f(x) dx =
∑

k

wkf(xk)pour tout polyn�me R de degré ≤ n− 1.Preuve. Il su�t de prendre wk =
∫ b

a
Lk(x) dx où Lk est le k

e polyn�me deLagrange.Ave
 
e 
hoix de wk, la formule de quadrature est exa
te jusqu'au degré 2n− 1puisque
∫ 1

−1

P (x) dx =

∫ 1

−1

R(x) dx =
∑

k

wkR(xk) =
∑

k

wkP (xk)Le problème dans le lemme 
'est que rien ne garantit la positivité des poids :
wk > 0. 5 Mais i
i, un mira
le se produit. Comme la formule de quadrature estexa
te pour P de degré ≤ 2n−1, elle l'est pour P := L2

k qui est de degré 2n−2.Rappelons que
Lj(X) =

Πi6=j(X − xi)

Πi6=j(xj − xi)
.Cal
ulons

∫ 1

−1

Lk(x)2 dx =
∑

j

wjL
2
k(xj) = wk
ar dans la somme un seul terme est non nul. On obtient �nalement

wk =

∫ 1

−1

Lk(x)2 dx > 0Uni
ité.Soit une autre formule de quadrature à n noeuds dé�nie par les noeuds x′
k etles poids w′

k, k = 1, . . . , n. Les poids sont évidemment supposés non nuls, sinonle noeud x′k ne 
ompte pas dans la quadrature
Q′(f) :=

∑

k

w′
kf(x′

k).Soit L′k le polyn�me de Lagrange 
onstruit sur les noeuds x′
j . Il est de degré

n− 1 don
 Pn ⊥ L′k :
∫ 1

−1

Pn(x)Lk(x) dx = 05En fait, pour n ≥ 8 ave
 des noeuds xk équidistants, 
ertains poids peuvent être négatifs.



2.3. MÉTHODE DE GAUSS ET POLYNÔMES ORTHOGONAUX. 27Or en utilisant la formule de quadrature qui est exa
te 
ar deg Pn ·L′
k ≤ 2n− 1,on obtient

∫ 1

−1

Pn(x)Lk(x) dx =
∑

j

w′
jPn(x′

j)L
′
k(xj) = w′

kPn(x′k).D'où l'on tire que
Pn(x′k) = 0don
 que les noeuds x′k sont les ra
ines de Pn don
, à permutation éventuelleprès, ils sont égaux aux xk. Les deux quadratures ont don
 les mêmes noeuds,elles ont don
 aussi les mêmes poids 
orrespondants (intégrer par exemple lespolynomes de Lagrange ave
 les deux formules).
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Chapitre 3Méthode des moindres 
arrés.3.1 Présentation du problème. Régression linéaire.3.1.1 Droite des moindres 
arrés.Soient n observations ti, yi. On 
her
he une droite y = at + b passant � aumieux � par 
es points au sens suivant :
yi = ati + b + ǫiave
 ∑ ǫ2i minimum.Exemple. On mesure la position d'une fusée en route pour Mars. yi positionà l'instant ti. a représente la vitesse de l'engin, b sa position initiale, ǫi l'erreurde mesure.Exemple. On mesure le poids d'un é
hantillon de personnes en fon
tion de leurtaille.Dans 
e 
as l'expérien
e montre que la 
ourbe ressemble à une parabole

y = at2. En passant au logarithme, on se ramène au 
as pré
édent :
ln yi = ln a + 2 ln ti + ǫiL'indi
e de masse 
orporelle est le rapport poids/taille2. Pour plus d'exmpleset des simulations intera
tives voir le site de demo de Mathemati
a.http ://demonstrations.wolfram.
om/LinearAndQuadrati
CurveFittingPra
ti
e/Plus généralement, on veut appro
her/approximer/ ajuster/�tter n observations

ti, yi par un polyn�me de degré �xé m < n− 1

p(t) = a0 + a1t + . . . + amtmde sorte que l'erreur quadratique
∑

i

(p(ti)− yi)
2soit minimum.Remarque. Lorsque m ≥ n − 1 et que les points ti sont distin
ts, il su�t deprendre m = n− 1 et on se ramène au problème de l'interpolation qui peut êtreexa
tement résolu. Le polyn�me passe exa
tement par tous les points ti, yi Voir
hapitre interpolation et l'erreur quadratique est nulle don
 minimum. 229
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Fig. 3.1 � un exemple de régression linéaire ave
 Matlab
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Fig. 3.2 � un exemple de régression quadratique ave
 Matlab



3.2. INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE ET ÉCRITUREMATRICIELLE.31Lorsque m < n− 1, on ne peut pas en général trouver de polyn�me p de degré
m tel quep(ti) = yi. Cela se traduit par le système



















a0 + a1t1 + . . . + amtm1 = y1

a0 + a1t2 + . . . + amtm2 = y2... =
...

a0 + a1tn + . . . + amtmn = yndont les in
onnues sont les 
oe�
ients du polyn�me, i.e. le ve
teur a = (a0, a1, . . . , am)Tde dimension m+1. Ce système est surdéterminé : il y a n équations mais seule-ment m + 1 in
onnues. En général, il n'a pas de solutions, sauf si le se
ondmembre véri�e des 
onditions de 
ompatibilité parti
ulières.3.2 Interprétation géométrique et é
riture matri-
ielle.Notons maintenant
A =











1 t1 t21 . . . tm1
1 t2 t22 . . . tm2... ... ... ... ...
1 tn t2n . . . tmn









la matri
e de taille n× (m + 1), appelée matri
e de Vandermonde. On 
onstateaisément que pour a = (a0, a1, . . . , am)T ∈ R
m+1 le produit

Aa = (P (t1), P (t2), . . . , P (tn))T ∈ R
nMunissons alors R

n de la norme eu
lidienne usuelle : pour z = (z1, . . . , zn)T ∈
R

n, ||z||2 =
∑

i z2
i = zT z.Le problème des moindres 
arrés se traduit alors :Etant donné y = (y1, . . . , yn)T ∈ R

n On 
her
he a = (a0, a1, . . . , am)T ∈ R
m+1tel que ||Aa− y||2 =

∑

i(yi − P (ti)
2 soit minimum.On est ainsi 
onduit à minimiser la distan
e

||y −Aa||2 = min
c∈Rm+1

||y −A c||2Or lorsque le ve
teur c dé
rit R
m+1, le ve
teur A c dé
rit le sous espa
e ve
toriel

Im A, image de l'appli
ation linéaire de matri
e A :
A : R

m+1 → R
n

c 7→ A cIl s'agit don
 simplement de 
al
uler la distan
e du ve
teur y au sous espa
e ve
-toriel ImA. Or on sait que la distan
e est réalisée pour la proje
tion orthogonaledu ve
teur y = (y1, . . . , yn)T sur le sous-espa
e ve
toriel ImA.Cette interpétation géométrique rend le problème très simple à résoudre, 
aron sait que le sous espa
e ImA est l'espa
e engendré par les ve
teurs 
olonnesde A. Nous allons donner la méthode dans le théorème suivant.



32 CHAPITRE 3. MÉTHODE DES MOINDRES CARRÉS.Théorème 4 Soit b ∈ R
p et soit un système surdéterminé Ax = b ave
 Amatri
e n × p, n > p. La quantité ||Ax − b||2 est minimum si et seulement si

Ax est la proje
tion orthogonale de b sur l'espa
e engendré par les 
olonnes de
A, 
e qui équivaut en
ore à

AT Ax = AT b (3.1)Ce système linéaire s'appelle la forme normale du système Ax = b.Preuve. La norme ||Ax−b||2 =< Ax−b, Ax−b >. Soit b⋆ = Ax⋆ la proje
tionorthogonale de b sur l'espa
e ve
toriel Im A.
||Ax− b||2 =< Ax− b⋆ + b⋆ − b, Ax− b⋆ + b⋆ − b >développons le 
arré s
alaire :

||Ax− b||2 = ||Ax− b⋆||2 + 2 < Ax− b⋆, b⋆ − b > +||b⋆ − b||2Comme b⋆ est la proje
tion orthogonale de b sur ImA, on a (b⋆ − b) ⊥ Im Adon

< Ax− b⋆, b⋆ − b >=< Ax−Ax⋆, b⋆ − b >=< A (x− x⋆), b⋆ − b >= 0Il reste don


||Ax− b||2 = ||Ax− b⋆||2 + ||b⋆ − b||2(On re
onnaît i
i le théorème de Pythagore, faire un dessin.) On en 
on
lut que
||Ax− b||2 ≥ ||b⋆ − b||2 = ||Ax⋆ − b||2Don

||Ax⋆ − b||2 = min

x∈Rp
||b−Ax||2Il reste à 
ara
tériser la proje
tion orthogonale b⋆ de b sur ImA. Elle estdé�nie par les deux 
onditions :(i) b⋆ ∈ Im A(ii) (b⋆ − b) ⊥ Im ALa première 
ondition se traduit par b⋆ = Ax⋆ pour un ve
teur x⋆. Comme

Im A est engendrée par les ve
teur 
olonnes de A, la se
onde 
ondition signi�eque
(b⋆ − b) ⊥ A ek, k = 1 . . . p

< (b−Ax⋆), A ek >= 0 k = 1 . . . pEn utilisant la transposée de A

< AT (b−Ax⋆), ek >= 0 k = 1 . . . pDon
 le ve
teur
AT (b−Ax⋆) = 0Ce qui donne
AT Ax⋆ = AT bIl reste à voir si le système sous forme normale (3.1) admet bien une solutionunique. C'est l'objet de la proposition suivante.



3.2. INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE ET ÉCRITUREMATRICIELLE.33Proposition 3 Soit A matri
e n×p ave
 p ≤ n. La matri
e AT A est inversiblesi et seulement A est de plein rang, i.e. rang(A) = p. De plus dans 
e 
as AT Aest symétrique dé�nie positive.Preuve. Il est immédiat que AT A est symétrique :
(AT A)T = AT (AT )T = AT ALa positivité signi�e que

< AT Ax, x > ≥ 0.Or < AT Ax, x >=< Ax,Ax >= ||Ax||2 ≥ 0. La stri
te positivité signi�e que
∀x 6= 0, < AT Ax, x > > 0Ou en
ore
< AT Ax, x > = 0⇒ x = 0Or

< AT Ax, x > = ||Ax||2 = 0⇒ Ax = 0Or Ax =
∑

k xk A ek =
∑

k xk Ck où x = (x1, x2, . . . , xp) et Ck = ek désignela k-ème 
olonne de A. Don
 Ax = 0 pour un x 6= 0 si et seulement si les
olonnes de A ne sont pas indépendantes. On obtient don
 que la matri
e AT Aest dé�nie positive ssi les 
olonnes de A sont indépendantes i.e. rang(A) = p.En�n la matri
e AT A est 
arrée. Don
 elle est inversible ssi son noyau estréduit au ve
teur nul.
AT Ax = 0⇒< AT Ax, x >= ||Ax||2 = 0⇒ Ax = 0et nous venons de voir que Ax = 0 pour un x 6= 0 si et seulement si les 
olonnesde A ne sont pas indépendantes.Remarque. la 
ondition rang(A) = p n'est possible que si p ≤ n, 
ar le rangd'une matri
e est à la fois le rang des lignes et le rang des 
olonnes. 2Nous pouvons maintenant appliquer la théorie au problème de l'approximationpolyn�miale au sens des moindres 
arrés. La matri
e

A =











1 t1 t21 . . . tm1
1 t2 t22 . . . tm2... ... ... ... ...
1 tn t2n . . . tmn











(3.2)la matri
e de taille n × (m + 1). Le ve
teur b = (y1, y2, . . . yn). On 
her
he
a = (a0, a1, . . . , am) ∈ R

m+1 tel que ||y − Aa||2 soit minimum. D'après lethéorème pré
édent, a est solution du système
AT Aa = AT yVéri�ons que le système a une solution uniqueProposition 4 Soit A la matri
e de Vandermonde (3.2). La matri
e AT A estinversible ssi les abs
isses t1, t2, . . . tn sont distin
ts.



34 CHAPITRE 3. MÉTHODE DES MOINDRES CARRÉS.Preuve. Tout d'abord, la 
ondition est né
essaire : il est évident que si les abs-
isses t1, t2, . . . tn ne sont pas distin
tes, par exemple si t1 = t2 la matri
e Apossède au moins deux lignes égales, les lignes 1 et 2.Ré
iproquement, montrons que la 
ondition est su�sante. D'après la propo-sition pré
édente, il su�t de tester si les 
olonnes de A sont indépendantes.Soit une relation de dépendan
e linéaire entre les 
olonnes : ∑k αkCk = 0 où
Ck = (tk−1

1 , tk−1
2 , . . . , tk−1

n )T Cette relation s'é
rit en
ore :
∑

k

αktk−1
i = 0Soit Q(t) = α1 + α2t + . . . αm+1t

m. Ce polyn�me de degré au plus m s'annuleen t1, t2, . . . , tn. Ces points étant distin
ts, le polyn�me admet don
 au moins
n ra
ines, or par hypothèse n > m + 1 don
 Q est le polyn�me nul et tou ses
oe�
ients sont nuls : αk = 0,∀k. Les 
olonnes de A sont bien indépendantesdon
 AT A est inversible.La méthode des moindres 
arrés est don
 bien posée en théorie.Nous allons voirà la se
tion suivante 
omment résoudre le système (3.1) en pratique. Donnonsauparavant un exemple fondamental, la droite de regression.Exemple. Droite de régression. Soit des mesures y1, y2, . . . yn 
orrespondant àdes points distin
ts t1, t2, . . . , tn. Montrer que la droite y = a t+ b qui minimisel'é
art quadratique ∑i(yi − (ati + b))2 est donnée par le système linéaire :

(

n
∑

ti
∑

ti
∑

t2i

)

·
(

b
a

)

=

( ∑

yi
∑

tiyi

)En déduire que la droite des moindres 
arrés passe par l'isobary
entre du nuagede points :
ȳ = at̄ + boù z̄ désigne P

zi

n et que
a =

y.t− ȳt̄

t̄2 − (t̄)2Indi
ation. Soit
A =











1 t1
1 t2... ...
1 tn









alors AT A =

(

n
∑

ti
∑

ti
∑

t2i

)3.2.1 Moindres 
arrés pondérés.Supposons que l'on veuille pondérer l'in�uen
e des points de mesure ti, yi), 
'està dire que l'on se donne une suite de poids stri
tement positifs wi et que l'on
her
he à minimiser l'erreur quadratique pondérée :
∑

1≤i≤n

wi (p(ti)− yi)
2



3.3. ALGORITHME DE RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 35par un polyn�me de degré �xé m < n− 1

p(t) = a0 + a1t + . . . + amtm.Tout 
e qui pré
ède peut se généraliser aisément en munissant R
n du produits
alaire pondéré :

< x, y >w=
∑

i

wixiyiasso
ié à la norme
||z||w =

∑

i

wiz
2
i .La forme normale du système des moindres 
arrés s'é
rit alors

AT WAa = AT W yave

W =

















w1 0 . . . . . . 0
0 w2 0 . . . 0... . . . . . . . . . ...... . . . . . . . . . 0
0 . . . . . . 0 wn















3.3 Algorithme de résolution numérique.A priori, la matri
e du système (3.1) AT A étant symétrique dé�nie positive, onpeut appliquer la méthode de Cholesky pour le résoudre. Il se trouve malheureu-sement que la matri
e AT A peut être très mal 
onditionnée. En e�et, il est trèsfa
ile de voir que cond(AT A) = cond(A)2. Dans 
e 
as, les méthodes usuelles derésolution de système sont très instables numériquement (voir 
ours d'algèbrelinéaire 3, il est préférable de les éviter. Heureusement, il est possible d'appli-quer une méthode plus géométrique, la méthode QR. Nous ne détaillerons pasi
i 
ette méthode, vue en algèbre linéaire 3, basée sur le pro
édé d'orthonorma-lisation de S
hmidt. Enonçons simplement la propriétéProposition 5 Toute matri
e A de taille n × p se dé
ompose en un produit
A = QR, où Q est une matri
e orthogonale n× n QT Q = In et R une matri
etriangulaire supérieure de taille n× p.1 A l'aide d'une telle dé
omposition, la matri
e

AT A = (QR)T QR = RT QT QR = RT RMais
RT R = RT

1 R1où R = (R1

O ), ave
 R1 matri
e triangulaire supérieure p× p à 
oe�
ients diago-naux stri
tement positifs. On obtient dire
tement la fa
torisation de Cholesky
AT A = RT

1 R1. Le système (3.1) s'é
rit simplement
RT

1 R1 x = AT bet se résout par deux systèmes triangulaires : RT
1 y = AT b puis R1 x = y.1pour des exemples et demo voir [4℄



36 CHAPITRE 3. MÉTHODE DES MOINDRES CARRÉS.



Bibliographie[1℄ Gilbert Strang, Introdu
tion to applied mathemati
s, Wellesley-Cambridgepress, 1986.[2℄ H.R. S
hwarz, Numeri
al Analysis, A 
omprehensive introdu
tion, Wiley,1989.[3℄ Cleve Moler, Numeri
al 
omputing with Matlab,http ://www.mathworks.
om/moler/[4℄ Le Mathemati
a 
omputational knowledge enginehttp ://www.wolframalpha.
om/

37


