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Fiche de repérage

 La roulette hollandaise

Niveau : collège et lycée, 6ème à terminale
Domaine : dénombrement
Présentation : ce problème (lien avec le texte problème ouvert et débat), a été cherché par des classes de collèges et lycées pendant cinq semaines.

C’est un problème de dénombrement à partir d’un jeu de billes.

Origine : Ce problème trouvé sous ce nom sur le site web de l'association Math.en.Jeans ( http://www.mjc-andre.org/pages/amej/accueil.htm ) est aussi appelé  “Bulgarian Solitaire” (!) dans les mathématiques de langue anglaise. Selon les renseignements fournis par Math.en.Jeans, le nom “roulette hollandaise” fut donné par le combinatoricien Pierre Duchet en raison de l'intérêt porté à ce problème par certains mathématiciens hollandais dans les années 90. L'origine du problème semble remonter à Martin Gardner (1980) avec un énoncé portant sur des tas de cartes.

Fiche élève

On se donne un certain nombre de billes, réparties initialement en différents tas, et on joue au jeu suivant : à chaque coup on prend une bille dans chaque tas et on forme un nouveau tas avec les billes prélevées. Que se passe-t-il à la longue ?

Fiche prof

Éléments de recherche

On peut voir la situation comme un “système dynamique” : le système peut se trouver en un certain nombre d'états (ou configurations), et on passe d'un état à un autre par une loi précise. La question “Que se passe-t-il à la longue” dirige l'attention vers le comportement asymptotique du système, mais d'autres propriétés intéressantes pourront également être découvertes et étudiées par les élèves (voir plus loin).

Pour arriver à comprendre ce que la question (volontairement vague) peut vouloir dire, il est certainement nécessaire de recourir à l'expérience. La pratique du jeu, en se donnant des configurations initiales différentes, amène en général les élèves à des observations, des éléments de conjectures et des questions de représentation intéressantes et importantes.

Par exemple:

·  le nombre total de billes est constant (observation triviale, mais importante)

·  les tas finissent par disparaître (un tas de n billes disparaît en n coups)

·  si on joue assez longtemps, on finit par retomber sur une configuration déjà rencontrée, et le système boucle indéfiniment ; d'ailleurs si on change de configuration initiale en gardant le même nombre de billes on retombe forcément sur le même cycle.

·  il existe des configurations qui sont fixes, ie. qui sont envoyées sur elles-mêmes

·  tout état a un unique état “successeur” (par définition), mais certains états n'ont pas d'antécédents, et d'autres en ont plusieurs

La question de ce qu'est précisément une configuration se pose généralement assez tôt dans la recherche :

·  les tas sont-ils ordonnés, par exemple de gauche à droite ? Et dans ce cas, où place-t-on le nouveau tas à chaque coup ?

·  Garde-t-on la trace des tas qui disparaissent ?

·  Comment représenter les tas de manière intéressante ?

Prenons ces questions en ordre inverse :

·  Les élèves les plus jeunes commencent souvent par dessiner explicitement des tas de billes (en représentant les billes par des petits ronds). Les plus avancés, puis les autres lorsqu'ils se fatiguent des dessins explicites assez laborieux, prennent une représentation par des nombres : un tas est représenté par le nombre de billes qu'il contient.

·  Il est raisonnable de ne pas garder la trace des tas qui disparaissent : sinon le nombre total de tas augmenterait indéfiniment, et l'observation que le système finit par boucler ne tiendrait plus. Remarquons que c'est l'aspect remarquable et attrayant de cette observation qui conduit à privilégier une formalisation du problème dans laquelle elle reste pertinente et démontrable. Dans la suite, on oublie donc les tas vides.

·  On peut décider d'ordonner initialement les tas de gauche à droite d'une certaine manière, et de placer le nouveau tas toujours à gauche des précédents, d'autres conventions étant évidemment possibles. Par exemple la configuration initiale 241 donne ensuite 313.

Au contraire, on peut décider que dans une configuration les tas ne sont pas ordonnés, ce qui permet de les représenter par une suite décroissante (ou croissante, autre choix) de nombres. La configuration précédente s'écrirait alors 421 et son successeur serait 331.

Il est clair que le système bouclera en général plus vite (en moins de coups) dans le cas où les tas ne sont pas ordonnés. Dans le cas où les tas sont ordonnés avec la convention ci-dessus (nouveau tas toujours à gauche), on observe néanmoins ceci par l'expérience : les tas finissent toujours par s'ordonner de manière décroissante (de la gauche vers la droite).

Dans les deux cas, un argument de finitude (effectivement trouvé par certains élèves) permet de prouver que le système est toujours “éventuellement périodique” : puisque le nombre total de billes est constant il n'y a qu'un nombre fini de configurations possibles, et donc on tombe toujours sur une configuration déjà rencontrée, à partir de quoi le système boucle.

Quelques questions restent à résoudre :

·  Quelles sont les configurations fixes ? Les configurations du type n, n-1,..., 2,1 sont-elles les seules de ce type ?

·  Quelles sont les configurations périodiques ?

·  Comment reconnaître une configuration qui n'a pas d'antécédent ?

·  Comment reconnaître une configuration qui a plusieurs antécédents ?

·  Est-il vrai que, pour un nombre de billes donné, quelle que soit la configuration initiale le système boucle toujours sur le même cycle ?

·  Peut-on estimer le nombre de coups qu'il faudra au maximum pour tomber sur un cycle ?

La dernière question est vraiment difficile et constitue un sujet de recherche pour les experts du sujet. Les autres sont plus simples et accessibles. Pour l'avant-dernière, on peut suggérer une étude systématique : étant donné un nombre n (le nombre total de billes) on représente toutes les configurations à n billes possibles, et on en fait un graphe orienté (sans forcément le dire) en reliant une configuration à son successeur (voir éléments de solution).

Éléments de solution

Pour simplifier on suppose que les tas ne sont pas ordonnés, ce qui permet de représenter une configuration comme une suite décroissante d'entiers.

On a déjà évoqué l'argument de finitude qui permet de prouver que toute configuration est « éventuellement périodique ».

Voici une description systématique du jeu pour les petites valeurs de n, le nombre total de billes :

·  n=2

[image: image1]
·  n=3
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·  n=4
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·  n=5
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·  n=6
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·  n=7
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·  n=8  On  observe l'existence de deux cycles distincts : 422–3311-422 et 332-3221-4211-431-332, ce qui permet de répondre par la négative à la conjecture suivant laquelle il existe un unique cycle pour un nombre de billes donné. 
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Voici les résultats concernant les configurations périodiques.

·  Les configurations fixes sont les configurations triangulaires, c'est à dire du type 

K, k-1, k-2,..., 3, 2,1

Leur nombre total de billes est le nombre triangulaire 

n=1+2+3+...+k
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·  Les configurations périodiques de période supérieure à 1 sont également aisées à décrire.

Il se révèle utile de représenter une configuration en plaçant les tas en colonnes les uns à côté des autres par ordre décroissant (autrement dit on revient à une représentation « imagée » comme ci-dessus). Considérons deux nombres triangulaires successifs, par exemple 6 et 10 ; on peut voir la configuration à 6 billes comme « contenue » dans celle à 10 billes :
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On affirme que toute configuration périodique ayant un nombre total de billes compris entre 6 et 10 (inclus) s'obtient comme suit : partant du dessin ci-dessus (6 est « contenu » dans 10), on sélectionne certaines colonnes dans lesquelles on ajoute une bille à la configuration à 6 billes. Par exemple, deux possibilités de configurations périodiques à 8 billes sont :
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Le mouvement est facile à décrire : les billes rajoutées semblent se déplacer de manière cyclique le long de la diagonale :
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Mots-clé : 

·  en français : roulette hollandaise

·  en anglais : bulgarian solitaire, carolina solitaire
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