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Niveau : collège et lycée, 6ème à terminale
Domaine : stratégie de jeux
Présentation : ce problème (lien avec le texte problème ouvert et débat) a été cherché par le groupe RCPO pendant deux heures en présentiel.  Il peut être donné comme problème ouvert à des élèves de collège et lycée.

C’est un problème de stratégie à partir d’un jeu de domino sur un damier donné.

Origine : Ce jeu est connu en langue anglaise sous les noms de Domineering et Cram.

Retour au sommaire
Fiche élève

Sur un damier rectangulaire à 2 rangées et n colonnes, deux joueurs posent à tour de rôle un domino de taille 2 sur 1 qu'ils prennent d'une pioche  inépuisable. Chaque nouveau domino doit occuper deux cases libres, horizontalement ou verticalement, et reste à cet emplacement sur le plateau jusqu'à la fin de la partie. Le premier joueur qui ne peut pas jouer a perdu.

Pour gagner, vaut-il mieux commencer ou jouer en second ?

[image: image1.wmf]Voici un dessin permettant de mieux visualiser le jeu :

Voici un exemple de partie gagnée par le joueur en second, sur un damier 2 fois 7. On a représenté les états successifs du plateau ; pour plus de lisibilité, des dominos posés par le joueur en premier sont représentés en gris clair, et ceux posés par le joueur en second en gris foncé. Les joueurs n'ont peut-être pas joué les meilleurs coups.
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Éléments de recherche

Il est difficile de décrire des règles de jeu en éliminant toute ambiguïté. Par exemple, l'énoncé ne précis pas si le domino joué (en dehors du premier) doit obligatoirement toucher un domino déjà posé, comme dans le jeu usuel des dominos. On peut supposer que si cela n'est pas précisé dans la règle, c'est que cette contrainte n'est pas exigée. Cela étant dit, il est possible d'étudier des variantes du jeu. Le fait de ne pas préciser davantage permet l'appropriation de l'énoncé par les élèves, qui ont par conséquent des choix à faire.

Le premier contact avec le problème consistera probablement en une expérimentation du jeu, avec résolution des ambiguïtés afin que tous cherchent sur le même problème, ou du moins sur un nombre restreint de problèmes. Quelques variantes sont intéressantes (voir plus bas).

La question elle-même est délibérément vague. L'idée de stratégie gagnante peut être longue à se mettre en place, certains élèves invoquant d'abord la psychologie des joueurs : “il faut que les joueurs aient envie de gagner”, “il faut qu'ils aient autant envie de gagner l'un que l'autre”, “il faut qu'ils soient de même intelligence”, etc... Ces observations sont certainement pertinentes, mais difficiles à analyser du point de vue des mathématiques élémentaires. L'objectif est de dégager l'idée de stratégie gagnante : un des joueurs a la possibilité de gagner quels que soient les coups de son adversaire. Là encore une difficulté surgit : la confusion entre “avoir une stratégie gagnante” et “gagner dans toutes les parties possibles” (voir les Eléments de Solution).  D'ailleurs  l'identité entre les deux  notions n'arrive qu'exceptionnellement, sur des plateaux très petits. 

La difficulté est ensuite de dégager des idées générales permettant de mieux comprendre pourquoi un des deux joueurs possède une stratégie gagnante. Les élèves sont tentés de maintenir leur analyse à des considérations du genre “s'il joue ici alors je réponds là”, qui ne s'appliqueront pas souvent aux variantes, par exemple à des plateaux de tailles différentes.

L'analyse du jeu sur des plateaux de taille petite amène les élèves à la conjecture suivante : si n est pair c'est le joueur en second qui gagne, si n est impair c'est le joueur en premier qui gagne. Cette conjecture est effectivement correcte (voir les Eléments de Solution).

Variantes. 

·  Le jeu “qui perd gagne” (en anglais : “misere”). Les règles sont les mêmes, mais cette fois c'est le joueur qui ne peut plus jouer qui gagne.

·  Des plateaux de tailles différentes peuvent être étudiés.

·  On peut imposer à l'un des joueurs de placer ses dominos horizontalement et à l'autre de les mettre verticalement.
Éléments de solution

Caractéristique du jeu :

·  les parties sont finies, c'est à dire se terminent toujours au bout d'un nombre fini de coups (aux échecs, par exemple, il serait possible d'avoir une partie infinie si chaque adversaire faisait alternativement des allers-retours avec une même pièce ; mais la règle de nulle par répétition de coups empêche ceci d'arriver...)

·  il ne peut y avoir de partie nulle (au contraire du morpion ou des échecs);

·  l'information est totale pour les deux joueurs (au contraire de la bataille navale);

·  il n'y a pas de hasard (au contraire du backgammon).

Dans ces conditions, il est relativement facile de montrer que l'un des deux joueurs doit posséder une stratégie gagnante (l'argument est cependant très abstrait).

La notion de stratégie gagnante. Dire que l'un des deux joueurs possède une stratégie gagnante, c'est dire qu'il a la possibilité de gagner quels que soient les coups de son adversaire. Une telle stratégie peut se présenter sous la forme d'une règle, qui dit précisément quels coups jouer. 

Par exemple, une stratégie gagnante pour le joueur en premier (appelons-le désormais A, et B le joueur en second) pourrait être de lui proposer de jouer un premier coup A1 ; le joueur B a alors à sa disposition un certain nombre de réponses possibles ; à chaque réponse B1 du joueur en second, la stratégie gagnante de A lui propose une réponse A2, de sorte qu'à chaque second coup B2 du joueur en second il existe à nouveau une réponse A3, etc. ... de sorte que A gagne dans tous les cas. Une définition mathématique de la notion de stratégie gagnante pour le joueur en premier s'énoncerait ainsi avec des quantificateurs : “il existe A1 tel que, quel que soit B1, il existe A2 tel que, quel que soit B2, il existe A3 etc. ... de sorte qu'à la fin A gagne”. Une définition de la notion de stratégie gagnante pour le joueur en second s'énoncerait de même : “Quel que soit A1 il existe B1 tel que, quel que soit A2, il existe B2 tel que quel que soit A3 il existe B3, etc... de sorte qu'à la fin B gagne”. Remarquons que la formalisation mathématique n'est pas terminée, puisque l'expression “etc... de sorte qu'à la fin A [ou B] gagne” n'est pas suffisamment précise.

Il est important de distinguer l'expression “le joueur en premier possède  une stratégie gagnante” de “le joueur en premier gagne dans toutes les parties”, cette dernière expression pouvant se formaliser, dans la même veine que ci-dessus, sous la forme suivante : “Quel que soit A1, quel que soit B1, quel que soit A2, quel que soit B2, quel que soit A3, etc... alors A gagne”. On voit que les quantificateurs ont changé, et que l'expression “le joueur en premier gagne dans toutes les parties” est en général beaucoup plus forte que “le joueur en premier possède  une stratégie gagnante”. 

Analyse du jeu sur les plateaux 2 fois n.

·  si n est impair, le joueur en premier gagne (ie possède une stratégie gagnante) ;

·  si n est pair, c'est le joueur en second qui gagne.

Il est facile de voir que les deux énoncés sont liés de la façon suivante : le second implique le premier. En effet, supposons que si n est pair le joueur en second gagne, et plaçons-nous comme joueur en premier sur un plateau 2xn avec n impair. Il suffit de placer notre premier domino verticalement à une extrémité du plateau, pour se retrouver comme joueur en second dans le cas 2x(n-1) avec n-1 pair, et donc d'avoir une stratégie gagnante conformément à l'hypothèse. Observons qu'il s'agit d'un raisonnement abstrait, très intéressant du point de vue mathématique : l'implication d'un énoncé vers un autre. La démonstration ne nous apprend rien sur la nature d'une stratégie gagnante.

On peut également montrer directement que le joueur en premier a une stratégie gagnante si n est impair : il lui suffit de jouer son premier coup verticalement au centre du plateau, divisant ainsi le plateau en deux parties identiques, et ensuite de copier dans l'autre partie chaque coup de son adversaire.

Il existe aussi une stratégie simple pour le joueur en second si n est pair : si son adversaire joue verticalement, il répond lui aussi verticalement (n'importe où) ; si son adversaire joue horizontalement, il répond lui aussi horizontalement juste au-dessus ou en dessous du coup de son adversaire. L'inconvénient de cette stratégie est qu'elle ne se généralisera pas à des plateaux de plus grande taille. Une stratégie par symétrie est plus intéressante : elle consiste pour le joueur en second à répondre à chaque coup du joueur en premier par un coup symétrique par une symétrie centrale.

La version “qui perd gagne” s'analyse de la même manière. Les conclusions sont inversées : si n est pair le joueur en premier gagne, si n est impair le joueur en second gagne. Cela étant, il ne s'agit pas d'une conclusion générale qui s'appliquerait à la version “négative” de tous les jeux. L'analyse du jeu sur un plateau 1x4 le montre bien : le joueur en premier gagne dans les deux versions du jeu.

Sur des plateaux de taille différente. Il est facile de montrer par des arguments de symétrie analogues aux précédents que :

· le joueur en second gagne sur un plateau m x n lorsque m et n sont pairs,  

· le joueur en premier gagne si l'un est pair et l'autre est impair. 

En revanche, l'étude du cas impair fois impair est très difficile ou du moins pas aussi immédiate. En particulier, le cas 1 fois impair est instructif.

Mots-clé. 

·  En anglais : cram, domineering, crosscram, impartial game theory.
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